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PRÉFACE. 


Mettre  un  lecteur  attentif  et  intelligent  en  état  de 
lire  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  sciences  exactes , 
sans  lui  supposer  d’abord  aucune  instruction  prélimi- 
naire en  Mathématiques , tel  est  le  but  que  je  me 
suis  proposé  dans  la  composition  de  ce  Traité.  Pour 
y parvenir,  j’ai  dû  exposer  toutes  les  doctrines  qui 
constituent  les  Mathématiques  pures,  depuis  les  parties 
les  plus  élémentaires,  l’Arithmétique  et  la  Géométrie, 
jusqu’au  Calcul  intégral  le  plus  composé,  sans  omettre 
aucune  des  théories  générales  qui  entrent  dans  l’en- 
seoible  de  ce  plan. 

Une  aussi  grande  multitude  d’objets  se  trouve  ren-* 
fermée  dans  deux  volumes,  et  l’on  se  tromperait,  si 
l’on  jugeait  que  j’aie  omis  des  doctrines' utiles,  ou 
même  des  détails  intéressans.  La  lecture  de  l’Ouvrage 
pourra  convaincre  qu’il  est  aussi  complet  qu’on  peut 
l’espérer,  et  qu’on  y trouve  même  plus  d’applications 
que  n’en  promet  le  cadre  étroit  où  je  me  suis  resserré. 
Mais  le  système  de  concision  que  j’ai  adopté,  m’a 

a 


Digitized  by  Google 


VJ 


PRÉFACE. 


permis  de  diminuer  l’espace  sans  rien  oublier  qui  soit 
véritablement  utile,  et,  je  l’espère,  sans  nuire  à la* 
clarté. 

Dès  long-temps  je  me  suis  convaincu  que  rien  n’est 
plus  contraire  au  but  que  doit  atteindre  celui  qui  écrit 
sur  les  sciences,  que  d’entrer,  sur  chaque  objet,  dans 
des  développemens  longs  et  fastidieux.  L’auteur,  en 
disant  tout  ce  qu’il  pense,  empêche  le  lecteur  de 
penser  lui-même  f l’élève  devient,  incapable  de  se 
passer  des  secours  de  son  maître  ; il  prend  l’habitude 
d’une  pesanteur  et  d’une  prolixité  très  nuisibles  aux 
succès  ; enfin , l’embarras  des  détails  l’empêche  de 
suivre  le  fil  des  idées  essentielles,  et  il  saisit  mal  l’en- 
semble des  propositions^  les  accessoires  tiennent  dans 
son  esprit  la  place  des  choses  importantes.  C’est  au 
professeur  à proportionner  l’étendue  des  développe- 
mens à la  nature  d’esprit  de  chaque  étudiant.  « Pour 
bien  instruire,  il  ne  faut  pas  dire  tout  ce  qu’on  sait, 
mais  seulement  ce  qui  convient  à ceux  qu’on  ins- 
truit. » (La  Harpe,  Cours  de  littérature,  2'  part., 
liv.  II,  chap.  III,  2.) 

Le  public  parait  avoir  adopté  ce  système  d’instruc- 
tion ; et  le  succès  qu’ont  obtenu  les  trois  premières 
éditions,  me  confirme  dans  l’opinion  que  j’avais  des 
avantages  de  la  concision.  Il  m’eût  été  sans  doute  bien 
plus  facile  de  multiplier  les  volumes,  et  les  personnes 
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exercccs  à écrire  sur  les  mêmes  matières  pourront 
apprécier  les  soins  qu’il  m’a  fallu  prendre  pour  réduire 
ainsi  chaque  chose  aux  dimensions  nécessaires. 

Je  conviens  qu’il  y.  a peu  d’élèves  capables  de  com- 
prendre cet  ouvrage  sansle^ecours  d’un  maître;  mais  ' 
‘ dans  le  long  exercice  que  j’ai  fait  de  l’enseignement , 
j’ai  reconnu  que  tous  les  Hyres  de  mathématiques  sont 
dans  le  même  cas  ; les  avantages’  de  la  concision  du 
style  pour  former  l'esprit  des  étudians  sont  incontes- 
tables, et  si  des  difficultés  en  sont  inséparables,  c’est 
au  professeur  à les  lever.  » 

En  prenant  la  peine  de  comparer  cette  édition  aux 
précédentes,  on  reconnaîtra*  que* je  n’ai  épargné 
aucun  soin,  négligé  aucun  conseil  pour  rendre  ce 
Traité  digne  de  l’approbation  des  savans  et  dés  pro- 
fesseurs. 

Les  travaux  récemment  publiés'  par  Fourier, 
MM.  Cauchy,  Sturm,  et  les  ouvrages  de  MM.  Le- 
fébure  de  Fourcy,  Mayer  et  Choquét,  m’ont  conduit  _ 
à étendre  beaucoup  la  partie  algébrique;  et  pour  la 
mettre  au  niveau  des  connaissances  actuelles,  j’ai  été 
obligé  de  refaire  presque  en  entier  le  second  volume. 
J’ose  espérer  que  l’on  trouvera  que  je  ne  suis  pas  resté 
au-dessous  de  la  tâche  qui  m'était  imposée.' 

y *»  ' 
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I.  UKS  NOMBRES  ENTIERS. 


Notions  préliminaires.  Système  de  Numération. 


I.  ConceTons  une  réunion  de  choses  semblables  : pour  en 
distinguer  la  grandeur,  et  la  faire  apprécier  par  le  discours  aux 
hommes  qui  n’en  ont  aucune  connaissance,  on  en  prend  une 
portion  définie  et  bien  connue , mais  arbitraire  ; cette  portion 
se  nomme  unité-,  il  faut  ensuite  indiquer  combien  de  fois  cette 
unité  est  contenue  dans  l’assemblage  dont  il  s’agit,  c’est-à-' 
dire  combien  il  faudrait  réunir  de  ces  unités  pour  produire  un 
tout' égal  à cet  assemblage.  Cette  quotité  est  ce  qu’on  nomme 
un  NOMBRE,  ou  Une  quantité.  Ainsi,  pour  avoir  la  connaissance 
précise  de  la  grandeur  d’une  chose , autrement  que  par  la  per- 
ception des  sens  , il  faut  d'abord  acquérir,  par  les  sens,  celle 
d’une  portion  ou  unité , puis  celle  du  nombre  de  fois  que  la 
chose  contient  cette  unité. 

T.  I. 


1 


a ’ ARITHMÉTIQUE. 

Pour  dénommer  les  différens  nombres , on  a inventé  les  mots 
suivans  : un  désigne  l’unité  ; deux  représente  la  réunion  d’une 
unité  avec  une  autre  unité  ; trois,  la  réunion  de  deux  unités 
avec  une  autre,  ou  celle  d’une  unité,  plus  une,  plus  encore 
une;  trois  plus  une  donne  quatre,  et  ainsi  de  suite;  l’aug- 
mentation successive  d’une  unité  chaque  fois  engendre  les 
nombres 

lêro,  un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  neuf. 
qu’on  représente  par  les  chiffres  ou  caractères 

O,  I,  2,  3,  4>  7»  9" 

L’idée  qu’on  doit  se  fairé,  par  exemple , du  nombre  sept , est  six 
plus  un,  qui,  d’après  ce  qu’on  a dit,  revient  à cinq  plus  deux, 
ou  à quatre  plus  trois  , etc. 

a.  Cette  opération  par  laquelle  on  rpunit  plusieurs  assem- 
blages en  un  seul , se  nomme  addition  ; on  l’indique  par  le  mot 
plus,  ou  par  le  signe  + , qu’on  nomme  positif,  et  qui  se  place 
entre  les  nombres  qu’on  veut  ajouter.  Le  résultat  est  appelé 
la  somme  des  nombres. 

Ajouter  plusieurs  nombres,  ce  n’est  donc  que  les  réunir  en 
un  seul  dont  on  demande  la  grandeur , ou  exprimer  combien 
l’assemblage  de  plusieurs  groupes  d’objets  identiques  contient 
de  fois  une  portion  prise  pour  unité,  et  qui  a servi  de  mesure 
k chaque  groupe  particulier.  Ajouter  a avec  3 et  avec  4 , ou 
trouver  la  somme  2 plus  3 plus  4>  c’est  réunir,  en  un  seul , 
trois  systèmes  composés  l’un  de  a , l’autre  de  3 , et  le  dernier 
de  4 choses. 

Le  signe  = mis  entre  deux  grandeurs  indique  qu’elles  sont 
égales  ; a 4-  3 -f-  4 = 9 , se  lit  : a plus  3 plus  4 égalent  g ; cette 
égalité,  on  équation,  exprime  l’addition  précédente  ; a-|-3+4 
est- le  premier  membre , g est  le  second.  L’inégalité  entre  deux 
quantités  se  désigne  par  le  signe  < ou  > ; on  place  la  plus 
grande  du  côté  de  l’ouverture  : 4 < 7,g>  3 s’énoncent  4 plus 
petit  que  7,  g plus  grand  que  3. 

Il  suit  des  notions  précédentes,  que  si  l’on  augmente  ou  di- 
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minue  l’un  des  nombies  à ajouter,  le  résultat  sera  précisément 
plus  grand  ou  plus  petit  de  la  même’  quantité  ; la  somme  ne 
serait  nullemen  t changée,  si  l’on  augmenteit  l’un  de  ces  nombres 
ajoutés,  pourvu  qu’on  diminuât  un  autre  d’autant  d’unités.  Par 
exemple  : 4+7  surpasse  4+5  de  2,  parce  que  7 surpasse  5 de  2; 
mais4  + 7 = 6 + 5 = 2 + 9 = 3 + 8. 

3.  Il  arrive  souvent  que  les  nombres  qu’on  veut  ajouter  sont 
égaux  entre  eux , tels  que  2+2  + 2 + 2 = 8:  cette  espèce 
d’addition  prend  le  nom  de  uultiplioatiok,  et  s’énonce  ainsi  : 
2 répété  ^fois,  ou  ^fois  2 , ou  enfin  2 multiplié par^  -,  on  l’écrit 
2.4,  ou  2 X 4 • 1®®  nombres  2 et  4 se  nomment  les  facteurs  ; 
2 est  le  multiplicande,  4 le  multiplicateur,  et  le  résultat  8 le 
produit. 

> 4*  b’addition  et  la  multiplication  ont  leurs  opérations  in- 

verses. Dans  l’addition,  5+4=9,  o»  demande  la  somme 9 des 
deux  nombres  donnas  5 et  4.  Dans  la  soustraction  , ce  ré- 
sultat 9 est  donné  ainsi  que  l’un  des  nombres,  tel  que  5,  et  l’on 
demande  l’autre  4 ; c’est-à-dire  qu’il  faut  trouver  quel  est  le 
nombre  4,  qui,  ajouté  à 5,  dounela  somme  9.  Cette  operation, 
qui  consiste  à recomposer  les  deux  systèmes  5 et  4,  qui  avaient 
été  réunis  en  un  seul  g , revient  visiblement  à retrancher  5 de 
9,  ce  qu’on  marque  par  le  signe  — , qu’on  énonce  moins,  et 
qu’on  place  entre  les  nombres,  devant  celui  qu’on  veut  sous- 
traire s 9 — 5=4-  signe— .s’appelle  aussi  négatif. 

Concluons  de  ce  qu’on  a vu  pour  l’addition , que,  i “.  si  l’on 
augmente  seulement  le  nombre  à soustraire  d’une  ou  plusieurs 
unités , le  résultat  sera  diminué  d’autant  ; 2®.  si  l’on  augmente 
ou  diminue  les  deux  nombres  donnés  de  la  même  quantité  le 
résultat  demeurera  le  même  ; 3®.  enfin,  le  résultat  de  la  sous- 
traction de  deux  nombres  marque  la  quantité  dont  l'un  surpasse 
t autre,  et  c’est  ce  qui  a fait  donner  à ce  résultat  le  nom  de 
différence,  excès  ou  reste. 

ë.  Dans  la  multiplication , les  deux  facteurs  sont  donnés,  et 
l’on  cherche  leur  produit;  mais  si,  connaissant  ce  produit  et  l’un 
des  facteurs,  on  se  propose  de  trouver  Vautre  facteur,  cette  opé- 
ration est  une  division.  On  3 2X4  = 8;  8 est  le  résultat 
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cherché  de  la  multiplication  de  a par  4-  Dans  la  division , au 
contraire,  on  donne  8 et  4,  et  l’on  cherche  a,  c’est-à-dire 
qu’on  demande  quel  est  le  nombre  qui,  répété4fois,  produits. 


On  écrit  ainsi  cette  division , ^ ou  8 ^ 4 ~ ^ > <lu’on  énonce  8 


divisé  par  4 ; 8 est  le  dividende , 4 le  diviseur;  le  résultat 
cherché  a est  le  quotient  : en  sorte  que  produit  et  dividende 
sout  des  mots  qui  désignent  le  même  nombre,  ainsi  que  di- 
viseur et  multiplicateur i et  que  quotient etmultiplicande;  seu- 
lement l’emploi  de  ces  mots  dépend  du  calcul  que  l’on  a 
en  vue. 

6.  Avant  d’enseigner  les  moyens  d’exécuter  ces  quatre  opé- 
rations sur  des  grandeurs  données , il  faut  former  un  langage 
propre  à énoncer  tous  les  nombres,  et  imaginer  des  caractères 
pour  les  désigner  : c^st  ce  qu’on  nomme  le  système  de  la  nu- 
mération. , 

Au  premier  abord  il  semble  nécessaire  de  créer  une  multi- 
tude infinie  de  mots  pour  dénommer  tous  les  nombres,  et 
autant  de  caractères  ou  signes  pour  les  représenter  par  l’écri- 
ture. Mais  les  inventeurs  eurent  une  idée  ingénieuse  qui  les 
dispensa  de  recourir  à une  aussi  grande  quantité  de  mots  et  de 
chiffres  : cette  idée  consiste  à grouper  les  nombres  par  dix , et 
à dénommer  et  écrire  ces  groupes  à part.  Ainsi  ils  sont  con- 
venus qu’un  assemblage  de  dix  unités  serait  appelé  dix,  ou  une 
dixaine,  et  de  nombrer  les  dixaines  comme  ils  avaient  fait  les 
unités;  en  sorte  qu’une  dixaine,  deux  dixaines,  trois  dixai- 
nes  neuf  dixaines,  ou  ce  qui  équivaut  dix,  vingt,  trente, 

quarante,  cinquante,  soixante,  septante,  octante  et  nouante, 
joints  successivement  aux  neuf  unités  simples,  permirent  de 
compter  jusqu’à  nonante-neuf  unités. 

De  même , ils  ont  fait  un  groupe  de  dix  dixaines  qu’ils  ont 
appelé  cem,  ou  une  centaine,  et  ils  ont  compté  une,  deux, 

trois centaines,  comme  ils  comptaient  les  unités  efies 

dixaines,  savoir  : une  centaine  ou  cent , deux  centaines  ou  deux 
cents,  trois  centaines  ou  trois  cents neuf  cents.  Ces  dé- 

nominations permirent  donc  de  compter  jusqu’à  neuf  cent  no- 
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nati  te  neuf  unités,  en  joignant  ensemble  les  nombres  iorniés  de 
centaines,  de  dixaities  et  d’unités. 

Dix  centaines  furent  ensuite  appelées  un  mille,  et  l’on  forma 

les  énonciations  deux  mille,  trois  mille neuf  mille, 

selon  la  même  méthode  d’analogie. 

Pour  transporter  cette  heureuse  invention  dans  l’écriture, 
on  convint  qu’un  chiffre  placé  à la  gauche  tT un  autre , vau~ 
drail  dix fois  plus  que  s’il  occupait  la  place  de  ce  dernier.  De  là 
on  conclut  qu’on  mettrait  au  premier  rang  à droite  les  unités 
simples  ; au  rang  suivant  à gauche,  les  dixaines  ; à la  troisième 
place , les  centaines  ; à la  quatrième , les  mille , etc.  Ainsi  l’ex- 
pression 23  représente  deux  dixaines  et  trois  unités,  ou  vingt- 
trois  ; de  même  423  équivaut  à l’énoncé  quatre  cent  vingt-trois. 
Et  comme  le  nombre  peut  n’avoir  pas  d’unités  , ou  de  dixai- 
nes, etc. , on  emploie  le  chilfre  o,  quin’a  par  lui-même  aucune 
valeur , mais  qu’on  éerit  à la  place  des  chiffres  qui  manquent , 
pour  conserver  aux  autres  leur  rang.  Par  exemple , 20  , qoo , 
507,  valent  vingt,  quatre  cents,  cinq  cent  sept. 

Il  convient  d’ajouter  que  l’üsage  a prévalu,  pour  énoncer  les 
nombres  représentés  par  11,  12,  i3,  i4,  i5,  de  dire  onze , 
douze,  treize,  quatorze,  quinze  et  seize,  au  lieu  de  dire  dix-un, 
dix -deux,...  dix-six,  comme  on  devrait  le  faire  d’après  la 
convention  générale,  ainsi  qu’on  dit  dix-huit , vingt-un , trente- 

deux,  etc Au  lieu  de  septante , octante  et  nonante , 

011  dit  plus  ordinairement  soixante-dix,  quatre-vingt  et  quatre- 
vingt-dix,  énoncés  moins  conformes  aux  règles  que  nous  avons 
indiquées,  et  cependant  plus  usités. 

Cela  posé,  lorsqu’on  aura  écrit  un  nombre  quelconque,  tel 
que  537,  pour  l’augmenter  de  i,  il  suffit  visiblement  d’ajouter 
1 au  chiffre  à droite  ; on  a 537  '1~  * — même  53$ -f-  i 

^539.  Si  ce  chiffre  à droite  est  un  9,  on  le  remplacera  par 
un  zéro , en  faisant  frapper  l’augmentation  de  i sur  le  chiffre 
du  second  rang  : 53g -j-  i = 54o  ; car  53o  -J-g-}-  i = 53o  -f-  lo 
=540  ; et  si  le  chiffre  du  second  ordre  est  lui-même  un  g,  alors 
on  remplacera  ces  deux  chiffres  g par  des  zéros,  en  augmentant 
de  I le  chiffre  du  troisième  rang  : 25go  -f-  1 = 2600  ; car 
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aSoo  -f- c)9  + I = 25oo+  loo,  et  :iin.si  de  suite  : i2t)()ç)  + t 
= i3ooo  : 609  + I =5io  ; 10999  +1  = 1 1000.  Tout  nombre 
étant  engendré  par  l’addition  réitérée  de  l’unité , il  résulte  de 
là  qu’on  peut  écrire  tous  les  nombres  à l’aide  de  dix  carac- 
tères (■*') . 


(*)  Le  même  principe  peut  servir  à écrire  tous  les  nombres  avec  plus  ou 
moins  de  diï  caractères;  par  exemple,  si  l’on  n’a  que  les  quatre  chiffres  o, 

I , 3 et  S.  il  faudra  qu’un  chiffre  placé  à la  gaùche  d’un  autre  vaille  tjuatre 
fois  plus  tjue  s’il  occupait  la  place  de  ce  dernier  : alors  10  exprimera  quatre, 

II  cinq,  13  six,  i3  sept,  30  huit,  31  neuf,  300  trente-deux,  etc. 

Lorsqu’un  nombre  est  écrit  dans  cette  hypothèse,  on  éprouve,  pour  l’é- 
noncer, plus  de  dUhculté  que  dans  le  système  décimal , parce  qu’il  n’y  a plus 
de  concordance  avec  le  langage  ; par  exemple,  pour  lire  (3iao),  on  observera 
que  le  3 vaut  4 X 3 ou  8 ; le  i vaut  1 X 4 x 4 00  16  ; le  3 vaut  3 X 4 X 4 4 O” 

193;  ainsi  (3i30)  ènre  4)  Viiut  8 + >6+ >92  > ou  316.  De  même  si  la  èose  est 
5,  c’est-à-dire  si  l’on  ne  se  sert  que  des  cinq  chiftVw,  o,  i , 2,  3 et  4>  chaque 
chiffre  vaudra  cinq  fois  plus  que  s’il  occupait  la  place  à sa  droite;  par  exem- 
ple (4>33) , exprimé  dans  ce  système  à cinq  chiffres , vaut  3-|-ax5-^iX35 
-1-4  X 125,  ou  3-f-  10-1-25  -l-5oo,  ou  enfin  538. 

Donc  il  faut,  en  général,  former  les  puissances  successives  de  la  base,  et 
multiplier  le  chiffre  du  second  rang  par  la  base , celui  du  troisième  par  le 
carré  de  la  base , celui  du  quatrième  par  le  cube , etc.  ; en  ajoutant  ces  pro- 
duits, on  a la  valeur  de  la  quantité  proposée.  Ainsi  (2o3i3)  base  4 = 56y, 
(4010)  base  5=:5o5,  (35i5i)  base  6 = 5o35  = (68i4)  base  9. 

Si  l’on  fait  attention  au  calcul  ci-dessus,  on  verra  qu’on  peut  aussi  le  faire 
comme  il  suit  : prenons  pour  exemple  (4i33)  base  5;  multiplions  le  chiffre  4 
par5,  etajoutonsle  i qui  est  à droite,  nous  aurons  ai  ; multiplions  21  par5, 
et  ajoutons  le  a du  second  rang,  nous  aurons  .107  ; enfin  multiplions  par  5, 
et  ajoutons  3 , il  viendra  538  pour  la  valeur  cherchée.  Il  est  en  effet  évident 
que  par  là  1e  chiffre  4 a été  multiplié  trois  fois  consécutives  par  5,  que  le  i 
l’a  été  deux  fois,  et  le  a une  fois  : l’ordre  des  opérations  est  ici  différent; 
mais  elles  sont  au  fond  les  mêmes  que  ci-dessus,  et  elles  conduisent  plus  fa- 
cilement au  résultat. 

Réciproquement  cherchons  les  chiffres  qui  expriment  le  nombre  538  dalta 
le  système  qui  a cinq  caractères  : pour  cela,  supposons  ce  résultat  connu  et  tel 
que  (4>23)  ; il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ci-dessus , qu’en  formant 

4 X 5-è-  I =21,  puis  31  X .5 -f  3=  107,  enfin,  107  X S + 3 = 538, 

oe  calcul  doit  reproduire  le  nombre  propose.  Donc,  si  l'on  divise  538  par  5, 
le  reste  3 sera  le  chiffre  du  premier  rang,  et  le  quotient  107  sera  la  valeur 
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7.  Que  la  uuiiiéralioa  parlée  ait  précédé  la  numération 
écrite , c’est  ce  qui  n’est  point  douteux,  du  moins  pour  les  petits 
nombres.  Mais  dans  celle-ci , il  était  si  facile  de  s’élever  A des 
nombres  iminenscs  par  la  seule  juxta-position  des  chiffres  les 
uns  près  des  autres,  et  les  opérations  de  l’Arithmétique  ont  dû 
produire  ces  résultats  considérables . qu’on  n’a  pas  tardé  à ro- 


des autres  chiffres.  De  même,  divisant  107  par  5,  le  reste  a sera  le  chiffre  du 
second  rang,  et  le  quotient  ai  la  valeur  des  autres  chiffres,  et  ainsi  de 
suite.  11  est  clair  qu'ici  on  ne  fait  que  décomposer  les  opérations  qu'on  avait 
faites. 

Donc,  en  général  , pour  traduire  un  nombre  donné  d’un  système  de  numé- 
ration dans  un  autre , il  faut  diviser  ce  nombre  par  la  nouvelle  base,  puis, 
diviser  le  quotient  par  cette  base,  puis  ce  second  quotient  encore  par  la 
base,  etc. , jusqu’à  ce  qu’on  tombe  sur  un  quotient  moindre  que  cette  base. 
La  série  des  restes  écrits  successivement  à partir  de  la  droite , dans  l’ordre 
où  on  les  a obtenus,  formera  l’expression  cherchée;  le  dernier  quotient  sera 
le  cbiiTre  de  l’ordre  le  plus  élevé.  ‘Ainsi  pour  écrire  569  avec  4 caractères,  je 
divise  569  par  et  j’obtiens  le  quotient  i4>  et  le  reste  3 : je  divise  encore 

35 

141  par  4i  >1  vient  35  au  quotient,  et  le  reste  i ; donne  8 et  le  reste  3q 
enfin,  r =a,  le  reste  est  o.  Rassemblons  les  restes  successifs  3,  i,  3,  o,  et 

4 

le  dernier  quotient,  écrits  en  ordre  renversé , et  nous  aurons  (3o3i3)  base  4 
= 569  base  10. 

On  verra  de  même  que,  dans  les  systèmes  à 6,  9 et  la  caractères,  le  nombre 
5o35  est  exprimé  par  (35i5i),  (6814)  et  (a  où  9);  on  désigne  ici  para  et  b les 
nombres  dix  et  onze  dans  le  système  duedécimal.  Ce  dernier  système  pré- 
sente des  avantages  marqués  sur  le  décimal , à cause  du  grand  nombre  de 
diviseurs  de  13;  mais  il  serait  trop  difficile  de  l’établir  maintenant,  parce 
qu’il  faudrait  changer  entièrement  nos  usages , et  même  les  dénominations 
auxquelles  nous  sommes  familiers  dès  l’enfance.  Y.  PAritb.  polit,  de  Buffon, 
chap.  XXVII. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  peut  être  exprimé  plus  simplement  en  caractères 
algébriques.  Soient  i,  h,  g,..,  c,  b,  a,  les  chiffres  consécutifs,  en  nombre  n, 
qui  expriment  un  nombre  N , dans  un  système  de  numération  dont  la  base 
estx,  c’est-à-dire  que  chaque  chiffre  vaut  x fois  plus  que  s'il  occupait  la 
place  qui  est  à sa  droite  ; on  a 


N = ix**-’  -f.  èx**-v  . 


. -f*  ex*  -i-  ix  + a ; 


équation  d'où  l'on  lire  tous  les  théorèmes  énoncés  dans  celte  note. 
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connaître  que  l’écriture  des  nombres  n’avait  besoin  d'aucune 
modiUcation  pour  s’appliquer  à tous  les  besoins,  tandis  que  le 
langage  adopté  p.  4 ne  suffisait  pas  pour  énoncer  les  quantités 
quand  leur  grandeur  était  exprimée  par  plus  de  quatre  chiffres. 
£t  observez  que  si  l’on  eût  continué  de  donner  à chaque  place 
occupée  par  un  chiffre  une  dénomination  particulière,  ainsi 
qu’on  l’a  fait  jusqu’à  quatre  chiffres,  unités,  dixaines,  cen- 
taines et  mille,  on  serait  retombé  dans  l’inconvénient  d’eui- 
ployer.upe  multitude  infinie  de  mots,  puisqu’il  pouvait  y avoir 
une  md&itude  infinie  de  chiffres  contigus.  Voici  le  parti  auquel' 
on  s’arrêta  pour  éviter  cet  inconvénient. 

On  convint  de  séparer  les  chiffres  par  groupes  de  trois  eu 
trois  (*),  en  commençant  par  la  droite  ; puis  d'énoncer  chaque 
tranche  à part , comme  si  elle  était  seule,  en  ajoutant  seulement 
à chacune  un  mot  propre  à la  dcnominër.  Ces  tranches  succes- 
*-  sives  sont  appelées  unités,  mille , millions,  billionsou.mil- 
■ liards , irillions , etc.  Ainsi  pour  énoncer  le  nombre  suivant  , 

trillioDff  billi.  milli..  miilct  unités. 

12,  4^3 > 

on  appellera  chaque  tranche  respective  des  noms  trillions, 
billions,  etc. , après  avoir  énoncé  la  valeur  numérique  de  cha- 
cune ; ainsi  on  lira  la  trillions,  4^3  billions,  22^  millions,  53ri 
mille,  804  unités. 

Comme  il  pourrait  y avoir  une  infinité  de  tranches,  il  est 
clair  qu’on  aurait  encore  besoin,  pour  l’énonciation , d’une  in- 
finité de  mots,  et  que  la  difficulté  n’est  que  reculée.  Mais  ce 
langage  permettant  d’appeler  des  quantités  d’une  grandeur  im- 
inen.se,  et  qui  dépassent  tous  ceux  qu’on  peut  employer,  la 
convention  satisfait  à tous  les  besoins.  D’ailleurs  quand  un 


(■*)  On  aurait  egalement  pu  composer  les  tranches  do  a ou  de  4 chiffres; 
mais , dans  un  nombre  donné  ^ il  y aurait  eu  plus  de  tranches  dans  un  cas  ei 
.moins  dans  Tautre  ^ qn'’en  les  formant  de  3 chiffres.  En  examinant  les  li- 
mites des  nombres  qui  sont  d"un  usage  plus  fréquent , il  est  aise  de  voir  qii'orc 
a pris  un  milieu  convenable  entre  ces  partis. 
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nombre  excède  une  certaine  limite , l’énoncer  ne  sert  à rien , et 
n’en  peut  faire  concevoir  la  grandeur. 

Cette  idée  admirable  d’attribuer  aux  chiffres  des  valeurs  de 
position,  indépendamment  de  leur  valeur  propre,  est  si  simple, 
qu’il  ne  faut  pas  s’étonner  qu’elle  sloit  venue  à l’esprit  des  In- 
diens, qui  nous  l’ont  transmise  par  le  secours  des  Arabes  ; mais 
bien  plutôt  qu’il  y ait  eu  des  nations  puissantes  et  étirées 
qui  ne  les  aient  pas  eues  , ou  du  moins  adoptées  des  peuples 
voisins.  Les  Romains,  dont  le  système  de  numération  parlée 
était  conforme  au  nôtre  , avaient  un  mode  d’écriture  très  diffé- 
rent. Les  Grecs  avaient  aussi  leur  système  de  chiffres  tout-à-fait 
distinct  (*).'■  „ * , 
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8.  Pour  ajouter  deux  nombres,  tels  que  5 et  4,  nous  avons 
vu  (a)  qu’il  faut  ôter  à l’un  de  ces  nombres  successivement 
chacune  des  uni  tés  dont  il  est  composé  pour  les  joindre  à l’autre, 
opération  qui  revient  à ceci  : 


('*)  Les  Romains  représentaient  ainsi  les  nombres  : 

I un.  L cinquante.  C cent. 

II  deux.  X dix.  . , . D ou  !□  cinq  cents. 

III  trois , etc.  V cinq.  ■ ‘ M ou  CIO  mille. 

Ces  caractères  suffisaient  pour  exprimer  les  nombres  ; on  ajoutait  les  râleurs 
propres  à chaque  chiffre,  quand  ces  râleurs  allaient  en  décroissant  de 
grandeur  numérique  de  gauche  à droite  : mais  si  un  chifhe  était  précédé  d’un 
autre  qui  fût  moindre,  la  râleur  de  celui-ci  devait  au  contraire  être  soustraite. 
En  roici  quelques  exemples  : 

VI  six.  XVI  seize.  LX  soixante.  CX  cent-dix.  DC  six  cents. 

IV  quatre.  XIV  quatorze.  XL  quarante.  XC  nouante.  CD  quatre  cents. 

On  changeait  aussi  les  unités  en  mille  en  mettant  un  trait  au-dessus  des 
chiffres  j on  écrirait  ainsi  loooo  , XouCClOO;  looooo , C ou  CCCIOOO  ; 
3000000  MM. 

Le  système  de  la  numération  écrite  des  Grecs  éurit  aussi  mal  imaginé  que 
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Mais  on  sent  que,  pour  des  nombres  im  peu  grands,  ce  procédé 
serait  impraticable;  nous  ne  les  prescrirons  donc  que  pour  des 
nombres  d’un  seul  cliilfre , et  nous  supposerons  même  que  l’ha- 
bitude a appris  à connaître  de  suite  le  résultat,  5-l-4  = 9> 
3-1-8=11,  et  têtus  les  autres  de  même  sorte. 

Pour  trouver  la  somme  des  deux  nombres  24  et  37,  décoin- 
))osons-les  d’abord  en  20  -f-  4 et  3o  -j-  7 ; la  somme  cherchée  est 
20  -1-  3o  -f-  4 -f-  7.  Or,  les  deux  premières  parties  reviennent 
visiblement  à 2 dixaines  plus  3 dixaines,  ou  5 dixaines;  ainsi  la 
somme  est  5o  -}-  1 1 , ou  5o  -f- 10  -f-  1 , ou  enfin  60  -f-  i =61. 

On  voit  qu’i7  Jaut  réunir  séparément  les  dixaines  et  les  unités 
des  nombres  proposés  ; ce  raisonnement  est  général. 

Parexemple,  prenons  3731 -f- 34g  12487 -f- 54  ; en  fai- 

sant séparément  la  somme  des  unités,  puis  des  dixaines,  des 
centaines,  etc.,  on  aura  i5  mille -4-  1 4 centaines-]- 20  dixaines 
-4-21  unités,  ou  iSooo  -j-  i4oo  -f-2oo-|-2i  ; mais,  opérant  de 
même  sur  ces  derniers  nombres,  on  a 16  mille  -1-6  ^ 

centaines  2 dixaines -1-  i , ou  16621.  Ce  calcul  se  iln 
fait  plus  commodément  en  écrivant,  comme  on  le  voit  ^5^ 
ci-contre , les  nombres  les  uns  au-dessous  des  autres,  ,6  6ai 
et  faisant  correspondre , dans  une  même  colonne  ver- 


l'clui  des  Romains;  les  unités,  dizaines,  ceiUainM  étaient  désignées  par  les 
lettres  consécutives  de  l’alphabet;  savoir: 
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10 
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300 

y 
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3o 

T 
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5oo 

6 

f 

60 

X 

600 

i:,c 

7 

0 

70 

+ 

700 

» 

8 

80 

a 

800 

8,  a 
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= a.'iap 
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ticale,  les  chilTres  du  même  ordre.  La  somme  des  nombres  de 
chaque  colonne  doit  être  e'crite  au  bas,  si  elle  ne  passe  pas  9; 
autrement  on  h’en  pose  que  les  unités,  et  on  resefve  les  dixaines 
pour  les  ajouter,  comme  simples  unités,  avec  les  Nombres  de 
la  colonne  qui  suit  à gauche , ce  qui  détermine  à ctm^lfuncer  le 
calcul  par  ta  colonne  à droite.  _ 

Voici  plusieurs  exemples  d’addition.  -Çy- 

Pour  le  premier^  on  fera  ainsi  le  calcul  : 3 -j-  8 font  1 1 , 1 1 + 7 
valent  18,  18 -J- 7 égalent  a5,  somme  des  unités  3 +8 + 7 4-7  s 
on  posera  5 sous  le  trait,  au  premier  rang  à droite,  et  on  joindra 
les  2 dixaines  à la  colonne  suivante  : puis  on  dira  2 plus  8 font 
10,  plus  I font  II,  plus  8 valent  19,  plus  2 font  ai;  on  pose  i, 
et  on  retient  2 pour  joindre  aux  centaines.  2 + 7=  9,943 
=:  12...  ; on  a 26  centaines,  ou  pose  6 et  on  retient  2 ; enfin  on 
trouve  24  à la  4’’  colonne  : on  pose  le  4 et  on  avance  le  a , c’est- 
à-dire  qu’on  écrit  24  mille.  La  somme  est  246i5. 


5 783 
4 3i8 

8 g; 

i4''6r5~ 


10  376  786 
700  o3a 
580 

5 784  301 
740  833 

9 7® 

14  378  539 

yo  ’i57 

iSTÜg^ 

1 1 167  080 

30  gi3  572 

De  la  Soustraction. 


9.  L’habitude  d’additionner  suffit  pour  trouver  la  différence 
Mitre  les  nombres  simples  ; par  exemple,  le  nombre  qui,  ajouté 
à 3,  donne  7 pour  somme,  est  4 : ainsi  7 — 3 = 4- 
aussi  parvenir  au  résultat,  en  ôtant  de  7 autant  d’unités  que  3 
eu  contient;  7 — 3 = 6 — 2 = 5 — i =4-  Accordons  par  con- 
séquent qu’on  sache  faire  la  soustraction  des  petits  nombres. 

Prenons  cet  exemple  plus  composé,  696  — 243.  Il 
est  visible  que , si  l’on  connaissait  le  nombre  qui 
ajouté  à 243  donne  6g5  pour  somme , 3 + les  unités 
de  ce  nombre,  4 + se*  dixaines;  2 + .ses  centaines  devraient 
reproduire  fiqS;  on  écrira  donc  les  nombres  proposés  comme 
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pour  l’addition,  le  plus  petit  en-dessous;  puis  ou  retranchera 
chaque  chiffre  inférieur  de  celui  qui  est  au-dessus  : on  dira 
5 — 3 = 2,  9 — 4 = 5,  6 — 2=4»  4^2  sera  la  différence 

cherchée. 

Mais  il  peut  arriver  que  le  chiffre  inférieur  surpasse  ^ 
le  supérieur.  Dans  l’exemple  ci-contre,  on  ne  peut  >9 
ôter 8 de  Il  est  clair  qu’alors  36  i47  devant  être  la 
somme  de  19328  -{-le  nombre  cherché,  en  faisant  la  somme 
de  la  i"  colonne,  8 -f-  les  unités  inconnues,  ont  donné,  non  pas 
7,  mais  l'j  pour  somme;  et  qu’on  a retenu  la  dixaiiie  pour  la 
joindre  à la  colonne  suivante.  On  doit  donc  dire,  non  pas 
7 — 8,  mais  17  — 6 = 9,  et  écrire  ce  chiffre  9 au  rang  des  uni- 
tés. Mais,  en  continuant  l’addition,  la  colonne  suivante  est 
formée  de  la  dixaine  retenue , des  chiffres  4 » 2 , et  des  dixaines 
cherchées;  et  ajoutant  celles-ci  à 2 et  à la  retenue  i , on  doit 
produire  4 : il  ne  faut  donc  pas  dire  4 — 2 , mais  4 — 3 = 1 , 
qu’on  posera  aux  dixaines.  De  même  pour  les  centaines,  au  lieu 
de  I — 3 , on  dira  11  — 3 reste  8 , qu’on  posera  ; mais  on  re- 
tiendra 1 pour  ajouter  au  g suivant  ; ainsi  6 — 10,  ou  plutôt 
16 — 10  = 6,  et  on  retiendra  i ; 3 — 2=  i. 

En  généi'al , lorsque  le  chiffre  supérieur  sera  le  plus  faible, 
on  r augmentera  de  dix , puis  on  retiendra  un  pour  le  joindre  au 
chiffre  inférieur  qui  est  à la  gauche.  On  remarquera  qu’en  effet 
le  nombre  supérieur  est  augmenté  par  là  de  10,  mais  qu’on  aug- 
mente pareillement  l’inférieur  de  10,  ce  qui  n’altère  nullement 
la  différence  ( n“  4 )• 

Pareillement,  dans  l’exemple  ci-contre,  on  dira  : 3 / 

9 — 3 = 6;  2 — 7 ne  se  peut;  12  — 7=5,  et  je  a 5;8  573 
retiens  1 ; 4 — 6 (au  lieu  de  4 — 5)  ne  se  peut,  ^2'  856 
• 4 — 6 = 8,  et  je  retiens  i ; o — 9 ( au  lieu  de  o — 8 ) ne  se 
peut , 10  — 9=1;  o — 8 ne  se  peut  ; 10  — 8=2, etc.  , 

Voici  quelques  autres  exemples  de  soustraction. 


3 000 

6 000 

6 000 

i5o  001 

3 375  83 1 

I ag6 

4 000 

5 999 

76  385 

186  9^3 

I 70^ 

1 000 

1 

73  616 

3 188  88H 
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10.  Lorsqu’on  veut  retrancher  un  nombre  de  l' unité  suivie 
«r  autant  de  zéros  que  ce  nombre  a de  chiffres , c'est-à-dire  de 
1000...,  il  Jaul  retrancher  le  chiffre  des  unités  de  lo,  et  les 
autres  chiffres  de  9.  Ainsi , 1 000  — zSg , se  trouve  en  disant 
10 — 9=1;  puis  9 — 5 = 4;  9 — 2 = 7 > on  a 10*0 — 259 
= 74>-  même  1 000  000  — 279  953  = 720  047.  Ce  calcul 
est  si  facile,  qu’il  ine'rile  à peine  d’être  compté  pour  uner.opé- 
ration  ; on  s’en  sert  pour  réduire  toute  soustraction  à une  addi- 
tion ; voici  comment.  ■ 

Soit  demandée  la  différence  3487  — 25q.  Il  est  clair  qu’en 
décomposant  3487  en  2487  ■+■  1000,  la  différence  avec  259 
n’est  pas  changée,  et  on  aura  2487  + 1000  — 269,  ou 
2487  + 741  = 3228.  Ainsi,  au  lieu  de  soustraire  25q , on  a réelle- 
ment ajouté  741.  On  voit  donc  qu’on  peut  retrancher  un  nombre 
d’un  autre,  en  soustrayant  le  l'^de  i suivi  d’autantde  zérosqu’il 
a de  chiffres,  etajoutantle  résultatau  2‘nombredonné,  pourvu 
qu’on  retranche  ensuite  une  unité  de  l’ordre  immédiatement 
supérieur  .à  celui  du  nombre  à soustraire.  On  indique  cette 
dernière  soustraction  par  i placé  à l’ordre  de  chiffres  dont 
on  vient  de  parler  ; ainsi  l’opération  ci-dessus  revient 
à 3487  — 259  = 3487  + 1741  , calcul  qu’on  effectue  ^487 
comme  on  le  voit  ci-contre.  Observez  que  1741,  ajouté 
au  nombre  25g,  donne  zéro,  ou  1741  + 269=  o.  La 
quantité  1 74 1 est  ce  qu’on  nomme  le  complément  arithmétique 
de  259.  En  général,  pour  former  le  complément  arithmétique 
d’un  nombre , il  faut  retrancher  tous  ses  chiffres  de  9,*et  celui 
des  unités  de  10,  puis  placer  1 à gauche.  Le  complément  d’un 
nombre  ajouté  à ce  nombre  donne  zéro  pour  somme.  Au  lieu 
de  retrancher  un  nombre , on  peut  ajouter  son  complément  arith- 
métique. 

Lorsqu’il  y a plusieursadditionset  sous- 
tractions successives,  l’nsage  descomplé- 
mens  peut  présenter  des  avantages  ; par 
exemple  ,'^2731  +5729  — 371  — 4^34, 
prend  la  forme  ci-contre,  attendu  que  les 
complémens  de  371  et  4834  sont  1629  et 


3a  731 

* 

1 3a 

5 729 

5 729 

T 629 

— 371 

t5  i66 

1 

00 

33  a55 

1 Reste  33  a.'ïâ 
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i5i66.  Nous  recommandons  toutefois  d’éviter  l’emploi  du  com- 
plément , et  de  s’exercer  à faire  les  additions  et  soustractions 
colonne  par  colonne.  C’est  ainsi  que,  dans  notre  exemple,  après 
avoir  ditg-|-  i = io,  4+i=5,  on  retranchera  5 de  lo  et 
on  posera  5 au  rang  des  unités  du  reste  ; puis  3-l-a  = 5,  7-f-3 
= lo;  5 — lo  ne  se  peut;  donc  i5 — lo  = 5 , qu'on  pose  aux 
dixaines,  en  retenant  i pour  joindre  aux  centaines  soustrac- 
tives, etc. 

» 

De  la  Multiplication. 

1 1 . Nous  écrirons  le  multiplicande  le  premier  ; ainsi 
4x5X2  signifiç  qu’on  répétera  4 cinq  fois  , et  que  le  pro- 
duit 20  devra  être  pris  2 fois. 

Puisque  4X5  n’est  autre  que  i + i i q-  i répété  5 fois , 
il  suffit  de  prendre  chaque  unité  5 fois , ou5  + 5-{-5-{-5;  ex- 
spression  qui  revient  à 5 répété  4 fois  : ainsi , .... 

4 fois  5 est  égal  à 5 fois  4 , ou  4 X 5 = 5 X 4-  .... 

Ce  raisonnement  peut  être  présenté  sous  \&  A .... 
forme  d’un  tableau  composé  de  5 lignes,  .... 

dont  chacune  contient  4 unités.  Il  est  clair  .... 

que  le  nombre  des  unités  est  4 répété  5 fois.  

Mais,  en  renversant  le  tableau,  comme  on  ..... 

le  voit  en  B , on  trouve  5 répété  4 fois  ; le  .fi 

nombre  des  unités  étant  nécessairement  le  

même  dans  les  deux  cas,  le  produit  de  4 X 5 ..... 

est  le  même  que  celui  de  5x4- 

Soit  aussi  5 X 4 X 2 ; comme  5 répété 

4 fois  est ; 5 -f-  5 + 5 -J-  5, 

il  reste  à prendre  2 fois  ce  résultat,  ou. . lo  -1-  lo  4*1o  -f-  lo, 
ou  lo  répété  4 fois.  Donc  5x4X2  " 

= 5X2X4-  peut  donc  changer  de  place  les  deux  der- 

niers facteurs,  comme  on  a vu  qu’on  pouvait  échanger  les  deux 
premiers  entre  eux.  Ainsi, 

5x4x  a = 4x5Xi  = 5 X2x4  = ax!>x4=aX4x5  = 4xax5. 
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On  Toit  donc  qu’on  peut  intervertir  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles V ordre  des  facteurs  sans  altérer  le  produit. 

Démontrons  ce  théorème  pour  plus  de  trois  facteurs  : par 
exemple , pour  4x5x3X2X9-  -f;  ^ 

Le  facteur  9 ayant  la  dernière  place  dans  le  premier  pro- 
duit , prouvons  qu’on  peut  le  placer  où  l’on  veut,  et  d’abord  à 
l’avant-dernier  rang , savoir4x5x3X2X9=4X^X3X9X2. 
En  effet , les  trois  premiers  facteurs  4x5x3  donnent  60 , et  il 
faut  prouver  que  60  X 2 X 9=  6ô  X 9 X 2,  et  c’est  ce  qui  vient 
d’être  démontré.  De  même  dans  le  produit  4 X 5 X 3 X 9,  on 
peut  faire  passer  le  9 avant  le  3,  savoir  4x5  X9X  3,  et  ainsi 
de  suite.  D’où  l’on  voit  que , sans  changer  le  produit , on  peut 
r faire  occuper  successivement  toutes  les  places  au  dernier  facteur 
^ 9,  les  autres  facteurs  restant  dans  le  même  ordre. 

Mais  à son  tour  le  nouveau  facteur  terminal  2 peut  être 
mis  à tel  rang  qu’on  veut  dans  chacun  de  ces  résultats , savoir, 
4x5X9X3X2=4x5x9X2X3=4x5x2X9X3  = etc.. 
Donc  en  définitive  la  place  de  chaque  facteur  est  arbitraire. 

12.  Lorsqu’il  arrive  qu’un  nombre  se  multiplie  lui-même  plu- 
sieurs fois  consécutives , comme  3x3x3x3,  on  dit  qu’il  est 
élevé  à une  Puissance,  dont  le  degré  est  marqué  par  le  nombre 
de  facteurs,  qu’on  app«|\e  Exposant.  Ici  3 est  élevé  à la  quatrième 
puissance , ce  qu’on  inâwpmpar  3^  = 81  ; 4 est  l'exposant  ou  le 
degré.  De  même  2^=2X2X2S^.Qn  donne  aussi  à la  deuxième 
puissance  le  nom  de  Carré,  et  à la  troisième  le  nom  de  Cube. 
7’ou  7 X 7 7 î 7^—  7 X 7 X 7 = 343  est  le 

cube  de  7. 

Le  nombre  qui  se  multiplie  ainsi  lui-même , ou  qui  est  affecté 
d’un  exposant,  se  nomme  Racine  : ainsi  7 est  la  racine  carrée,  ou 
seconde  de  49»  la  racine  cubique  ou  troisième  de  343  ,.la  qua- 
trième de  2401 , etc.  Ces  racines  s’indiquent  par  le  signe  ra- 
dical et  on  place,  dans  les  branches,  le  nombre  qui  en 
marque  le  degré. 

7'*  = 343,  d’où  7=  ^343  ; 5^=625,  d’où  5=  y/ 625. 
Lorsqu’il  s’agit  de  la  racine  2*^,  011  se  dispense  ordinairement 


l6  ARITHMÉTIQUE. 

il’en  indiquer  le  degré,  et  d’écrire  le  chiffre  2 sur  le  radical;  en 

3 

sorte  que  {/et  sont  la  même  chose  : 8‘ = 64,  donc  8 = y 64 , 
8 est  dit  la  racine,  ou  la  racine  carrée  de  64. 

i3.  Puisque:  pour  multiplier  un  nombre  ( n®  3 ) , il  suffit  de 
l’ajouter  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur,’ 
on  voit  que,  i".sil’on  multiplie  l’un  des  facteurs  par  2,  3, 
le  produit  est  lui-même  multiplié  par  a,  3,  4-  ■ En  effet,  si,  au 
lieu  de  3 X je  prends  12  X 5,  chaque  fois  que  j’ajouterai  1 2 
au  lieu  de  3,  je  prendrai  le  quadruple  de  3,  c’est-à-dire  que  j’au- 
rai pris  de  trop  le  triple  de  3 ; le  résultat  sera  donc  composé  du 
produit3  X Squadruplé  : ainsi,  12  X 5 est  quadruple  de  3x5, 
parce  que  1 2 est  quadruple  de  3.  Etaiissi  pour  multiplier  12  par 
5,  on  peut,  si  l’on  veut,  multiplier  3 par 5,  et  ensuite  le  pro- 
duit 1 5 par  4 , parce  que  12=3x4- 

De  même  si  l’on  divise  l’un  des  facteurs  par  2,  3,  4---i  le  pro- 
duit sera  divisé  aussi  par  2,  3,  4-  ' 

2®.  Si  Von  multiplie  l’un  des  facteurs , et  qu’on  divise  l’autre 
par  un  meme  nombre , le  produit  n’est  pas  changé  ; 1 4 X 8 
=9  X 16  , 14  est  double  de  7 , et  i6  l’est  de  8. 

3®.  lorsque  les  facteurs  sont  terminés  à droite  par  des  zéros, 
on  peut  les  supprimer , pourvu  qu'à  la  suite  du  produit  on  en 
mette  un  pareil  nombre.  Ainsi  3oo  X 20  devient  3 X 2>  en  ôtant 
les  trois  zéros,  qu’on  restituera  à la  suite  du  produit  6;  on  aura 
3ooX2o=6ooo.  Ëneffet,  3ooX20=3oooX2,  car3oo  est  décu- 
plé (n°  6),  et  20  est  divisé  par  10.  Or,  dans  l’addition  de  3ooo  à 
lui-même,  on  voit  que  les  trois  zéros  demeurent  dans  la  somme, 
comme  provenant  des  trois  premières  colonnes  ; la  suivante 
^donne  3X2  =6;  donc  6000  est  le  produit  demandé. 

i4-  Il  s’agit  maintenant  de  pratiquer  la  multiplication  de 
deux  nombres  donnés  ; il  se  présente  trois  cas. 

• 1 •'  CAS.  Les  deux  facteurs  ri  ayant  qu’un  seul  chiffre  chacun. 
La  table  suivante,  qui  est  due  à Py  thagore,  se  forme  en  écrivant 
sur  une  ligne  horizontale  les  9 premiers  nombres,  puis  ajoutant 
' chacun  d’eux  9 fois  successives,  on  écrit  ces  produits  dans  une 
même  colonne  verticale.  Par  exemple,  4 + 4 = 8+4  = '2) 

i2-|-4  = i6,  i6-|-4  = 2o,  20  + 4 = 24»  etc. 
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Veut-oa  trouver  le  produit  9 X 5,  il  suit  de  la  génération 
des  divers  nombres  de  ce  tableau  qu’on  cherchera  ^ dans  la 
première  ligne,  et  qu’on  descendra  dans  la  colonne  verticale 
correspondante , jusqu’à  la  case  qui  est  dans  la  ligne  horizon- 
tale dont  5 est  le  chiffre  initial  ; cette  case  porte  35,  et  on  a 
7X5  = 35.  Il  iinpottè.ji€!  se  rendre  familiers  les  produits  des 
nombres  simples , afin  ’dem^pas  être  forcé  , chaque  fois  qu’on 
veut  les  obtenir,  de  recourir  à cette  table,  qui  n’est  elle-même 
formée  que  par  des  additions  successives. 

S’il  fallait , ainsi  que  l’exige  la  déhnition  (3) , ajouter  le  muL- 
tiplicande  autant  de  fois  qu’il  jr  a d unités  duns  le  multipli- 
cateur, l’opération  deviendrait  presque  impraticable  pour  les 
grands  nombres.  Voyons  comment  ou  peut  la  réduire  à la  mul- 
tiplication des  nombres  simples. 

X*  CAS.  Le  mulliflicateur  n ayant  qu’un  seul  chiffre.  Pour 
multiplier  2967  par  4>  j’imagiiie,  pour  un  moment,  qu’on 
veuille  en  effet  exécuter  l’addition  de: 2967  pris  4 fois,  ainsi 
qu’elle  est  faite  ci-après.  La  colonne  des  unités  ne  contiendra 
que  le  chiffre  7 écrit  verticalement  4 fois;  ainsi  cette  somme 
TI.  2 
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sera  'j  x4  posera  8,  et  on  relienilra  2 pour 


a 

a ^ 

Il  868 


a 967 
4 

M 868 


a 327 

532 

4 654.  ..  par  2 
6ç)  81....  par  3 

5 par  5 

aâ7  964 


.M 


joindre  à la  colonne  des  dix  aines,  formée  du  chiffre  6 
écrit  4 fois.  II  faut  donc  dire  6 X 4 — ^4  > ajoutant 
la  retenue  2,  on  a 26  : ainsi  on  posera  6 et  on  re- 
tiendra 2,  etc.  Cette  opération  revient  donc  à mul- 
tiplier chacun  des  chiffres  du  multiplicande  par  le 
multiplicateur,  en  commençant  par  la  droite  : on  écrit 
les  unités  de  chaque  produit  au-dessous  du  chiffre  qui 
fa  donné,  et  on  relient  les  dixai nés  pour  les  joindre 
au  produit  suivant.  Ce  procédé  n’est , à proprement  parler , 
que  l’addition  même  , excepté  qu’on  se  dispense  d’écrire  plu- 
sieurs fois  le  nombre  à ajouter. 

3*  Cas.  Les  deux facteurs  étant  composés  de  plusieurs  chiffres. 
Multiplier  2827  par  632,  c’est  répéter  ^327, 

2 fois,  3o  fois,  5oo  fois,  et  ajouter  le  tout. 

I®.  On  multipliera  d’abord  2327  par  2,  comme 
011  vient  de  le  dire  ; 2°.  pour  former  le  pro- 
duit par  3o,  on  multipliera  2327  par  3,  et 
on  ajoutera  un  zéro  à droite  du  produit , d’a- 
près ce  qu’on  a vu  (i3,  3®.)  ; enfin,  pour  répéter  5oo  fois  2827, 
011  multipliera  par  5,  et  on  ajoutera  deux  zéros.  L’opération 
prend  donc  la  disposition  ci-dessus,  dans  laquelle  on  observe 
qiie,  comme  les  zéros  n’influent  en  rien  sur  l’addition , on  s’est 
dispensé  de  les  écrire  : alors  le  produit  par  3 a été  simplement 
reculé  d’un  ranj;  vers  la  f;auche,  et  le  produit  par  5 de  deux 
rangs.  On  voit  donc  qu’/Y  faut  multiplier  l’un  des  facteurs 
tour  ri  tour  par  chacun  des  chiffres  de  l’autre.  Chaque  produit 
partiel  doit  être  écrit  de  manière  que  ses  unités  soient  placées 
au  même  ordre  que  le  chiffre  du  multiplicateur  qui  les  a don- 
nées : on  ajoute  ensuite  le  tout. 

La  multiplication  des  nombres  composés  dépend  ainsi  du  cas 
où  le  multiplicateur  n’a  qu’un  chiffre,  et  celle-ci  dépend  à son 
tour  du  cas  où  chaque  facteur  n’a  qu’un  seul  chiffre,  c’est-à-dire 
de  la  table  de  Pytbagore.  Comme  il  convient  d’être  très  exercé 
à la  pratique  de  celte  opération,  nous  en  mettrons  ici  quelques 
exemples. 
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53  687 
908 

48  747  796 


5 554  444 
79 


37  773  330 

333  366  64 


MO  8 


443  o5o  335  I 


>9 


Quant  au  nombre  de  chiffres  qui  composent  le  produit, 
supposons  qu’on  ait  à multiplier  3687  par  g68j  la  facteur  q68 
est  ]>  100  et  1000;  ainsi  le  produit  est  entre  368700  et 
3687000 , c’est-à-dire  qu’jl  a 6 ou  7 chiffres.  En  général  le 
produit  de  deux  nombres  est  formé  d'autant  de  chiffres  qu’il 
y en  a dans  les  deux  facteurs,  ou  un  chiffre  de  moins.  Quand 
on  a 3,  4f>  facteurs,  le  même  raisonnement  donne  des  li- 
mites de  la  grandeur  du  produit  et  du  nombre  de  chiffres 
qui  le  composent 


De  la  Division. 

i5.  De  même  que  la  multiplication  n’est  que  l'addition  réité- 
rée du  même  nombre,  on  peut  considérer  la  division  comme 
une  soustraction  répétée,  le  quotient  marquant  combien  de 
fois  on  peut  ôter  le  diviseur  du  dividende.  Si  on  veut  diviser 
8 par  2 , et  qu’on  retranche  d’abord  2 de  8 , puis  2 du  reste  6 , 

2 du  reste  4>  et  enfin  2 de  2,  on  arrive  au  reste  zéro  ; 2 ayant 
pu  être  être  soustrait  4 fois  de  8,  on  peut  regarder  8 comme  » 
composé  de  4 fois  2 ; et  par  conséquent  4 est  le  quotient.  Il 
suit  de  là  que  le  quotient  qui  marque  combien  de  fois  un  nomr- 


(*)  Soient  a,  fi,  y la  quotité  des  chiffres  de  divers  facteurs,  a,  b,  c..., 

dont  le  nombre  est  n j il  est  clair  que  10*,  b < 10^,  c<io^...;  le  produit 

a-i-fi+y 


est<  10 


, ou  abc....  < I0“,  en  posant  m = a + ^8  -f-  y D'ail- 

« -f-  ^ -h  > 


leurs,  O > lo"  i > 10  c > io^*....j  d’où  abc....  >lo' 
ou  abc...  > lo*-*  : donc  le  produit  abc...  est  compris  entre  io"“*  et  io”j 
il  ne  peut  avoir  au-delà  de  m chiffres,  mais  il  en  a plus  de  m—n.  Ainsi  le 
produit  ru:  peut  avoir  plus  de  chiffres  que  les  facteurs  proposés  écrits  successi- 
vement comme  s'ils  ne  formaient  qu'un  seul  nombre;  mais  il  en  a plus  que  cette 
quotité  moins  le  nombre  tles facteurs. 

2.  . 
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bre  est  i-épélé  pour  former  un  produit,  indique  aussi  le  nombre 
de  fois  que  le  diviseur  est  contenu  dans  le  dividende)  ou,  ce 
.lui  équivaut,  le  dividende  contient  le  diviseur  autant  défais 
qu’il  J-  a dunités  dans  le  quotient.  Donc  si  l’on  veut  foriiier 
parts  égales  dans  8 unités,  il  faut  diviser  8 par  2;  le  quotient 

exprime  la  grandeur  de  chaque  pai  t. 

Le  dividende  n’étant  autre  chose  que  le  produit  d’une  mul- 
tiplication dont  le  diviseur  et  le  quotient  sont  les  deux  fac- 
teurs, il  suit  de  la  déünition  et  des  propriétés  connues  (n“  i3) 
que,  ’i“.  on  ne  change  pas  le  quotient  lorsqu’on  multiplie  ou 
qu’on  divise  par  un  même  nombre  le  dividende  et  le  diviseur: 
36  t 9 donne  le  même  quotient  que  72  i8  et  que  12  . 3. 

2”.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés  à droite  par 
des  zéros,  ou  peut  eu  supprimer  à chacun  un  égal  nombre  sans 
altérer  le  quotient  : 6000  : 200,  et  60  ; 2 donnent  le  même  quo- 
tient 3o.  (Foj.  p.  16.) 

3®.  Si  l’on  multiplie  seulement  le  dividende,  le  quotient  sera 
multiplié  par  le  même  nombre  ; si  l’on  multiplie  le  diviseur, 
le  quotient  sera  divisé.  Qu’il  s’agisse,  par  exemple,  de  diviser  24 
par  3,  le  quotient  sera  8,  ou  24  : 3 = 8 ; mais  si  l’on  double  24, 
ce  quotient  sera  doublé,  48  *.  3 = .6  ; et  si  l’on  double  3 , le 
quotient  sera  réduit  à moitié,  24  *.  6 = 4-  Enfin  48  : b _ 8, 
c’est-à-dire  que  le  quotient  reste  le  même  quand  on  double  le 
' dividende  et  le  diviseur. 

4®  f orsqu’on  veut  exécuter  plusieurs  divisions  successives , 
l’ordre  dans  lequel  on  les  doit  effectuer  est  arbitraire;  on  peut 
même  n’en  faire  qu’une  seule , en  prenant  pour  diviseur  le  pro- 
duit de  tous  les  diviseurs.  Si  l’on  veut , par  exemple,  diviser  24 
par  2,  et  ensuite  le  quotient  12  par  3;  on  obtient  4 pour  résultat  ; 
mais  si  l’on  eût  divisé  par  3 d’abord , et  ensuite  par  2 , ou  bien 
si  l’on  eût  divisé  24  par  2 X 3 ou  6,  on  aurait  obtenu  de  même  4 . 
Cela  résulte  de  ce  que  la  division  par  2 et  par  3 revient  à sup- 
primer tour  à tour  les  facteurs  2 et  3 dans  24  , qu>  est  le  pro- 
duit de  2 X 3 X 4 , ou  de  3 X a X 4-  la 
(6x4)  ;(3X  2)  = (6:3)x(4*.a)  = (6:2x3)x4- 
i6.  Le  quotient  de  35  : 7 est  5,  puisque  35  = 7 X 5 ; mais 
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si  l’on  veut  diviser  38  par  7,  on  décomposera  38  en  35  -f-  3 , ou 
38=  7x5  + 3;  la  division  ne  se  fait  plus  exactement  : 35  est 
seulement  le  plus  (;raud  produit  de  7 contenu  dans  38,  et  3 est 
le  reste  de  cette  division. 

Si  l’on  forme  tous  les  produits  consécutifs  d’un  nombre  par 
1 , 3,3,...  les  résultats  sont  tous  divisibles  par  ce  nombre, 
ou  en  sont  les  multiples.  C’est  ainsi  que  35  est  multiple  de  7, 
ou  divisible  par  7,  tandis  que  38  ne  l’est  point. 

En  prenant  pour  dividende  et  diviseur  deux  nombres  quel- 
conques , on  doit  donc  dire  que  le  quotient , multiplié  par  le 
diviseur,  donne  un  produit  qui,  ajouté  au  reste , forme  ledivi- 
dende.  Le  reste  est  d’ailleurs  moindre  que  le  diviseur,  puisque, 
si  celui-ci  y était  encore  contenu , le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient  ne  donnerait  pas  le  plus  grand,  multiple  du  diviseur 
contenu  dans  le  dividende- 

En  multipliant  toute  , l’équation  38  = 7 X 5 + 3 , par  un 
nombre  tel  que  4,  on  a i52  = a8x  5 + ta  : le  quotient  de  la 
division  de  i52  par  28 , et  celui  de  38  par  7 , est  également  5 ; 
mais  le  reste  3 est  devenu  quadruple.  En  multijdiant  le  divi- 
seur et  le  dividende  par  un  meme  facteur , le  quotient  nest  pas. 
changé  y et  le  reste  est  ntulliplié  par  ce  facteur. 

Soient  34  et  24,  deux  nombres  qui,  divisés  par  S,  donnent, 
le  même  reste  4,  leur  différence  10  doit  être  multiple  de  S, 
car  34  = 6x5+4>  ^4  = 4x5  + 4*  ot  retranchant  ces  deux 
équations,  on  a 10=2  X 5. 

17.  La  tabledePytliagoresertà  trouver  le  quotient , lorsqu’il 
n’est  exprimé  que  par  un  seul  ebifire , aussi  bien  que  le  divi-< 
seur.  Veut-on  diviser  35  par  7,  par  exemple,  on  descendra,  dans 
la  colonne  verticale  du  nombre  7 , j usqu’à  la  case  qui  contient  35; 
elle  répond  à la  ligne  liorixontalequi  commencé  par  5 , en  sorte 
que  35=s  7 X 5 ; donc  5 est  le  facteur  ou  le  quotient  cherché. 

Pour  diviser  65  par  9,  comme  on  ne  trouve  pas  65  dans  la 
9*  colonne , mais 63  et  72  , on  a 65=  7 X 9 + 2 : on  voit  que  7 
est  le  quotient,  et  2 le  reste.  11  faut  se  rendre  ces  divisions  très 
familières , afin  de  ne  pas  dire  obligé  de  consulter  la  table  de 
Pjlhagore  pour  les  exécuter. 
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iS.  Venons-en  aux  divisions  composées. 
i“'CAS.  L,e  diviseur  n’ayant  qu  un  seul  chiffre.  Soit  proposé 
de  diviser  4»  761  par  7 , c’est-à-dire  de  trouver  un  nombre 
qui,  multiplié  par  7,  reproduise  4<>  761.  Si  ce  nombre  était 
connu,  on  le  vérifierait  ei)  le  multipliant  par  7 ; les  unités  de- 
vraient donner  le  produit  1 ; en  retenant  les  dixaines  pour  les 
joindre  au  produit  suivant , on  trouverait  de 


Concluons  de  là  que  4<>  contient  le  produit  de 
7 par  le  chiffre  des  mille  du  quotient,  et  en  — 
outre  la  retenue  faite  sur  les  centaines.  Le 
plus  grand  multiple  de  7 contenu  dans  40  est  35  ou  7 fois  5, 
et  4<>  est  compris  entre  les  produits  de  7 par  5 et  par  6 ; si  l’on 
multiplie  7 par  Soooet  par  6000,  l’un  des  produits  sera  donc 
moindre  , et  l’autre  plus  grand  que  4<>  761  ; ainsi  le  quotient 
est  entre  5ooo  et  6000 , c’est-à-dire  que  le  chiffre  des  mille  est 
5 , donné  par  le  plus  grand  multiple  de  7 contenu  dans  4®.  En 
retranchant  de  4®  ce  multiple  35,  le  reste  5 est  la  retenue  faite, 
dans  la  multiplication  par  7 , sur  les  centaines  du  quotient.  Si 
donc  on  joint  à ce  reste  5 les  autres  chiffres  761  du  dividende, 
5761  sera  le  produit  par  7 des  parties  inconnues  du  quotient; 
et  pour  trouver  celles-ci , il  ne  s’agira  que  de  diviser  5761  par 
7,  question  semblable  à la  proposée,  et  qui  permet  le  même 
raisonnement. 

On  divisera  donc  par  7 les  centaines  57,  ou  plutôt  le  plus 
grand  multiple  de  7 renfermé  dans  57  : le  quotient  8 sera  le 
chiffre  des  centaines  du  quotient,  qu’on  posera  à droite  du  5 qui 
en  est  les  mille.  Observez  qu’il  est  inutile  de  descendre,  près 
du  reste  5 , toute  la  partie  761  du  dividende , et  que,  pour  for- 
mer le  dividende  partiel  57,  il  suffisait  de  descendre  près  du  5 
le  chiflre  7 des  centaines.  En  multipliant  8 par  7 , et  ôtant  le 
produit  56  de  07,  le  reste  i est  la  retenue  qui  provient  des 
dixaines,  en  sorte  que,  si  l’on  joint  61  à ce  reste , 161  est  le  pro- 


mênie  6 aux  dixaines  ; le  produit  des  centaines 
donnerait  7 ; enfin  celui  des  mille,  4«.  Le  quo-  57 


tient  n’a  point  de  dixaines  de  mille , puisque 
1 0 000  X 7 donne  70  000 , qui  surpasse  4»  76 1 . 14 


f. 
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dait  par.7  des  dixaines  et  des  unités  du  quotient  : pour  les  ob- 
tenir, U faut  donc  diviser  16.1  par  7,  etaiiHi  de  suite.  Le  quo- 
tient demandé  est  SSzS.  ■ — 

On  voit  qu’on  ^ouve  tour  à tour  chaque  chiffre  du  quotient, 
en  commençant par'Piurdre  le  plus  élevé,  et  quil  faut  sans  cesse 
descendre  près  du  reste  le  chiffre  qui  suit  dans  le  dividende, 
puis  prendre  le  plus  grand  multiple  du  diviseur  qui  est  con- 
tenu dans  le  nombre  ainsi  formé.  ) - . 

'Lorsqu’on  s’est  exercé  à ce  calcul,  on  ne  tarde  pas  à recon- 
naître que,  dans  une  opération  aussi  simple,  il  estinutile  d’é- 
crire chaque  produit  à soustraire,  parce  que  la  soustraction  se 
fait  de  suite.  Ainsi,  après  avoir  trouvé  que  4<>  î 7 donne  le  cfaillre 
5 des  mille  du  quotient , on  prend  5 fois  7 , et  on  retranche  le 
produit  35  de  4<>  ; le  reste  5 s’écrit  sous  le  o du  dividende^  ou 
y joint  le  7 des  centaines,  et  on  divise  67  par  7 , etc.  L’opé- 
ration se  réduit  alors  à la  forme  que  nous  lui  avons  donnée 

ci-contre.  Il  est  même  remarquable  qu’on  peut  • t n; 

,,  , , , , . ^ ’ ioi6i  f n 

encore  1 abréger,  en  n écrivant  pas  chaque  reste  j 

pour  le  joindre  au  chiffre  qui  suit  dans  le  di-  >6 

viden de  : par  exemple , 'j  donne  5,  qu’on,  o ' > 

écrit  sous  4°  : le  produit  7 fois  5 ou  35,  se 

retranche  de  4® , of  lfon  conserve  dans  la  mé-  ^ -g,  t 7 

■noire  le  reste  5 , pottr  le'join^e  au  7 des  cen-  ^ 823  \ 

taines;  57  î 7 donne  8,  qu’on. écrit  sous  les  7 

centaines  : 7 x 8 = 56,  qui , ôté  de  57,  donne  le  reste  1 ; ce  r , 

joint  au  6 dixaines,  donne  16  ; 16  : 7 = 3,  etc.  Ce  calcul  a la. 

forme  très  simple  que  nous  avons  indiquée  ici. 

-.i  Voici  d’autres  exemples  de  ceS  divisions.  , ■ 


• 12  538 
6 269 


K Si- 


a'  CAS.  Le  diviseur  ayant  plusieurs  chiffres.  Proposons-nous 
de  diviser  191 6 par  3ag.  Puisque  829  X 10  = 3290,  qui  surpasse 
le  dividende  1916,  le  quotient  est  moindre,  que  10  : ainsi  le 
quotient  na  qu’un  seul  chiffre } supposon$-le  connu,  et  on  le 
U'ouvera  facilement  en  faisant  les  produits  successifs  de  829  par 


vy  CiUO^lC 


il- 

Produit...  164^  ■ 
Keste...  371 
1916 


24  ARITHMÉTIQUE. 

1,2, 3, ...  jusqu’à  ce  que  ce  produit  soit  1916,  ou?que  la  dUfé- 
rence  avec  k)i6  sSit  moindre  que  829.  Soit  5 ce  quotient. 

1916  e'tant  = 829  X 5 + le  reste  , si  l'on 
multiplie  par  5 les  anités  9,  les  disaines  2 et 
les  centaines  3,  et  qu’on  ajoute  le  reste  , on 
devra  reproduire  ■ 1916.  Le  calcul  indiqué  ci- 
contre  proofe  que  les  centaines  19  du  divi- 
dende sdAiÉlfbrmées,  1°.  du  produit  i5  des  centaines  3 du  di- 
viseurpar  le  quotient  supposé  5 ; 2°.  de  la  retenue  1 faite  sur  les 
dixaines*,  3*.  de  la  partie  3 qui  provient  de  l’addition  du  reste  371. 

Il  siiitde  là  que,  si  l’on  pouvaitôter  de  iqcesdeux  retenues, 
le  reste  i5  serait  le  produit  exact  des  centaines  3 du  diviseur 
par  le  chiffre  du  quotient  ; et  la  division  de  i5  par  3 ferait 
connaître  ce  chiffre.  Mais  comme  on  ne  peut  ôter  de  19  la 
double  retenue  qu’on  ne  connaît  pas  d’abord,  on  divise  19 
par  3,  prenant  ainsi  pour  dividende  un  nombre  trop  grand:  le 
quotient  qu’on  trouve  peut  être  fautif;  mais  il  ne  peut  pêcher 
que  par  excès.  Dausnotre  exemple,  19  : 3donue6;  mais  comme 
on  trouve  que  6 X Ssq  ■=  1974  > >9'6,  on  reconnaît  que  le 
quotient  supposé  est  trop  fort  : on  essaie  5;  et  le  produit  5x329 
est  1645  t9'6;  9tii  prouve  que  5 n’est  pas  trop  fort,  et 

que  par  conséquent  5 est  le  quotient  cherche.  Otant  1645  de 
1916,  on  trouve  le  reste  271 . ;■ 

Concluons  de  là  que  si  le  quotient  est  i o , c’est-à-dire  n’a 
qu’un  seul  chiffre,  il  faut  supprimer,  à droite  du  dividende  et 
du  diviseur,  un  égal  nombre  de  chiffres,  et  diviser  les  parties  qui 
restent;  le  quotient  sera  celui  qu’on  cherche , ou  le  surpassera  ; 
la  multiplication  servira  ensuite  à le  vérifier  ('*').  Voici  quel— 

-■*  - '1-  y/ 

. 

(*)  C'est  surtout  lorsque  le  deuxième  chiffre  vers  la  gauche  du  diviseur 
surpasse  5,  que  la  tentative  conduit  à poser  un  quotient  trop  fort;  car,  dans 
la  multiplication  du  diviseur  par  le  quotient  pour  reproduire  le  dividende, 
le  produit  du  premier  chiffre  à gauche  du  diviseur  doit  étrq  ajouté  aux 
dixaines  qui  ont  été  retenues.  Pour  i435  ; 287,  par  exemple,  si  l'on  dit  14 : 3 
donne  7 ; ce  7 sera  trop  grand , attendu  qu’en  multipliant  387  par  7 , le  pro- 
duit 3x7  des  centaines  devrait  être  accru  de  la  retenue  6,  provenant  de 
87  X 7.  Mais  si  l’on  suppose  5 pour  quotient , comme  87  x 5 donne  4 à rc- 
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DIVISION. 


r 8 369 

386  782 

r 99  887 

823  945  ( 

l""  8 

299  66i 

3 

742  284  1 

(.  Quotient 

87  121 

81 661  (. 

qucs  exemples  de  ce  calcul.  Dans  le  i'' , on  divise  72  par  8^ 
mais  on  trouve,  par  la  multiplication,  que  le  quotient  9 est  trop 
fort,  et  un  le  réduit  à 8. 


72  320 
Produit.  66  962 
Beste. . . 5 368 


Proposons  nous  maintenant  de  diviser  igi  687  par  Sag.  Je 
sépare  vers  la  gauche  du  dividende  la  partie  1916,  qui  soit  assez 
grande  pour  ^ontenir  le  diviseur  329;  je  fais  la  division  de  igi6 
par  32g,  en  suivant  la  règle  précédente  : le  quotient  est  5 , don-, 
nant  le  produit  i645  et  le  reste  27 1 ; j’é- 
cris ces  nombres  ainsi  qu’on  le  voit  ci-  ‘p! 6^^  ? 

contre ce  nombre  5 est  le  premier  chiffre  lerRestc.f  2718  * 
du  quotient,  et  désigne  les  centaines,  ou 
5oo,  attendu  que  1916  exprime  aussi  des  ^ 

centaines.  En  effet,  puisque  1916  est  com-  3«Reste..  209 
pris  entre  5 et  6 fois  le  diviseur  32g,  cette 
partie  1916  étant  des  centaines , le  dividende  proposé  est  lui- 
même  compris  entre  5oo  et  600  fois  829  (n“  i3,  3°.);  donc  le 
quotient  cherché  est  composé  de  5oo  -f-  des  dizaines  et  des 
imités , qu’il  s’agit  maintenant  de  trouver. 


tenir,  cl  que  i4  — 4 par  3 donne  en  effet  5,  il  est  clair  que  5 est  le 

quotient  cherché. 

Observe/- que,  si  Ton  remplace 287  par3oo,  le  quotient sera  trop  faible, 

puisque,  ayant  augmenté  le  diviseur , il  est  contenu  moins  de  fois  dans  le 
dividende  i435.  Si  Ton  veut  éviter  de  longues  tentatives , quand  le  deuxième 
chiffre  vers  la  gauche  du  diidseui'  surpassera  5 , on  ajoutera  ^ au  premier  chif- 
Jre,  pour  obtenir  le  quotient  supposé  ; mais  lorsque  ensuite  on  voudra  véri- 
fier ce  quotient  par  la  multiplication,  il  faudra  rétablir  le  diviseur  tel  qu^il 
était.  L'erreur,  s'il  y en  a,  consiste  alors  à donner  un  chiffre  trop  faible 
pour  quotient;  et  cette  erreur  est  manifestée  par  un  reste  qui  surpasse  le  di- 
viseur. Dans  le  cas  que  nous  considérons  dans  cette  note,  il  y a quelquefois 
de  Tavantage  à doubler,  ou  tripler,...  le  dividende  et  le  diviseur , afln  d'ame- 
ner le  deuxième  chiffre  de  celui-ci  à être  5.  Le  quolienl  n'est  point  altéré 
par  ce  calcul  (n<'  i5,  i®.) 
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‘ ËnretrancLaiit  du  dividende  le  produit  de  829  par  5oo,  partie 
connue  du  quotient,  c’est-à-dire  en  ôtant  i645  de  1916,  et  joi- 
gnant au  reste  27 1 la  partie  87  qu’on  avait  séparée,  il  est  clair 
que  le  reste  27187  produit  de  289 par  les  dixaines  et  les 
unités  inconnues  du  quotient,  plus  le  reste  : d’où  il  suit  que,  si 
l’on  divise  27187  par  829,  on  devra  obtenir  au  quotient  ces 
dixaines  et  ces  unités. 

A cette  question,  semblable  à la  proposée , le  inèiue  raison- 
nement s’applique,  et  l’on  est  conduit  à la  même  conséquence. 
Séparons  donc  le  premier  chiffre  à droite  7,  c’est-à-dire  descen- 
dons seulement  le  8 à la  droite  du  premier  reste  271,  ce  qui 
donnera  27 18  à diviser  par  829  : le  quotient  8 est , par  la  même 
raison  que  ci-dessus,  le  chiffre  des  dixaines;  du  dividende  partiel 
2718,  ôtant  le  produit  829  X 8 = 2682,  le  reste  86  provient  du 
produit  de  829  par  les  unités,  plus  l’excès  du  dividende  total 
sur  un  multiple  exact.  Enfin,  si  l’on  divise  867  par  829,  on 
obtient  les  unités  2,  et  le  reste  209.  C’est  le  même  calcul  qui 
se  reproduit  sans  cesse,  et  qui  donne  tour  à tour  les  divers 
chiffres  du  quotient,  en  vertu  d’un  raisonnement  qui  diffère 
peu  de  celui  qu’on  a fait  dans  le  cas  où  le  quotient  n’a  qu’un 
seul  chiffre. 

Donc,  pour faire  une  division , il  faut  séparer,  vers  la  gauche 
du  dividende,  les  chiffres_  nécessaires  pour  contenir  le  diviseur, 
diviser  cette  partie  par  le  diviseur;  le  quotient  n'aura  qu'un 
seul  chiffre,  qui  sera  le  premier  des  chiffres  à gauche  du  quo- 
tient cherché,  et  son  ordre  sera  le  même  que  celui  des  unités  du 
dividende  partiel.  On  multipliera  ce  quotient  par  le  diviseur; 
on  retranchera  le  produit  du  dividende  partiel;  à la  droite  du 
reste , on  descendra  le  chiffre  suivant  dans  le  dividende  pro- 
posé, et  on  recommencera  la  même  opération,  qui  donnera  le 
second  chiffre  du  quotient,  de  même  ordre  que  le  chiffre  des- 
cendu.  On  continuera  ce  calcul  jusqu’à  ce  que  tous  les  chiffres 
du  dividende  soient  épuisés. 

Si  l’un  des  dividendes  partiels  ne  contient  pas  le  diviseur , il 
ne  faudra  pas  oublier  de  mettre  un  xéro  au  quotient  ; puis  on 
descendra  un  second  chififre  du  dividende. 


bl  VISION. 


37 

Au  lieu  d’écrire  chaque  produit  et  de  soustraire , il  est  plus 
court  d’effectuer  à la  fois  la  multiplication  et  la  soustraction. 
Par  exemple , lorsqu’il  a fallu  multiplier  par  5 et  ôter  de 
1916,  voici  comment  on  apu  opérer  : 5 X 9 = 4^  unités,  qn’on 
ne  peut  ôter  des  6 unités  du  dividende  1916  ; mais  ajoutez  4 
dixaine.s  à ce.6,-et  dites  46  — 45=  i,  que  vous  poserez  sous  6. 
Comme  1916  aura  par  là  été  augmenté  de  4o  , pour  ne  pas  al- 
térer la  différence  cherchée , il  faudra  de  même  ajouter  4<>  au 
nombre  à soustraire,  c’est-à-dire  retenir  4 dizaines,  qu’on  join- 
dra au  produit  suivant  2X  5=  10;  on  a donc  i4  à ôter  de 
t dizaine  ; on  dit  de  21  ôtez  i4  , il  reste  7 , qu’on  écrit  sous  i , 
et  on  retient  les  deux  dizaines  ajoutées  ; enân  5x3  +2=  1 7 , 
19  — 1 7 = 2 ; et  on  a le  premier  reste  271 . 

De  même,  pour  ôter  de  2718  le  produit  829  X 8,  on  dira 
8 X 9=72; ajoutant  70  aux  unités8,  on  a 78 — 72=6,  qu’on 
pose  aux  unités,  et  on  retient  7.  Ensuite  2 X 8 -1-7  = 28 , ôtés 
de  I,  ou  plutôt  de  3i , il  reste  8,  qu’on  écrit 
sous  I,  eu  retenant  3 ; enfin , 3 X 8 -+•  3=  27,  | 339 

ôtés  de  27  , il  reste  o , qu’il  est  inutile  d’é-  67  * 
crire,  etc.  L’opération  prend  alors  lA.forme  * °9  Reste, 
abrégée  que  nous  lui  avons  donnée  ici  (*). 

Voici  quelques  exemples  de  division. 


Reste. . 
Reste. . 


72312. 146 
536o  I 

..  3986 


836g 

8640 


Reste. 


8247685671 

99 


700200.  o3i 
■6521  o3 
2847  45 t 

Reste. . . 112  735 


683679 

1024 


386782.67 
87121  6 
7212  07 
• ai9  98 


{ 


99887 


Reste. 


2568 

MÔ) 


23  555 


Reste. . 443 


(*)  Ce  genre  de  calcul  sert  aussi  à vérifier  chaque  chiffre  du  quotient  : on 
fait  alors  l’opération  ci-dessus , en  procédant  en  sens  contraire , c'est-à-dire 


f 
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19.  Nous  ferons  observer  que , i*.  la'division  est  la  seule  des 
quatre  règles  qui  commence  par  la  gauche. 

Lorsqu’on  a trouvé  combien  de  fois  un  dividende' partiel  . 
contient  le  diviseur,  ce  chiffre  est  toujours  précisément  c^if^ 
qu’on  doit  mettre  au  quotient.  Cependant  comme  pour  trouver 
ce  nombre  de  fois,  le  procédé  indiqué,  p.  a4>  consiste  à réduire 
le  diviseur  à son  premier  chiffre  à gauche , il  se  peut  que  cette 
opération  donne  en  effet  un  chiffre  trop  fort  : mais  l’erreur  est 
dans  ce  procédé  et  non  dans  le  principe  ; car  une  fois  qu’on  a 
obtenu  le  quotient  de  cette  division  partielle,  on  est  assuré  que 
ce  chiffre  est  juste  celui  du  quotient  cherché. 

3°.  Chaque  chiffre  qu’on  descend  en  donne  un  au  quotient  ; 
l’un  etl’auire  sont  de  même  ordre,  en  sorte  qu’on  peut  toujours  - 


<Ie  gauche  à droite;  et  si  quelque  soustraction  est  impossible^  à plus  forte 
raison  le  sera-t-elle  en  commençant  par  la  droite,  puisque  les  produits  à re- 
trancher sont  augmentés  des  retenues.  Ainsi,  pour  on  a , et  il  s^agit 

320  3 

(réprouver  le  6 qu'on  obtient,  c'est-à-dire  de  s'assurer  si  le  produit  3a8  x 6 
est  1916  f cas  où  le  chiffre  6 n'est  pas  trop  fort.  Commençons  la  multipli- 

cation par  les  centaines,  on  dira  3 x 6=  18;  de  19,  il  reste  qui,  joint  au 
chiffre  suivant  i,  donne  11  dizaines;  d'où  l'on  ne  peut  ôter  le  produit  des 
dizaines  6 x a ou  12  ; ainsi  le  6 est  trop  fort , et  ou  doit  essayer  5. 

Obsci'vons  que,  dans  toute  multiplication,  chacune  des  retenues  ne  peut 
excéder  le  multiplicateur  qu'on  éprouve  ; s'il  est  5,  il  faudrait  que  l'autre 
facteur  fût  au  moins  10,  pour  que  le  produit  surpassât  5o.  Donc  , si  en  fai- 
sant l'épreuve,  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouve  quelqu'un  des  restes 
nu  moins  sgal  au  quotient  éprouvé  » on  est  assuré  que,  lorsqu'on  fera  l'opération 
de  droite  à gauche , et  qu'on  arrivera  à ce  même  reste , la  soustraction  sera 

possible , ainsi  que  toutes  les  suivantes.  Par  exemple , pour  , on  dira  ^ 

donne  8,  qu'on  reconnaîlta  être  trop  fort  ; il  faudra  donc  éprouver  7 ; ce 
cpi'on  fera  ainsi  qu'il  suit  : 3 X 7 ==^i  ; de  25,  il  reste  4>  qu'on  joint  au  6 
des  centaines  de  25643;  on  a 46^  puis  7 x 5 = 35;  46  — 35  donne  un  reste >7; 
ainsi  7 est  le  quotient  cherché.  En  général,  l'épreuve  doit  être  poussée  jusqu'à 
mio  soustraction  impossible,  ou  jusqu'à  un  reste  au  moins  égal  au  chÜTre 
éprouvé.  Si  le  cas  arrive,  ce  chiffre  est  trop  fort;  dans  le  2®  au  contraire 
il  no  l'est  pas.  11  est  rare  qu'on  soit  forcé , pour  vérifier  un  chiffre,  de  pousser 
le  calcul  jusqu'aux  unités , et  le  plus  souvent,  on  rcconnatt  s'il  est  bon  dès  la 
seconde  soustraction. 
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déngnei'  à priori  la  quautité  de  cliiiTres  du  quotient , et  indi- 
quer l’ordre  de  chacun. 

4°.  Tout  quotient  partiel  ne  peut  excéder  9,  qui  est  le  plus 


l«r»/ 

■grand  nombre  d’un  seul  chiffre.  Ainsi , pour  , on  dira,  il  est 

vrai,  en  17,  combien  de  fois  1 ? mais,  loin  de  mettre  1 7 au  pro- 
duit, il  ne  faut  éprouver  que  9,  encore  ce  chiffre  est-iPtrop 
fort  ici  ; le  quotient  n’est  que  8,  qu’on  aurait  obtenu  de  suite  en 

disant-^,  au  lieu  de  — ; c’est  ce  que  prescrit  la  note,  page  ?.5, 


5°.  Pour  éviter  les  erreurs,  il  conviendra  de  marquer  d’un 
point  chaque  chiffre  du  dividende,  à mesure  qu’on  l’aura  des- 
cendu. 


Décomposition  en  facteurs  premiers.  Propriétés  des 
diviseurs  communs  à plusieurs  nombres. 


io.  On  dit  qu’un  nombre  est  premier,  lorsqu’il  n’est  exacte- 
ment divisible  que  par  lui-même  et  l’unité  : tels  sont  7,11,2,1. 
Deux  nombres  qui,  tels  que  21  et  , n’ont  d’autre  diviseur 
commun  que  l’unité,  sont  dits  premiers  entre  eux 

21.  Lorsqu’un  nombre  est  divisible  par  un  autre,  tous  les 
multiples  du  premier  sqnl  aussi  divisibles  par  le  second.  Si  i8 
est  multiple  de  2,  3 X j8,  qui  revient  à 18 -f-  18 -f- 18,  est  di- 
visible par  2,  puisque  chaque  partie  est  multiple  de  2. 

22  Supposons  qu’après  avoir  obtenu  le  produit  de  32  par 
157,  on  divise  ces  trois  nombres  par  un  autre  quelconque,  tel 
que  9,  examinons  ce  qui  arrivera  (*)  ; 32  étant  décomposé  en 


(*)  Si  Ton  divise  deux  facteurs  entiers  F et  F'  par  un 
nombre  quelconque  n,  ils  recevront  la  forme  ci-contre, 
f et  / étant  les  quotiens  entiers , r et  r'  les  restes.  En 
examinant  les  termes  du  produit  FP,  on  reconnaît  qu^ils 
contiennent  tous  le  facteur  n,  rr'  excepté.  Donc,  en  divi- 

FF<-^  tr  . , “ 

sant  le  produit  par  n,  on  voit  que  . -jj-  aoivent 
donner  te  même  reste. 


F—^n  -4*'' 

FF  ~^q*nr 

-+-  qnr*  -+•  r/' 
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9X34* S,  si  l’on  multiplie  par  157,  la  première  partie  sera 
un  multiplie  de  9 ; et  le  produit  proposé  étant  divisé  par  9 , doit 
donner  le  même  reste  que  5 X iS^.  Mais  de  même  se  dé- 
compose en  9 X 1 7 -f-  4 > multipliant  par  5 et  divisant  par  9 , 
le  reste  dont  il  s’agit  est  le  même  que  celui  de  4 X 5 ; ainsi  le 
reste  de  la  division  un  produit  est  le  même  que  celui  que  donne 
le  produit  des  restes  des  deux  facteurs. 

23.  Avant  de  nous  occuper  de  la  recherche  des  diviseurs  des 
nombres , problème  d’une  grande  importance , proposons-nous 
de  trouver  le  plus  grand  nombre  qui  puisse  diviser  exactement 
deux  nombres  donnés , tels  que>^2  et  iSa  ; c’est  ce  qu’on  ap- 
pelle leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Observons  que  si  i3a  divisait  exactement  3i2 , i32  serait  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres , puisque  1 3a  ne 
peut  être  divisible  par  un  nombre  plus  grand  que  lui-même. 
On  essaiera  donc  cette  division , 3 12  : i3i  ; mais  on  trouve  le 
- quotient  2 , et  le  reste  48 , savoir  , 

3i2  = 2 X i32-1-48. 

Divisons  toute  cette  équation  par  un  nombre  quelconque  3 qui 
divise  exactement  3 12  et  i32;  ce  nombre  3 divisera  aussi 
2 X >32  (n°  21)  ; 48  doit  donc  être  aussi  divisible  par  3,  puis- 
que le  quotient  4^  I 3 , ajouté  à c^lui  de  2 X i32,  doit 
donner  pour  somme  le  quotient  de  3i2  ; 3,  et  que'ces  deux 
derniers  quotiens  sont  entiers.  Concluons  de  là  que  tout  divi- 
seur commun  à deux  nombres,  divise  aussi  le  reste  de  la  divi- 
sion de  l’un  par  Vautre. 

Maintenant,  supposons  que  12  soitle  plus  grand  diviseur  com- 
mun ci-dessus  cherché,  et  divisons  toute  l’équation  par  1 2 ; nous 
aurons  26=2  X 1 1 + 4-  O*"  1^®  quotiens  26  et  1 1,  doivent  être 
premiers  entre  eux,  puisque,  sans  cela  , lane  serait  pas  le  plus 
grand  diviseur  de  3i2  et  i32.  De  même  11  et  4 peuvent 
avoir  de  diviseur  commun  , puisque  ce  nombre  devrait  aussi 
diviser  26,  savoir,  26  et  11  , contre  ce  qu’on  vient  de  dire. 
Ainsi  12  e"'*  fois  le  plus  grand  diviseur  commun  de  3i?. 
et  i32,  t t.  de  182  et  48.  D’où  l’on  voit  que  In  question 
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se  réduit  à chercher  ie  plus  grand  diviseur  commun  de  i3o  et 
48,  problème  plus  simple , puisque  48  ^ 3 12. 

En  raisonnant  de  même  sur  48  et  i3z,  on  prouvera  qu’il 
faut  diviser  iSz  par  48;  que  si  la  division  se  faisait  exacte- 
ment, 48  serait  le  plus  grand  diviseur  commun  chfn^  ; et 
que , comme  on  trouve  36  pour  reste,  ce  diviseur  est  le  nn^me 
que  celui  de  48  et  36. 

Divisant  48  par  36,  on  verra  que  le 

plus  grand  commun  diviseur  demandé  iSi  1 48  | 36  1 12 

est.  celui  de  36  et  12  (.reste  de  la  divi-  | "â*  j T ! T | ~ 

sion  de  48  par  36)  ; enfin  12  divisant 

36,  c’est  12  qui  est  le  plus  grand  diviseur  commun  de  3i2  et 

i32.  On  donne  au  calcul  la  disposition  ci-contre;  où  chaque 

reste  est  écrit  à la  droite  du  diviseur , pour  qu’il-  occupe  la 

place  convenable  A la  division  subséquente. 

Donc  pour  trouver  le  plus  grand  diviseur  commun  de  deux 
nombres,  divisez  P un  par  l’autre;  divisez  ensuite  te  diviseur 
par  le  reste,  et  continuez  de  même  à prendre  chaque  teste  pour 
diviseur  du  reste  précédent , jusqu’à  ce  que  vous  trouviez  un 
quotient  exact  ; ce  quotient  sera  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun cherché. 

Voici  encore  deùx  opérations  de  ce  genre,  l’une  pour  2961 
et  79g;  l’autre  pour  iiSet^;  les  plus  grands  diviseurs  com- 
muns sont  47  et  z3.  * «V  - ■ ’■  ' 


24.  Remarquez  que , 1°  les  restes  étant  sans  cesse  décrois- 
sans,  on  doit  arriver  à un  diviseur  exact,  ne  fût-ce  que 
l’unité  : quand  le  plus  grand  commun  diviseur  est  un,  les 
deux  nombres  proposés  sont  premiers  entre  eux.  C’est  ce  qui 
arnve  pour  5o  et  21 . Il  est  fâcheux  de  ne  pouvoir  reconnattre 
ce  cas  à priori,  puisqu’on  a fait  tous  les  frais  d’un  calcul 
inutile. 

2*  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  devant 
diviser  tous  les  restes  successifs  qu’on  trouve  dans  l’opération  , 
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si  l’iui  de  ces  restes  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas 
le  reste  préce'dent , on  est  assuré  que  le  calcul  doit  se  terminer 
par  l’unité,  seul  diviseur  des  nombres  proposés.  Par  exemple, 
pour  824  et  319,  on  arrive  au  nombre  premier  53  qui  ne  di- 
vise pas  i33  : il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  le  calcul  pour 
conclure  que  l’unité  est  le  seul  diviseur  commun. 

I 319  I 186  I i33  I 53  nombre  premier. 

, I 3 I I I 1 I 3 

3°.  Le  raisonnement  précédent  prouve  aussi  que  tout  di- 
viseur de  3i2  et  i3a  , tel  que  3,  divise  aussi  48,  puis  36  et 
12,  c’est-à-dire  tous  les  restes  successifs  de  l’opération  : en 
sorte  que  tous  les  diviseurs  de  12  doivent  aussi  diviser  3i2  et 
i3a,  et  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété,  savoir, 
I,  2,  3,  4>  8 et  12.  Donc  tout  diviseur  de  deux  nombres  divise 
leur  plus  grand  commun  diviseur;  et  pour  obtenir  tous  les  fac- 
teurs communs  à deux  nombres  , il  ne  faut  que  chercher  les 
facteurs  de  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

4°.  Si , dans  le  cours  des  calculs , on  reconnaît  qu’un  nom- 
bre divise  deux  restes  successifs,  on  supprimera  ce  facteur 
dans  le  dividende  et  le  diviseur , et  on  continuera  l’opération  ; 
lorsqu’on  aura  trouvé  le  diviseur  commua,  il  faudra  le  multi- 
plier par  le  facteur  supprimé.  C’est  ainsi  que  483o  et  35^0  sont 
multiples  de  10  ; prenant  donc  483  et  367,  on  fait  la  division , 
et  on  a le  reste  126,  qui,  ainsi  que -357  , est  divisible  par  3 : 
dtant  cé  facteur  3,  on  opère  sur  ■ 19  et  4?. , dont  le  commun 
diviseur  est  7 ; ainsi  celui  de  483o  et  3670  est  10X8X7=210. 

Mais  si  l’on  reconnaît  que  l’un  des  restes  a un  facteur  pre- 
mier qui  ne  divise  pas  le  reste  précédent , on  peut  le  suppri- 
mer, sans  que  le  diviseur  commun  soit  changé.  Eln  cherchant 
(p.  3i)  le  plus  grand  commun  diviseur  de  2961  et  799,  on 
voit  que  le  reste  564  est  multiple  de  1 2 z=  3 X 4 * d’ailleurs  le 
diviseur  799  n’est  divisible  ni  par  3 , ni  par  2 ; supprimant  ce 
facteur  12,  564  remplacé  par  47  ; on  trouve  le  quotient 
exact  17,  ainsi  4?  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 
Cela  résulte  de  ce  qui  a été  dit  (3°), 
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25.  Si  le  produit  de  deux  facteurs  est  divisible  par  un  nom- 
bre qui  soit  premier  avec  l’un  d’eux , ce  nombre  doit  diviser 
Vautré  facteur.  Par  exemple,  56  X 4^ , ou  uSao  , est  divisible 
par  i5  qui  est  premier  avec  56;  je  dis  que  i5',d^t  diviser  45  ; 
car  i5  divise  visiblement  i5  X 45,  et  aussi  56  ><,45  (par  hy-- 
pothèse)  ; donc  i5  doit  diviser  le  plus  grand  comiUQ&, diviseur 
(25,  3®)  qui  est  45,  puisque  56  et  i5  n’ont  que  i pour  fac- 
teur commun. 

I®.  Deux  facteurs  moindres  qu’un  nombre  premier,  ne  peu- 
vent donner  un  produit  divisible  par  ce  nombre. 

2®.  Le  produit  de  deux  nombres  premiers  ne  peut  admettre 
d’ares  diviseurs  que  ces  mêmes  nombres,  outre  l’uuite'  et  le 
prodüit  même.  ^ 

3®.  Plusieurs  facteurs  SxSxqX  m ne  peuvent  former 
nn  produit  divisible  par  un  nombre  premier  3 , qu’autant  que 
l’un  des  facteurs  au  moins  est  divisible  par  3. 

4®.  Si  un  produit  est  divisible  par  un  nombre  non  premier,  il 
faut  qu’on  retrouve  tous  les  facteurs  de  ce  dernier  parmi  ceux 
qui  constituent  les  nombres  multipliés.  Ainsi  i oX  70  est  divi- 
sible par  28 , attendu  que  28  = 2 X 2 X 7 ; que  le  premier  fac- 
teur 2 se  trouve  dans  10  =2  X 5 ; et  le  second  a. , ,|ipai  que  y , 
dans  70|:;a  X 7 X 5 ; le  quotient  est  5x5.  Mais  si  quelqu’un 
des  facïeursdu  diviseiÿ manquait , Indivision  duproduit'serait 
impossible  exactement,  tümti  si  plusieurs  facteurs  sont  pre- 
miers avec  un  nombre  quelconque , le  produit  l’est  aussi;  et  si 
ces  facteurs  sont  premiers  entre  eux,  et  qu’un  nombre  soit 
divisible  par  chacun  d’eux,  il  le  sera  aussi  par  leur  produit,  et 
par  les  produits  qu’on  forme  en  combinant  ces  facteurs  232 
3 à 3 


26.  Il  n'jr  a qu’un  seul  système  de facteurs  premiers,  capable 
■de  produire  un  nombre  donné.  Par  exemple  , 360=2’  X 3’  X 5 
ne  peut  être.produit  par  d’autres  facteurs  premiers  , tels  que 
7X11X2;  car  on  aurait  2’X  3‘X  5=  7 X n X 2 , et  il 
s’ensuivrait  ' que  le  premier  membre  serait  multiple  de  7, 
contre  ce  qu’on  a vu  (4“).  On  ne  peut  donc  admettre  pour  36o, 
que  les  facteurs  premiers  2 , 3 , et  5,  etil  reste  à faire  voir  qu’ou 
T.  I.  3 ^ 
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ne  peut  leur  donner  qu’un  système  d’exposans;  t^u’on  n’a  pas , 
par  exemple,  36o  = a X 3^  X 5*.  En  effet,  il  en  résulterait 
a*.  3*.  5 = a.  3^.  5*,  ou , en  supprimant  les  facteurs  communs, 
2’  = 3 X 5,  ce  qui  est  absurde  (4"-)* 

Si  deux  nombres , tels  que  y et  1 1 , sont  premiers  entre 
eux,  deux  puissances  quelconquesde  7 et  1 1 , telles  que  7^  et  1 1*, 
sont  aussi  premières  entre  elles;  puisque  j si  elles  avaient  un 
facteur  commun , il  le  serait  aussi  de  7 et  de  1 1 . 

Soit  un  cube  exact , tel  que  8000  = âo^  : si  l’on  décomposé 
20  en  4 X 5 , 8000  sera  le  cube  de  4 X 5 ; mais , comme  la 
multiplication  permet  d’intervertir  l’ordre  des  facteurs,  on  a 
8ooo=4*X5’.  On  voit  donc  que  chaque  facteur  se  trouva^élevé 
au  cube.  On  peut  en  dire  autant  de  toute  puissance,  quels  que 
soientles  facteurs.  Donc,  si  tin  nombre  est  une  puissance  exacte, 
en  le  décomposant  en  facteurs  premiers,  chacun  doit  être  affecté 
ctun  exposant  multiple  de  la  puissance. 

27.  Pour  décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  , 
on  le  divisera  d’abord  par  a , autant  de  fois  successives  que  cela 
sera  possible , et  le  nombre  proposé  sera  le  produit  d’une  puis- 
sance de  2 par  un  quotient  connu,  non  divisible  par  2.  On  es- 
saiera de  nème  la  division  de  ce  quotient  par  3,  autant  de  fois 
qu’il  se  pourra,  et  il  sera  le  produit  d’une  puissance  de  3 par 
un  nouveau  quotient  connu,  non  divisible  par  3.  On  continuera 
de  même  à éprouver  si  la  division  est  possible  par  tous  les 

nombres  premiers  consécutifs  5 , 7,  ii,  i3 Le  nombre 

proposé  sera  le  produit  de  ces  divers  nombres  premiers,  chacun 
élevé  à une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  divisions  qu’il 
a effectuées.  , ^ ^ 

Par  exemple , pour  36o,  on  divisera  par  2, 
puis  le  quotient  180  par  2,  enBn  go  para; 
comme  le  troisième  quotient  45  n’est  plus 
divisible  par  2 , on  a 36o  = 2^  X 45-  On  di- 
visera 45  par  3 ; on  aura  45  = 3*  X 5,  d’où  . 

360=  2’ X 3"' X 5.  La  décomposition  est  ici 

terminée,  parce  que  5 est  un  nombre  premier.  On  donne  or- 
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tliDsirement  au  calcul  la  disposition  ci-contre,  a6n  de  mieux 
voir  la  série  des  facteurs.  * 

On  trouve  de  même  que  ato  = 3X3x5Xn(*l. 

' Ce  procédé  conduit  au  but  par  un  nombre  iimité  d’essais.  On 
sait  d’ailleurs  que  la  résolution  en  facteurs  ne  peut  produire 
qu’un  seul  résultat  (a6). 

La  table  qu’on  trouve  à la  fin  de  l'ariUimétique,  peut  faci- 
liter cette  opération. 

Ce  procédé  donne  aussi  le  plus  grand  emumun  diviseur  de 
deux  nombres  ; car  en  décompo^nt  ces  nombres  en  leurs  fac- 
teurs premiers,  ce  diviseur  est  le  produit  de  tous  ceux  de  ces 
facteurs  qui  sont  communs,  chacun  avec  le  plus  petit  exposant 
dont  il  se  trouve  affecté  dans  l’un  et  l’antre.  Ainsi 

3i2  = a’x3xi3,  i3a  = a’x3x«tj 

le  plus  grand  commun  diviseur  est  a*X  3z=ia,  comme  p.  3i, 
a8.  Il  arrive  quelquefois  que  les  essais  qu’on  tente  ne  réus- 
sissent point,  et  qu’on  ne  trouve  aucun  diviseur  exâbt,  soit  du 
nombre  proposé,  soit  de  l’un  des  quotiens  auxquels  on  est  con- 
duit ; alors  ce  nombre',  ou  ce  quotieut,  est  premier , et  on  ne 
peut  en  opérer  la  décomposition  en  facteurs.  Mais  on  doit  re- 
marquer que  ces  tentatives  inutiles  de  division  ne  doivent  êtie 
poussées  que  jusqu’à  la  racine  carrée  du  nombre  qu’on  veut 
•diviser.  En  effet,  puisque  ce  nombre  est  le  produit  de  sa  racine 
par  elle-même , et  qu’on  ne  peut  faire  croître  l’un  des  facteurs 
sans  que  l’autre  décroisse,  pour  que  le  produit  reste  le  même  (i3), 
on  voit  que  si  ce  dividende  a l’un  de  ses  facteurs  plus  grand  que 
la  racine , Vautre  facteur  doit  être  moindre  ; en  sorte  qu’un 


(*)  Soient  <t,  /8,  y...,  les  nombres  de  fois  qu'on  a pu  diviser  un  nombre  H 

^ fit  ^ 

par  les  nombres  premiers  a,  6,  c.. ..;  on  a a xS  x c'  x ... /V  n’est 
divisible  ( n°  a5  ) que  par  les  divers  termes  du  produit 

(l+fii-|-a»...+fii*)  X X (i-K+o*-t-.  X ..... 

U nombre  des  termes  du  proddit , ou  la  quotité  des  diviseurs  de  JV,  est 


3. . 
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nombre  ne  peut  être  divisible  par  une  quantité  qui  surpasse  SA 
rasine  carrée , à uloins  qn’il  ne  le  soit  aussi  par  une  quantité 
moindre  que  cette  racine.  Or,  quoiqu’on  n’ait  essayé  que  des  di- 
viseurs premiers , on  est  sûr  que  d’autres  nombres  non  premiers 
ue  pourraient  diviser  (n°  a5,  4°  - ) ; ^‘Hsi  l’on  a par  là  reconnu 
qu’il  n’existe  pas  de  diviseur  moindre  que  la  racine  du  divi- 
dende : il  n’y  en  a donc  pas  non  plus  qui  surpasse  cette  racine. 

Par  exemple,  127  n’est  divisible  ni  par  2,  3,  5,  7,  ni  n,  à 
plus  iorte  raison  par  4>  6,  8, 9 et  10;  et  comme  1/127  est  entre 
Il  et  12,  on  est  assuré  <{ue  127  est  un  nombre  premier. 

15x4  est  divisible  par  3 et  4>  et  on  a 1524  = 2’  X 3 X 127  : 
-ou  voit  ensuite  que  5,  7,  11,  ne  divisent  pas  127.  Sans  pousser 
plus  loin  les  tentatives,  on  reconnaît  que  127  est  premier  , et 
la 'décomposition  de  i524  est  terminée. 

2g.  Cherchons  maintenant  tous  les  diviseurs  d’un  nombre 
donné.  On  le  décomposera  en  facteurs  premiers,  et  l’on  sait 
( n“  27)  que  si  l’on  affecte  quelques- uns  ^ de  ces  facteurs 
d’un  expipant  quelconque , égal  au  plus  à ceux  dont  ils  sont 
affectés  dans  le  nombre  proposé , on  aura  un  diviseur  de  ce 
nombre  ; et  qu’il  faut  effectuer  toutes  les  combinaisons  possi- 
bles de  cette  espèce  pour  être  assuré  de  n’avoir  omis  aucun  di- 
viseur. Voici  un  moyen  de  n’oublier  aucune  de  ces  combinai- 
sons ; reprenons  l’équation  36o  = 9.^  X 3*  X 5 ; avec  7}  011 
formera  la  suite  1,2,2’,  2’  ; avec  3'  on  foriuera  i , 3, 3’  ; enfin  , 
5 donnera  i ,5.  D’abord  chacun  de  ces  termes  est  diviseur  de  36o: 
en  outre  si  l’on  multiplie  tous  les  nombres  de  la  première  suite 
par  tous  ceux  de  la  deuxième,  et  le  résultat  par  tous  ceux  de  la 
troisième,  on  aura  visiblement  toutes  les  combinaisons;  on 
sera  donc  assuré  d’avoir  tous  les  diviseurs  cherchés,  qui  sont 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,’  10,  12,  i5,  18,  20,  24,  3o,  36, 
40,  45,  60,  72,  90,  120,  180,  36o. 

' -i'i. 

Pour  210  = 2 X 3 X 5 X 7,  on  formera  le  produit  de  i et  2, 
par  1 et  3,  par  i et  5 , et  par  i.et  7 ; et  on  aura 


I,  2,  3,  3,  6,  7,  lü,  14,  i5,  21,  3o,  35,  42,  70,  io5,  210. 
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Pour  675=3\  5*,  formel  (i  +3+g+2'j)  x {«  +5+25J,  d’o» 
ij  3,  5,  9,  |5,  a5,  675.  , 


,3o.  Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
doit  diviser  tous  les  restes  donne's  par  l’operation  indiquée, 
cherchons  les  quôtiens  successifs  de  ces, divisions.  Reprenons 
l'exemple  de  2961  et  799,  p.  3i; 
et  cherchons  combien  47 
est  contenu  de  fois  dans  la 

série  des  diviseurs.  Il  est  63  ,a  5 a , 

d’abord  visible  qu’il  est  i 

fois  dans  47 1 et  a fois  dans  g4  ; on  posera  i sous  47  et  a sous 

94.  On  a 235  = 2 X 94  + 4?* » ^’où  ^ =2X0+7^ 

47  47  47 

= 2 X * + «»  ou  5,  qu’on  écrira  sous  235.  Ce  chiffre  5 a été 
obtenu  en  multipliant  entre’eux  les  deux  chiffres  écrits  sous 
94,  et  ajoutant  au  produit  le  i qui  est  à droite  dans  la  der- 
nière ligne.  De  même,  pour  obtenir  le  quotient  de  564  par 

' 564 

47,  on  a 564  = 2 X 235-+-94,  d'h»!  -t-Î  = 2 x 5 •+•  a=  12, 

47 

qu’on  posera  sous  564-  On  continuera  à multiplier  entre  eux 
les  deux  chiffres  écrits  sous  564,  ®t  à ajouter  le  chiffre  à droite. 
Voici  la  série  des  calculs  à partir  du  chiffre  5. 

I axa-t-i=5,  2x5-f-a=n, 

I X la  H-  5 = 17,  3 X 17  + la  = 63. 

Ce  calcul , auquel  nous  trouverons  par  la  suite  ( 11°  5g5  ) 
une  grande  utilité,  peut  ici  nous  servir  à composer  deux  nom- 
bres pour  lesquels  on  <donne  le  commun  diviseur,  le  nombre 
de  divisions  nécessaires  pour  le  trouver,  et  les  quoliens  succes- 
sifs. Après  avoir  écrit  ces  quotient  formant  la  deuxième  ligne, 
on  en  déduira  la  troisième  ligne  par  1c  calcul  ci-dessus  ; en6n 
prenant  les  deux  plus  grands  résultats,  on  les  multipliera  par 
le  facteur  commun  proposé. 

Voici  encore  deux  exemples,  l’un  pour  1 15  et  69,  dont  le 
commun  diviseur  est  23  qu’ils  contiennent  5 et  3 fois;  l’autre 
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pour  3o85  et  910,  qui  contiennent  617  et  182  fois  le  divi- 
seur 5. 

u5  3»85  |’9io^355|  200^i55^  ^ J an  ^ ^ 

5 3 a I 617  i8a  71  4*^  9 4 ' 

31.  Pour  obtenir  Itf  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
quatre  noinbrés  i5o,  90,  4o  et  200,  on  trouvera  d’abord  celui 
de  i5o  et  90,  «qui  est  3o;  le  nombre  cherché  est  donc  déjà  un 
des  facteurs  de  3o;  puis  on  trouvera  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  3o  et  4o>  qui  est  10  -,  enfin  celui  de  lo.et  200,  qui 
est  10  : c’est  le  nombre  cherché.  Les  quatre  nombres  proposés 
n’ont  donc  d’autres  diviseurs  communs  que  i , 2,  5 et  10.  Ce 
procédé  s’applique  ù tant  de  nombres  qu’on  voudra. 

32.  Étant  donnés  plusieurs  nombres , tels  que  2,  3,  4 > 8,  8 

et  12,  cherchons  le  plus  petit  nor^bre  divisible  par  chacun.  11 
est  d’abord  clair  que , puisque  2 , 3 , 4 et  6 sont  contenus  exac- 
tement dans  8 ou  12,  tout  nombre  divisible  par  ces  deux  der- 
niers, le  sera  nécessairement  par  les  autres,  auxquels  il  est 
par  conséquent  inutile  d’avoir  égaurd:.  En  com{K>sant  un  nombre 
qui  reoferme  tous  les  facteurs  de  8 et  12,  on  est  assuré  qu’il 
est  divisible  par  tous  les  nombres  donnés  ; et  si , en  outre,  il  ne 
contient  que  les  facteurs  de  8 et  12,  il  est  le  plus  petit  divi- 
dende demandé.  Ainsi , on  a 2^  X 3 , ou  24  » pour  le  nombre 
cherché.  On  voit  donc  que  , pour  obtenir  le  plus  petit  nombre 
divisible  par  des  quantités  données,  après  avoir  supprimé  celles 
qui  divisent  exactement  les  autres, onne  s’occuperaquedecelles- 
ci,  qu’on  décomposera  en  leurs  facteurs  premiers.  Le  nombre 
cherché  sera formé  du  produit  de'  tous  ces  facteurs,  chacun  élevé 
à la  puissance  la  plus  haute  qui  l’affecte  dans  çes  divers  ré- 
sultats. * 

De  même  pour  2,  3,  5,  10,  i5,  8>  34»  et  6,  comme 
2 , 3 , 6 i 8 et  12  divisent  24,  et  que  5 divise  to , on  n’aura 
égard  qu’à  to  , 1 5 et  24 , ou  2 X 5 , 3 X 5 et  2^  X 3 ; le  plus, 
petit  dividende  cherche  est  donc  x 3 X 5 = 120. 
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Des  Conditions  pour  qu’un  nombre  soit  divisible 
par  a,  3 , 5 , 7 

33.  On  dit  quVn  nombre  est  pair,  quand  il  est  divisible  par  2. 
Soit  un  nombre  quelconque,  tel  que  4'j6;  on  le  décompose  en 
dixaines  et  unités , savoir,  470  + 6 = 4'jXio-j-6:la  première 
partie*47  X i o est  divisible  par  2 ; il  faut  donc  que  la  seconde 
le  soit , pour  que  le  nombre  proposé  soit  un  multiple  de  2.  Ainsi 

nçmbre  terminé  par  un  chiffre  pair  jouit  seul  de  la  pro- 
priété d’étre  pair,  ou  divisible  par  2 . 

En  décomposant  le  nombre  en  deux  parties,  dont  l’une  soit 
formée  des  2 ,3,...  derniers  chiffres,  on  voit  de  même  que, 
pour  qu’il  soit  divisible  par^,  il  faut  que  les  deux  derniers  chif- 
fres fassent  un  multiple  de  4 ; pour  qu’il  le  soitpçr8,  que  les 
trois  derniers  fassent  un  multiple  de  8,  etc. 

De  même , un  nombre  n’est  multiple  de  5 qu  autant  qu’il  est 
terminé  par  o ou  5.  Il  n'est  divisible  par  10,  que  lorsqu’il  l’est 
par  2 et  par  5,  c’est-à-dire  lorsqu’il  est  terminé  par  un  zéro. 
On  trouverait  aussi  les  conditions  de  la  divisibilité  par  25, 
5o,  etc. 

34.  Un  nombre,'  tel  quç  27642 , revient  à 

2. 1 +4' 10  + 5. 10*  + ...’.;  pour  trouver  le  reste  de  la  divi-  _ 
sion  par  un  autre  nombre,  telque^,  divisons  i,  io,io*,io^.., 
par  7.  Le  reste  de  i est  i,  celui  de  10  est  3 ; celui  de  loo,  ou 
10',  est  le  carré  de  3 (i>qr-  n“22),  ou  plutôt  9— 7 = 2.  De 
même  celui  de  10*,  ou  10*  X 10,  est  2 X 3,  ou  6;  celui  de  lo^ 
est  6 X 3=  18,  ou  j8 — 14  = 4 j etc.  En  multipliant  chaque 
reste  par  3,  et  ôtant  7,  s’il  est  possible,  on  aura  donc  ainsi  les 
restes  successifs  1 , 3,  2,6,4,  5,  de  la  division  par  7,  des  nom- 
bres i‘,  10,  10’,  10^,  10^  et  10®;  mais  arrivé  à 10®,  le^reste  est 
5X  3=  i5,  ou  plutôt  i5 — i4  = t • Uoe  fois  qu’on  retrouve 
le  reste  i , c’est  une  conséquence  du  calcul  même  qui  conduit 
à ces  résultats  consécutifs,  qu’on  les  verra  se  reproduire  pério- 
diquement , en  sorte  qu’en  poussant  indéfiniment  les  divisions 
par  7 des  puissances  successives  de  lo,  on  retrouvera  toujours 


Digitized  by  Googic 


4o  ABITHMÊTIQUE. 

ces  restes  dans  le  iiiéiae  ordre.  Les  nombres  (i , 3,  a,  6j4.5) 
qui  se  reproduisent  continuellement,  sont  ce  qu’on  nomme  la 
Période.  Le  reste  de  io“®  est  le  même  que  celui  de  io’“,  de 
10'*,  lo^,  10*,  en  ôtant  les  multiples  de  6 compris  dans  36, 
attendu  que  la  période  a 6 termes;  ce  reste  est  3.  Celui  de  to*^ 
est  le  même  que  potgr  10' , ou  3. 

On  pouvait  d’avance  être  assuré  de  l’existence  de  cette  pé*« 

I iode  ; rar  tes  restes  de  ces  divisions  par  7 étant  < 7 , il  ne  doit 

au  plus  Ÿ, avoir  que  ces  six  restes  1,3,  3 , 4 > 5,  &,  qui  viennent 
seulement  dans  un  ordre  différent  de  celui-ci  : on  est  certain  de  ' , 

ne  pas  trouver  zéro  ( n"  35  ) , la  division  ne  pouvant  être  exacte. 

II  s’ensuit  donc  qu’on  doit , après  six  divisions  au  plus,  retom- 
ber sur  Tuii  des  restes  obtenus  ; alors  la  période  recommence, 
puisqu’il  faut  reproduire  les  mêmes  multiplications.  Or  si  ro'* 
et  10'*  donnent  te  même  reste,  la  différence  ro'^ — 10'*  ou 
10'*  (10® — i)est  multiple  de  7 (n®  16)  ; et  comme  io‘*  n’a  aucun 
facteur  commun^avec  7 , il  faut  (n®  35  , 4“-)  que.  10® -i  soit 
divisible  par  7,  c’est-à-dire  que  10®  I 7 donne  i pour  reste, 

I*'  terme  de  la  période.  Et  puisque  tout  autre  diviseur'que  7 
qui  .serait  premier  avec  10,  conduit  à la  même  conséquence, 
on  voit  que  quel  que  soit  le  diviseur  premier  avec  \o  de  la 
suite  indéfinie  i , 10,  10*,  10®. . . . les  restes  successifs  forme- 
ront toujours  line  période , ^ont  les  termes  seront  en  nombre 
moindre  que  ce  diviseurn’a  d'unités  ; ha  période  commence  au 
premier  reste  un  ^ 

1°.  Prenons  9 pour  diviseur , le  reste  de  10  t 9 est  i ; donc 
la  période  est  le  seul  chiffre  i ; c’est-à-dire  que  toute  puissance 
de  10,  divisée  par  9,  donne  le  reste  S.  On  peut  en  conclure 


(*)  Quand  la  quotité  des  termes  de  la  période  d’un  diviseur  premier  n’est 
pas  précisément  ce  diviseur  moins  un , elle  est  partie  aliquote  de  ce  nombre. 
C’est  ainsi  que,  pour  i3,  la  période  n’a  pas  la  termes,  mais  seulement  6,  et 
6 divise  t a.  De  même , pour  le  diviseur  1 1 , la  période  n’a  que  a termes  ; et  a, 
est  facteur  de  1 1 — i , ou  10  : enfin  pour  87 , la  période  est  formée  de  3 nom- 
bres seulement,  et  36  admet  le  facteur  3.  {Voy.  les  Recherches  arilh.  àe 
Gauss,  n°  3ia.) 


Digitizud  b/  GoogI 


FACTEURS  DES  NOMBRES. 


4. 

( U®  23  ) que  30,  300. . . , divisés  par  9,  donnent  le  reste  2 ; 
que  3o,  3oo.,..  donnent  3;  que  4®,  4°0”"  donnent  4,  etc. 
Or,  un  nombre  tel  que  8753  peut  être  décomposé  en  unités , 
dixaincs. . . . , ou  8000  -f-  700  + 5o  + 3 ; en  divisant  par  9, 
lès  restes  sont  8-f-7+5-f*3=23;  ainsi  le  reste  de  la  divi~ 
sion  d" un  nombre  par  g est  le  même  que  le  reste  que  donnerait 
la  somme  de  ses  chiffres  considérés  comme  exprimant  de  sim- 
ples unités.  Ilien  n’est  donc  plus  aisé  que  de  trouver  le  reste 
de  la  division  d’un  nombre  par  g : pour  8753,  par  exemple, 
ce  reste  est  le  même  que  pour  23,  ou  2 + 3 = 5,  Si  la  somme 
des  chiffres  est  un  multiple  de  9,  le  nombre  est  divisible  J'arc). 

Lorsque  deux  nombres  sont  exprimés  par  les  mêmes  cbilTres, 
mais  dans  un  ordre  différent , ils  donnentdonc  les  mêmes  restes 
de  la  division  par  g ; leur  différence  est  donc  (n®  1 6)  un  multiple 
de  g.  Ainsi , 7402g  — 974*  = 64287  = 9 X 7 >43- 

2®.  On  verra  aisément  que  ces  propriétés  appartiennent  aussi 
au  nombre  3. 

3®.  Si  le  diviseur  est  7,  la  période  est 
1,3, 2,6,  4 et5.  Soit  le  dividcndei  3527542; 
en  le  décomposant  en  2 -|-  4o  + 5oo 
+ 7000  les reslesdeccs nombres,  di- 
visés par  7,  sont  respectivement  les  mêmes 
que  ceux  de  la  période,  répétés,  2,  4»  5, 

7. . . fois  ; on  écrira  en  sens.inverseles  nom- 
bres de  la  période  sous  les  chilTrcs  consé- 
cutifs de  la  quantité  proposée,  comme  on 
le  voit  ci-dessus;  on  multipliera  ensuite 
chaque  chiffre  par  celui  qui  est  au-dessous. 

La  somme  i o5  desproduits  a le  même  reste 
de  la  divisioapar  7,  que  le  nombre  proposé 
divisé  par  7 ; et  comme  celui  de  io5  est  0,  l’un  et  l’autre  sont 
des  multiples  de  j. 

Observez  qu’au  lieud’évaluer  les  quotiens  par  défaut,  on  peut 
les  prendre  par  excès  ; c’est-à-dire  qu’il  est  indifférent  de  poser 
lo'cgalà  7Xi4*8-l-4i  ouà  7Xi4’9 — 3.  Des  nombres  1,  3, 2, 6, 
4 et  5 , qui  forment  la  période,  on  peut  donc  remplacer  les  trois- 


i3  527  542 
3i  546  ati 
I X a = 

3 X 
a X 
6 X 7 = 4^ 
etc. 


4=  .a 
5 = 10 


Sommes  io5 
i3  Say  54a 
3i  a3i  a3i 


1 a 

3.4=ia 

a. 5=10 

1.7  = 

1.3=  3 

3.2  £= 

3.1=  3 

a. 5 = 

3o 

l 
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derniers  par  leur  supplément  à 7,  ou  i,  3 et  a , qui  seront  les 
restes  soustraits  des  multiples  de  7,  c’est-à-dire  les  restes  néga- 
tifs  (a®  4)-  La  période  est  réduite  aux  trois  nombres  i,  3, 2;  seule- 
ment les  produits  sont  ta  ôt  additifs  et  tantôt  soustractifs; 
Ainsi , 1 on  partagera  les  nombres  en  tranches  de  trois  cbilFres, 
et  il  faudra  soustraire  des  autres  les  produits  donnés  par  les 
tianches  de  rangs  pairs.  Le  calcul  se  dispose  comme  on  voit  ci- 
dessus,  où  la  barre  est  placée  sur  les  facteurs  dont  les  produits 
sont  soustractifs.  Ici  le  reste  de  la  division  de  13527542  par  7 
est  le  même  que  celui  de  3o  — 23  = 7,  ou  zéro. 

4"-  ®®"iêmepourlediviseurii,aprèsavoirtrouvéquelapé- 

riodeest  1,10;  on  peut  remplacer  lopar  1 1 -10,  ou  i,  dont  le  pro- 
duit devra  être  soustrait,  c’est-à-direque  la  période  est 

Donc,  si  l on  ajoute  tous  les  chiffres  de  rangs  impairs  d'un 
nombre  proposé , qu'on  en  retranche  la  somme  des  chiff'res  de 
rangs  pairs , le  reste  sera  celui  de  la  division  de  ce  nombre 
par  II.  Pour  732931,  on  a i -f- 9 -f-3=  i3,  3+2-1-7=12, 
•»  est  le  reste  de  la  division  de  732  g3i  par  1 1.  De 
meme,  pour  429  180, on  aurao  + i +2  = 3;  8 + 9 + 4 = 21, 
et,  comme  on  uepeut  ôter  21  de  3;  il  faudra  ajouter  à 3 un  mul- 
tiple suffisant  de  11,  tel  que  22  ; alors  on  aura  22+3 21  = 4, 

qui  est  le  reste  cherché.  63  6i3  est  un  multiple  de  1 1,  puisque 
3+6  + 6 — I — 3=i5 — 4 = >t* 

On  peut  encore  opérer  ainsi  qu’il  suit  . comme  100  : 1 1 donne 

1 pouri-este,  100%  100^....  donnent  aussi  i : on  décomposera  le 
nombre  proposé,  tel  que  9887928,  en  tranches  de  7.  chif- 
fres à partir  de  la  droite , sous  la  forme  28  X 1 + 

79.  1 00 + 38. 1 00'+ 9. 1 00^,  et  divisant  chaque  partie  ^ 

par  II,  le  reste  sera  28  + 79  + 38  + 9,  ou  la 
somme  1 54  des  nombres  qui  composent  les  tranches  de 

2 chiffres  s ainsi  9887928  et  i54  ont  le  même  reste  de  la  divi- 
sion par  1 1.  En  traitant  i54  par  le  meme  procédé,  on  a 55  ou 
5x  11  , pour  reste,  ou  plutôt  zéro  ; le  nombre  proposé  est 
multiple  de  1 1 . 

5®.  Si  le  diviseur  est  3j,  comme  1000=27x37+  i,  les 
restes  de  la  division  de  i,  1000,  1000’,...  sont  donc  tous 
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S58 

73a 

£» 

2257 


l’unite  : pour  obtenir  le  reste  de  la  divisiou  par  Sj 
d’un  nombre  proposé,  tel  que  99  | <]3^  1 4^8  | 968, 
on  opérera  donc  comme  dans  l’exemple  précédent , 

■nais  en  formant  des  tranches  de  trois  chifires';  ainsi 
le  reste  cherché  est  le  même  que  pour  la  somme  2)257 
de  ces  tranches,  ou  plutôt  pour  zSj  -j-n.  On  reconnaît  que  ce 
dividende  est  un  multiple  de  87  (*). 

6°.  Pour  trouver  tous  les  nombres  premiers,  moindres 
qu’une  limite  donnée , on  écrira  la  suite  des  nombres  impairs 

3,  5,  7 , 9>  1 1 jusqu’à  cette  limite  : puis,  partant  de  3, 

on  supprimera  tous  les  nombres  de  3 en  3 rangs,  qui  sont  tous 
des  multiples  de  3;  partant  de  5,  on  supprimera  tous  les  termes 
de  5 en  5 (multiples  de  5),  etc.  : on  laissera  subsister  les  nom- 
bres de  départ;  et  les  termes  non  effacés  seront  tous  les 
nombres  premiers  demandés. 

Voyez  Instable  donnée  à la  lin  de  l’arithmétique  (^). 


Preuves  des  quatre  Hègles. 


35.  Comme  ou  peut  commettre  des  erreurs  dans  un  calcul , il 
est  utile  de  s’assiuer  de  l’exactitude  du  résultat  par  une  opéra- 
tion qui  en  est  la  preuve.  Pour  qu’elle  conduise  au  but  qu’on 
se  propose,  elle  doit  être  plus  facile  à pratiquer  que  ja  règle 
même,  car  elle  serait  plus  sujette  à erreur.  Ainsi , quoiqu’on 
puisse  véri&er  une  multiplication  en  divisant  leproduit  par  l’un 
des  facteurs,  et  voyant  si  l’autre  facteur  vient  au  quotient,  ou 
sent  que  ce  procédé  est  propre  à faire  croire  que  l’erreur  serait 
moins  dans  la  multiplication  que  dans  la  division. 

1°.  On  vérifie  l’addition  par  l’addition  même.  Si  l’on  a fait  le 


(*)  Lorsqu'on  dîTise  un  nombre  impair  par  6,  le  reste  ne  peut  être  que  i , 
3 ou  5,  et  si  e«  nombre  n'est  pat  multiple  de  3,  il  ne  peut  donner  pour  reste 
que  4- 1 ou — I (équivalent  à 5}  : ainsi  tous  les  nombres  non  divisibles  par  2, 
ni  3,  sont  compris  dans  la  forme  6s+  1,  2 étant  un  entier  quelconque.  Tous 
les  nombres  premiers  et  leurs  multiples;  excepté  ceux  de  2 et  3 , sont  de  cette 
tspéce. 
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calcul  en  ope'rant  de  haut  en  bas,  ou  le  recommencera  debas  en 
haut,  ou  bien  on  coupera  l'addition  en  plusieurs  autres;  ou  l’on 
ajoutera  aux  divers  nombres  donnes  des  quantités  qu’oii  ôtera 
ensuite. 

On  peut  aussi  commencer  ce  calcul  par  la  colonne 
de  l’ordre  le  plus  éleve'.  Ainsi , dans  l’exemple  ci-  3 
contre , la  coloüne  des  mille  a 6 pour  somme  ; etcomme  4^ 

on  en  a trouvé  17,7 — 6,  ou  i,  qu’on  pose  sous  le  7,  • 

annonce  qu’on  a reporté  t à cette  colonne,  et  que  par  < ^ 
conséquent  celle  des  centaines  a donné,  non  pas  3 , 
mais  i3.  Cette  colonne  ne  donne  que  1 1 , i3 — 1 1 = 2 est  donc 
la  retenue  des  disaiues,  qui  ont  fourni  2$ , etc.  ; à la  colonne 
des  unités , on  doit  trouver  o pour  différence. 

2°.  La  preuve  de  la  soustraction  se  fait  en  ajoutant  le  reste  au 
nombre  soustrait  ; on  doit  retrouver  le  plus  grand  des  deux 
nombres  donnés..  , 

3°.*Pour  la  multiplication,  on  échangera  le  multiplicateur  et 
le  multiplicande  (n"  1 1 ) ; ou  bien  on  multipliera  ou  on  divi- 
sera les  facteurs  par  des  nombres  arbitraires,- et  le  produit  aura 
éprouvé  un  changement  déterminé  par  ce  qu’on  a dit  n°  i3;  il 
sera  aisé  de  vériher  si.  cette  condition  est  remplie. 

4”.Siron  multiplie  le  quotientparle  diviseur,  etsi  l’on  ajoute 
le  reste, -on  devra  trouver,  pour  résultat,  le  dividende  (n®  16).  Il 
est  aisé  de  vérifier  ainsi  toute  division.  On  a encore  une  autre 
preuve  de  cette  règle,  en  multipliant  ou  divisant  le  diviseur  et 
le  dividende  par  un  même  nombre  ; le  quotient  doit  rester  le 
même  (n°  i5,  i®. ). 

5®.  On  pourra  aussi  vérifier  la  division  et  fa  multiplication  , 
en  divisant  par  un  nombre  quelconque,  les  deux  facteurs  et  le 
produit,  puis  voyant  si  le  produit  des  restes  des  facteurs  est  égal 
aurestedu  produit(n°22);comme  les  restes  sontfacilesà  trouver 
pour  les  diviseurs  9 et  II  (n®34, 1°.  et  4*.),  on  les  préfère  ordi- 
nairement pour  cet  usage.  Nous  en  donnerons  ici  un  exemple. 
On  a trouvé,  page  ig,  que  5^  687  Xgo8  = 4^  74?  79®-  Pour 
vérifier  ce  calcul,  ajoutons  tous  les  chiffres  de  ces  trois  nombres 
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et  supprimons  9 chaque  fois  qu'il  se  rencontre  ; les  restes  se- 

lont  2, 8 et  '}.  Qf.  2 X 8 = 16,  et  'J  est  le  reste  de  — , puisque 


64-  I — 7 ; donc  l’ope'ration  n’est  pas  fautive  ; à moins  cepen- 
dant qu’il  n’y  ait  quelque  compensation  dans  les  erreurs,  ou  des 
chiffres  déplacés , etc.  ' 

Si  l’on  veut  prendre  1 1 pour  diviseur , il  faut  retrancher  les 
chiffres  de  rangs  pairs  de  ceux  de  rangs  impairs  dans  les  trois 
nombres  (n*  34,  4“-)  ; 00  a >8 — 1 1 =7;  17  —0^17,  ou  6; 
x5  — 27  = — 2 ot*  9 (supplément  de  2 à 1 1 ).  Pour  que  la- 
multiplication  soit  exacte,  il  faut  que  7 x8,  ou  4^  divisé  par  1 1, 
donne  le  reste  9 ; ce  qui  a lieu  en  effet. 

En  divisant  700  200  o3i  par  683  679,  on  a 1024  pour  quo- 
tient, et  112735  pour  reste  (p  27)  : ajoutons  les  chiffres  qui 
composent  ces  nombres,  pour  trouver  les  restes  de  leur  division 
par  9 ; ces  restes  sont  4 pour  le  dividende,  3 pourle  diviseur,  7 
pour  le  quotient,  et  i pour  le  reste;  le  produit  7 X 3,  ou  21  , 
ajouté  à un,  donne  22,  ou  4 : ainsi  4 doit  être  le  reste  de  la  divi- 
sion^ du  dividende  par  9 ;•  ce  qui  se  vérifie.  On  dispose  le  calcul 
de  ces  deux  preuves  comme  il  suit  : 


Muh*^ 

« 

1 

1 Divid^^  4 

1 Divis' 

3 

Mule- 

8 J 

[ «6  0“  7 Reste-  . i 

1 Quot. 

7 

l’rod. 

7 

21  I ou  4 


U.  DES  NOMBRES  FRACTIONNAIRES. 


* 


Nature  et  transformation  des  Fractions. 


36.  Mesurer  une  chose,  c’est  donner  l’idée  précise  de  sa 
grandeur,  en  la  comparant  à celle  d’une  autre  de  même  espèce,  * 
qui  est  déjà  connue,  et  qu’on  prend  pour  unité.  Si  l’unité  est 
contenue  un  nombre  de  fois  exact,  cette  quotité  est  la  mesure; 
.sinon,  on  peut  prendre  une  autre  unité  qui  remplisse  cette  con- 
dition ; car  sa  grandeur  est  absolument  arbitraire  et  indépen- 
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dantede  la  chose  qu’oii  veut  mesurer;  en  sorte  qu’on  peut  ex- 
primer la  grandeur  de  celle-ci  par  des  nombres  très  différens, 
suivant  qu’on  prend  telle  ou  telle  unité.  , * 

Pour  acquc'rir  la  connaissance  préalable  de  plusieurs  gran- 
deurs ou  unités  de  chaque  espèce,  on  divise  l’unité  primitive  en 
portions  égales,  dont  le  nombre  soit  tel,  que  l’une  des  divisions 
soit  contenue  e.vactement  dans  la  chose  à mesurer;  et  c’est  cette 
partie  qu’on  prend  pour  nouvelle  unité.  J.a  mesure  est  alors  ce 
qu’on  appelle  une  Fraction,  c’est-à-dire  tine  ou  plusieurs  parties 
de  l’unité.  Lorsqu’on  dit  d’une  chose  qu’elle  est  les  cinq  sep- 
tièmes de  l’unité,  il  faut  entendre  qu’après  avoir  partagé  l’unité 
en  sept  parties  égales , cinq  de  ces  parties  ont  formé  un  assem- 
blage égal  à cette  chose. 

11  suit  de  là  que  toute  fraction  doit  être  énoncée  à l’aide  de 
deux  nombres  : l’un  qu’on  nomme  Dénominateur , marque  en 
combien  de  parties  l’unité  est  divisée;  l’autre,  qui  est  le  Numé- 
rateur, indique  combien  on  prend  de  ces  parties  : dans  cinq* 
septièmes,  5 est  le  numérateur,  7 le  dénominateur.  On  écrit  ces 
deux  nombres  en  les  séparant  d’un  trait,  le  numérateur  placé 
en-dessus,  le  dénominateur  en-dessous,  Les  fractions 
s’énoncent  une  demie,  un  tiers,  un  quart.  Pour  toutes  les 
autres,  on  lit  les  deux  cbilfres,  en  ajoutant  la  finale  ième  au  dé- 
nominateur ; I,  se  lisent  5 ImitièiQes,  7 onzièmes.  •' 

37.  Pour  multiplier  | par  7,  comme  chaque  septième  pris  7 
fois  donne  l’unité , nos  ^ produisent  5 unités , on  ? X7=5; 
donc  toute  fraction  multipliée  par  son  dénominateur  produit  le 
numérateur. 

Il  suit  de  là  quef  est  le  quotient  de  Sdivi.sépar  7,  d’après  la 
défi  nition  (n*  5),  c’est-à-dire  que  toute  fraction  est  le  quoticntde 
la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur ^ et  c’est  pour 
cette  raison  qu’on  a écrit  de  même  une  fraction  et  une  division. 
Le  quotient  de  ^7  » par  7,  est  donc6-j-f,  puisqu’en 

multipliant  cette  quantité  par  7 , on  a 4»  -p  5,  ou  47-  Donc,  si 
vni  quotient  entier  d'une  division,  on  ajoute  une  fraction  qui  ait  le 
reste  pour  numérateur,  et  le  diviseur  pour  dénominateur,  on  aura 
ie  quotient  exact.  72312146  : 8369  donne  -8640  pour  quo- 
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tient,  et  8986  pour  reste  ; le  quotient  exact  est  donc  8640  + 
Donc,  I®  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  éf^aux,  la 
fraction  vaut  1 ; ce  qui  est  d’ailleurs  visible  de  soi-inéme  : 


1°.  Si  le  numérateur  surpasse  le  dénominateur,  la  fraction  est 
plus  grande  que  l’unité  ; on  l’appelle  un  Nombre  fractionnaire, 
le  inot  fraction  s’appliquant  plus  ordinairement  aux  nombres 
qui  sont  < i . On  extrait  les  entiers  contenus  dans  une  frac- 
tion, en  divisant  le  numérateur  par  le  dénominateurs  oa 
divisé  par  5,  est=7-f-  -|.  Il  est  en  effet  évident  que,  notre 
unité  étant  partagée  eu  5 parties , la  fraction  contient  autant 
d’unités  qu’on  prend  de  fois  5 parties,  ou  autant  que  87  con- 
tient 5. 

Réciproquement,  pour  convertir  les  entiers  en  fractions,  il 
faut  les  multiplier  par  le  dénominateur  : pour  réduire  7 en 
cinquièmes,  on  multipliera  7 par  5 , et  on  aura  7 = ^ ; de 
même  8 -j- y ^ -1- ^ 

3®.  Diviser  un  nombre  par  2,  7,  9,  1 1 . . . , c’est  en  prendre 
la  moitié  , le  le  9*,  le  1 1*. . . 

4“.  Prendre  les  f d’un  nombre , c’est  le  couper  en  7 parts 
égales , et  prendre  cinq  de  ces  parts.  Il  faudra  donc  diviser  ce 
nouibre  par  7 , et  multiplier  le  quotient  par  5.  De  ces  deux 
opérations,  on  peut  faire  celle  qu’on  veut  la  première  (p  20,4°.). 

Ainsi,  les  ^ de  84  sont  5 fois— = 5x  12=160,00=-^  ^ - 

, , ’ 7 

les  -pr  de  4°  valent — = = lo  — . 

38.  Lorsqu’on  augmente  le  numérateur  seul,  la  fraction  croît, 
parce  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre  des  mêmes  parties  de 
l’unité.  Si  l’on  augmente  le  dénominateur  sans  changer  le  nu- 
mérateur, la  fraction  diminue  ; car  l’unité  étant  divisée  en  plus 
de  parties,  elles  son  t plus  petites, et  on  en  prendun  même  nombre. 
Ainsi,  on  peut,  dans  certains  cas,  reconnaître  de  suite  quelle  est 
la  plus  grande  de  deux  fractions  : | f | | 

Il  est  aisé  de  voir  qu’en  doublant  les  deux  termes  d’une  frac- 
tion, sa  valeur  demeure  la  même  ; car  si  l’on  double  lêdénomi- 


Digilized  by  Google 


,48  ARITHMÊTIQÜK. 

nateur  7 de  cliacune  des  parties  sera  partagée  en  deux, 
puisque  Tuiiité  en  contiendra  i4  au  lieu  de  7.  Pour  avoir  la 
incinc  grandeur,  il  faudra  donc  prendre  deux  parties  au  lieu* 

d’une,  4 au  lieu  de  a enfin  10  au  lieu  de  5;  et  -p|sera  = | . 

En  triplant  7 et  5,  on  aurait  de  même  ^=5,  etc.  Donc  la 
•Valeur  d’une  fraction  ne  change  pas  lorsqu’on  en  multiplie,  et 
par  conséquent  lorsqu’on  en  divise  les  deux  termes  par  un  même 
nombre  : 1= ' = A = = ^ 

Nous  conclurons  de  là  que,  i^pour  amener  les  fractions  ^ et| 
à être  affectées  d’un  même  dénominateur,  multiplions  les  deux 
termes  5 et  7 de  la  première  par  4,  et  les  deux  termes  3 et  4 de  > 

5 X-4  , 3X7 


la  seconde  par  7,  nous  aurons  - 


J et  ou  ^ et^  ; il  est 


7x4  4^7 

clair  que  ce  calcul,  qui  ne  change  pas  la  valeur  des  fractions, 
leur  donne  le  même  dénominateur  4 X 7 = 7X  4-  tlonc  onré- 
duira  deux  fractions  au  même  dénominateur,  en  multipliant 
les  deux  termes  de  chacune  par  le  dénominateur  de  Vautre 
fraction  11  est  donc  bien  facile  de  distinguer  quelle  est  la  plus 
grande  de  deux  fractions  données  ; par  exemple,  f , puisque 

Le  mèmè  raisonnement  prouve  que , fi  l’on  a plus  de  deux 
fractions , en  multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  toutes  I s autres , on  les  réduira 
au  même  dénominateur , qui  sera  le  produit  de  tous  ces  déno- 
minateurs. Soient  | , ) et  | ; on  multipliera  les  deux  termes 
de  I par  4 X 7 =28,  ceux  de  ^ par  3 X 4=  > enfin  ceux 

de  j par  3X  7=31  ; il  viendra  ff,  ^ et  donc 

La  réduction  au  meme  numérateur  se  fait  aussi  facilement, 
«t  pourrait  également  servir  à distinguer  quelle  est  la  plus 
grande  de  plusieurs  fractions. 

3°.  On  amène  aisément  toute  fraction  à recevoir  pour  déno- 
minateur un  nombre  donné , qui  est  un  multiple  exact  de  son 
dénominateur  actuel.  Ainsi,  -j^peut  prendre  60  pour  dénomi- 
nateur, car 60  = 5 fois  iSj  et  en  multipliant  les  deux  termes 
par  5 oqa-;;=^. 

Lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  premiers  entre  eux, 
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la  réduction  au  même  dénominateur  peut  donc  beaucoup  se 
simplifier.  Pour  et  ou  voit  de  suite  cju’en  multipliant  par  2 les 
deux  termes  de  -i,  on  a l,  qui  a même  dénominateur  que  De 
même  | et  deviennent  ^ et  4.  Pour  et  on  multipliera  7 et 
12  par  2,  puis  5 et  8,  par  3,  et  il  viendra  cf général,  on 
cberchera  (n°  32)  le  plus  petit  nombre  divisible  par  tous  les  déno- 
minateurs proposés,  et  on  pourra  faire  servir  ce  nombre  de  déno- 
minateur commun.  Par  exemple,  soient  i | | g | 

Après  avoir  trouvé  que  2.4  P^*^^  petit 

nombre  divisible  par  2,3,4>6,8eti2,  • 

on  divisera  24  par  ces  divers  nombres, 

et  l’on  aura  pour  quotiens 12  8 

Multipliant  les  deux  termes  de  chaque 
fraction  par  le  quotient  qui  lui  corres- 
pond, on  a 

La  réduction  au  même  dénominateur  est  ainsi  faite  sous  la 
forme  la  moins  composée. 

3°.  Toute  fraction  dont  les  deux  termes  contiennent  le  même 
facteur,  prend  une  expression  plus  simple  par  la  suppres- 
sion de  ce  facteur,  et  elle  conserve  la  même  valeur.  Si  l’on  amène 
la  fraction  à neplus  avoir  de divbeur  commun  à ses  deux  termes, 
il  sera  désormais  impossible  de  lui  faire  prendre  une  forme  plus 
simplc^car8i7  et  1 1 étant  premiers  entre  eux,  on  admettait,  par 
exemple,  que  -^pûf  être  réduit  à la  valeur  moins  composée  | , 

on  aui'ait,  en  réduisant  au  même  dénominateur 

44  44 

ou  7 X 4 = 3 X 1 1 . Ce  qui  est  absurde  ( n“  25,  4°  ) » puisque 
3x  1 1 devrait  être  divisible  par  7. 

Ainsi,  pour  réduire  une fraction  à unevaleur  égale  plus  simple 
et  irréductible , il  suffit  de  supprimer  tous  les  facteurs  communs 
à J!Cs  deux  termes. 

Pour  cela , on  décompose  ces  nombres  en  leurs  facteurs  pre- 
miers (n"  27),  et  on  ne  laisse  subsister  que  ceux  ({ui  ne  sont  pas 
communs.  Il  est  plus  simple  de  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  termes  ( n“  23  ) , et  de  diviser  ces  termes  par 
T.  I.  4 
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ce  diviseur.  Ainsi,  [»oiu'  , on  a trouvé  (p.-  3i  ) que  4'J  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  799  et  2961  : divisant  ces 
nombres  par  47,  on  a pour  la  plus  simple  expression  de  V^r- 
Nous  avons  même  indiqué  (n“  3o)  un  procédé  facile  pour  dé- 
duire les  termes  cherchésde  la  série  des  quotiens  qui  conduisent 
au  éommundiviseiir.  Voici  le  calcul  pour  les  deux  fractions 
et  , qu’on  réduit  à ^ et  fj,  les  plus  grands  communs  di- 
viseurs étant  27  et  5g.  {V.  n°  3o  ) 

3429  ^649  ^4t3j?36ji77 1.')9 

127  33  28  5 3 a I 18  II  7 4 3 i 

Une  fraction  peut  se  mettre  sous  une  infinité  de  formes, 
et,  sans  changer  de  valeur,  on  peut  l’exprimer  par  des  nombres 
très  différens  ; mais  il  est  plus  aisé  de  se  faire  une  idée  juste 
<le  sagrandeur,  lorsqu’elle  est  mise  sous  la  forme  la  plus  simple. 

4“.  lorsque  deux fractions  sont  égales,  la fraction  qu'on  forme 
avec  la  somme  ou  la  différence  des  numérateurs  et  celle  des  dé- 
nominateurs, leur  est  encore  égale.  En  effet , , car  ces 

fractions  équivalent  à ; les  numérateurs  sont  des  multiples 
de  7,  et  les  dénominateurs,  les  mêmes  multiples  de  1 1 : or,  il 
est  clair  que  35-1-  *4  ‘^st  également  un  multiple  de  7,  et  que 
55  -f-  il  est  le  même  multiple  de  1 1 ; donc 

{iS soustraction  réitérée,  terme  à terme,  simplifie  de  plus  en 
' plus  la  fraction  composée , sans  changer  de  valeur  : si  l’une 
est  irréductible , les  tenues  de  l’autre  fraction  sont  les 
produits  des  deux  tenues  de  la  première  par  un  même  fac- 
teur (♦). 

5 

S . 

{*)  Cherchona  les  nombres  xetjr  qu^on  peut  ajouter  ou  ôter  aux  deux  termes 
dVne  fraction  r sans  en  changer  la  valeur,  ou  4 = En  réduisant  au 

O , b b-^y 

d X 

mftme  dénominateur,  U vient  i^-=.hxj  et  divisant  parA/,  ” • <ionc  , les 

nombres  quon  peut  ajouter  ou  ôter  aux  deux  termes  d'une  Jraction,  sans  en 
changer  la  valeur,  dowent  former  une  fraction  égale  à la  proposée.  On  voit  que 
X ne  peut  être  — y qu'autant  que  ar=:b'^  cV-st-à-dire  qu'on  ne  peut  ajouter  ou 
ôtbr  le  même  nombre  aux  deux  termes  d'une  fraction  que  lorsqu’elle  esi=:  i. 
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Addition,  Soustraction,  Multiplication  et  Division. 

. 3g.  Rien  n’est  plus  aisé  que  d’ajouter  ou  de  soustraire  des 
fractions  qui  ont  luêine  dénominateur;  on  ajoute  ou  l’on  re- 
tranche les  numérateurs,  et  le  dénominateur  reste  le  même. 

•“  -2-  ~~  nii  5 • .L.  nn  i -4-  — — J_î. 

1 5 » 12  1 A 4 > 1 a 12  12  ;<  > I a • 12  lia  i a i a* 

Si  les  dénominateurs  ne  sont  pas  les  mêmes , on  commencera  * 
à ramener  les  fractions  à cet  état  (n*  38,  i".  et  2°.).  Ainsi 

I- + f + J valent  +e  = +7^- 

Pour  i+f4-î  + i+  .^  + |_f_i_A,on  trou- 
vera 120  pour  leplus  simple  dénominateur  (n“  82)  : les  numé- 
rateurs deviendront  60  -f-  80  -j-  "ja  -f-  84  + 56  100  — 4^ 

— 3o  — 5o  ou  327  : ainsi  le  résistât  cherché  est  ^ ou  2 -f-  H' 
Lorsque  les  fractions  sont  accompagnées  d’entiers,  on  opère 
séparément  sur  les  unes  et  sur  les  autres.  Pour  ajouter  3 -f 
avec  4 + I , on  prend  a _j_  | * ou 


3 i 

4 ? 


8-; 


1 1 

% - • • 

9 

4 

J • * • * 

8 

2 

.> 

•g*. . . . 

10 

0 

7 

1 2 • • • 

7 

3 

t 

2*  • • • 

6 

a3 

1 

3 • • • • 

40 

I -f-  J ; on  pose  jeton  retient  i , qui , 
ajouté  avec  3 et  4>  donne  pour  la 
somme  cherchée,  8-f--j. 

De  même  pour  ajouter  1 1 | , 

4 + |j2-4-|,-;^et3  + i,  on  trouve 
^ou  3-f-i  pour  somme  des  fractions; 
on  pose  ^ , et  on  prend  3-f-  ii-j-4  + 2 + 3 = 23;  donc  la 
somme  est  23 -f- 5.  , 

Pour  ôter  i -f-  j d«.2^^  ; , on  ôte  j de  i , et  1 de  3;  on  a pour 
reste  2 ■+i-  De  l’on  veut  ôter  7 comme  on  ne 

peut  ôter  | de  on  aj'qute  i à i,  et 
on  cherche  | — | : on  trouve  | ; puis 
on  ajoute  de  même  1 au  nombre  7 à 
soustraire  (p.  12),  et  on  dit  i3— 8=5; 
ainsi  5 -f-  | est  la  différence  cherchée. 

4o.  Multiplier  * par  3,  c’est  ajouter  3 fois  |,  ou  f-j-l  -f* 
ce  qui  se  réduit  à répéter  3 fois  le  numérateur  2 : 5X3  = ^-. 
Pour  multiplier  une  fraction  par  un  entier,  il  faut  multiplier 


3 1....  2 

>3  ' 

-I  i I 

-7  ! 

2 j 1 

5 

5a  , ARITHMÉTIQUE*.  ’ ^ 

le  numérateur  par  l’ entier  J ony>oa\:ta.ilSLassiJiviser  le  dénomina- 

leur,  s’il  était  un  mul  tiple  de  l’entier  ; car  j X a donne  — ^ — , 

en  supprimant  le  facteur  a commun  aux  deux  termes,  on  a | ; 
l’opération  s’est  réduite  à diviser  par  a le  dénominateur  de 
On  trouve  de  même  7jx36  = ifX2  = 22;-j^Xi2=^. 

Réciproquement,  pour  diviser  une  fraction  par  un  entier,  il 
faut  multiplier  le  dénominateur,  ou  diviser  le  numérateur  par 
cet  entier.  Car,  si  le  numérateur  est  un  multiple  du  diviseur, 
comme  pour t 5,  le  quotient  est  visiblement puisque,  si 
l’on  multiplie  -^par  le  diviseur  5,  on  retrouve  le  dividende.  Mais 
si  le  numérateur  n’est  pas  uu  multiple  du  diviseur,  comme 
pour  f : 5,  on  peut  aisément  le  rendre  divisible  par  5,  en  inul-’ 

6x5... 

tipliant  les  deux  termes  par  5|  on  a ^ ^ la  division  par  5 

donne  donc  calcul  qui  a consisté  à multiplier  le  déuomi-^ 
Dateur  7 par  5. 

4 1 . Veuons-en  aux  cas  où  le  multiplicateur  et  le  diviseur  sont 
fractionnaires;  prenons,  par  exemple,  3 X 5.  D’après  la  défi- 
nition (n°3)  de  la  multiplication,  on  veut  donc  répéter  le. 
multiplicande  3,  autant  de  fois  que  l’indique  le  nombre  d’unités 
du  multiplicateur  mais  puisque  ce  dernier  facteur  n’est  que 
les  I de  l’unité,  il  est  clair  qu’on  ne  veut  ici  prendre  que  les  J 
de  ce  que  donnerait  i fois  3 , savoir  les  | de  3.  Donc  en  général 
multiplier  par  f,  c’est  prendre  les  | du  multiplicande  (■*“). 

(*)  Ces  considérations  équivalent  à donner,  avec  M.  Cauchy,  cette  défini- 
tion de  la  multiplication  : muUipticr  A par  B,  c’est  opérer  sur  lenombre  A, pré- 
cisément comme  on  opère  sur  l’unité  pour  obtenir  le  nomhre'h.  Ainsi  5 est  l’uni  té 
ajoutée  cinq  fois  ; donc  pour  multiplier  3 par  5,  il  faut  aussi  ajouter  3 cinq 
fois.  * est  l’unité  divisée  en  y parties  égales , dont  on  prend  l’une  cinq  fois; 
de  même  , pour  multiplier  3 par|,  il  faut  diviser  3 en  7 parties  égales,  et  ré- 
péter 5 fois  le  résultat  \ ; le  produit  est  ’-f,  ou,  ce  qui  revient  au  même , les  f 
du  nombre  3.  C’est  ce  que  M.  Lacroix  exprime  en  disant  que  le  produit  est 
composé  avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur  l’est  avec  l’unité.  Mais 
cette  énonciation  manque  de.^ clarté,  parce  que  le  mot  composé  doit  y êtrq 
l>ris  avec  une  signification  active  on  passive , selon  que  le  multiplicateur  esC 
un  nombre  entier  ou  une  fraction. 
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Nous  avons  vu  (n®  3'j , 4“-)  que  , pour  prendre  les  | de  3 > il 
faut  multiplier  2 par  3 et  diviser  par  5;ix3=|  = 3xf-  De 
meme  multiplier  | par  f , c’est  prendre  les  5 de  | ; il  faut  doue 
former  7 parts  dans  la  grandeur  j , et  en  prendre  5,  ou  multi- 
plier I par  5 et  diviser  le  re'sultat  par  7 : la  première  de  ces 
operations  donne  et  la  seconde 

Donc,  1®.  pour  multiplier  deux fractions  , il  faut  multiplier 
terme  à terme,  c’est-à-dire,  diviser  le  produit  des  numérateurs 
par  celui  des  dénominateurs. 

2°.  Le  produit  est  plus  petit  qiie  le  multiplicande,  quand  le 
multiplicateur  est  une  fraction  moindre  que  i . 

3°.  On  peut  intervertir  l’ordre  des  facteurs , comme  dans  la 
multiplication  des  nombres  entiers  (n°  1 1). 

4®.  Lorsqu’il  y a des  facteurs  communs,  il  convient  de  les 
supprimer  avant  d’effectuer  les  multiplications;  par  exemple,' 
pour  avoir  les  | des  fdes  | des  | de  l’unité,  c’est  ce, qu’on 
nomme  une  Fraction  de  fraction,  il  faut  effectuer  le  produit 

3 X I X |xf,  ou-j^^^^^-5  = g=5,ensupprunant 

les  facteurs  3 , 4 et  5. 

5®.  Le  carré,  le  cube,  et  en  général  toute  puissance  d*uue 
fraction  se  forme  en  élevant  les  deux  termes  à cette  puissance  : 
par  exemple,  le  carré  de  | est  | X | = |;  le  cube  est  | X \ 
— etc.  ; donc  «{/a  fraction  proposée  est  irréductible,  la  puis- 
sance l’est  pareillement  ( n®  26  ) . 

6°.  Pour  multiplier  5348  par  on 
pourrait  multiplier  5348  par  i3  et  divi-  Mulé‘ . . 5348 

ser  le  produit  par  i6;  mais  comme  le  4 ^^?4 

multiplicaude  est  un  nombre  assez  fort,  i i33n 

il  est  plus  court  de  décomposer  fb  en  Të*  "* 
parties  aliquoles , c’est-à-dire  en  frac-  Produit...  434^4 
tions  qui , réduites , aient  i au  numéra- 
teur, savoir: 

■ s ■ I ■ I ' 

1 6 I 6 * î 6 i ti  * I 4 J B * V ». 

On  prendra  donc  d’abord  la  moitié  de  5348 , puis  le  quart , 
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qui  est  la  moitié  du  résultat  qu’on  vient 
de  trouver,  puis  le  seizième  (quart  du 
produit  précédent). 

On  voit  ci-contre  le  produit  de  356 
par  23  où  l’on  a décomposé  | en  | ou 
i,  et  I ouf 

Pour  diviser  | par  =5 , multipliez  les 
deux  termes  de  | par  5X7,  savoir 
3 .3x5X7 
4~4x  îx  7 


20.  . 
3.. 
% • • 
3 * • 


356 
23  I 

!o68 
7120 
1 78 

8484  5 


3X7  5 ^'  la- 

j.  X - , or  pour  diviser  par  - , il  suflit 

7 7 


4x5' 


de  supprimer  ici  le  facteur  f,  ce  qui  donne  pour  quotient 
3X7 


7 . 


7 , ou  7 X P : ainsi  il  faut  multiplier  le.  dividende  par 

4 X a 4 v) 

la  fraction  diviseur  renversée. 

8*i  8'».'âs-:à2=r3i-  S-X  li 

Le  quotient  est  d’aillems  plus  grand  que  le  dividende,  quand 
le  diviseur  est  moindre  que  l’unité. 

Si  les  fractions  renferment  des  facteurs  communs,  il  ne 
faut  pas  attendre  que  la  multiplication  soit  effectuée  pour  les 
supprimer.  | | est  la  même  chose  que  2 : 4 = 5 ®ti  ^ ; 


JJ 
i 9 


9 

3 8 


2.0  2.  IQ  2 2 . 

= — X — - = - X - = 4. 
19  9 r I ^ 


42.  Lorsqu’il  J-  a des  entiers  joints  aux  fractions , on  les 
convertit  en  nombres  fractionnaires  (n®  37,  2".).  Ainsi 

2îvx_i  SS8  O 3 il 

•^9-^73  9 ^ J ■^'^7,11 

45|Xi7l  = -4^x¥=^“  = 8o8i; 

- f.\~  1 - ia  — .8 

- 4.  3*  « 3^19  sT> 

Observez  qu’il  est  souvent  plus  court 
d’exécuter  séparément  la  uiultiplication 
de  chaque  partie,  et  d’ajouter.  Pour 
3 J X 8,  ou  multipliera  par  8,  d’abord  f 
et  ensuite  3 ; on  aura  | ou  2 , et  24  ; le 
produit  est  donc  26.  L’exemple  ci-contre 
montre  le  développement  du  calcul  de 
45  J X • 7 5 = on  multiplie  45  jiar  17,!  par 


a 3 

.S  ^ 4 

4.5  X f 
«7  X I 


45  ^ 

_lU 

3i5 

45 


.3o 
. . 12 


808  i 

4 
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3 , 4^  pii>'  1 1 et  <7  ^ somme  de  ces  résullals  esljBoS  [ , 

produit  elierché. 

On  abrège  souvent  le  calcul  en  dccoinposant  la  fraction  qui 
multiplie,  en  ses  parties  aliquotes , c’est-à-dire  en  d’autres  • 
fractions  qui , réduites  ont  Vunilé pour  numérateur,  et  opérant 
pour  chacun  séparément.  Ainsi  pour  prendre  les  ^ de  >^56,  on 
posé  44  = ^ -f- ^ -f- -;:V  ; o>*  prend  la  moitié  de 'j56 

qui  est  pour  le  tiers  qui  est  25a;  enfin  pour 

le  quart  de  a52  qui  est  63;  les  -j-j  7^  

= 378 -|- *52 -|- 63  = 6g3. 

Dans  la  division , on  peut  cbasser  le  dénominateur  du  divi- 
seur , en  multipliant  les  deux  quantités  proposées  par  ce  même 
dénominateur,  ce  qui  n’altère  pas  le  quotient  (n°  i5,  1“.).  Pour 
diviser  2 ^ par  3 |,  je  multiplie  ces  deux  nombres  par  6 ; j’ai  1 4 
à diviser  par  23  ou  De  meme  , 126  | : 18  ^ ==  5oi  t : 76 

_1 ■ A _l_  IM  • I «oi.  n 2 

7 b ais  I *125*  * • ^ s • 7 7 * ^ 

Des  Fractions  décimales. 

43.  L’embarras  qu'entraînent,  dans  les  calculs,  les  deux 
termes  des  fractions,  a inspiré  l’idée  de  fixer  d’avance  le  déno- 
minateur et  de  le  sous-entendre , ce  qui  donne  lieu  à deux  sortes 
de  dispositions,  les  fractions  décimales  et  les  nombres  com- 
plexes j mais  les  unes  et  les  autres  sont  assujetties  aux  règles 
données  précédemment,  qui  seulement  deviennent  plus  simples. 
Occupons-nous  d’abord  des  fractions  décimales. 

On  a vu  (n®  6 ) qu’un  chiffre  vaut  dix  fois  moins  que  s’il  oc- 
cupait la  place  qui  est  à sa  gauche;  si  l’on  continue  la  même 
convention  .à  la  droite  des  unités  dont  le  rang  sera  marqué  |)ar 
une  virgule , on  verra  que  le  premier  chiffre  après  les  unités 
représentera  des  dixièmes,  le  deuxième  des  centièmes^  le  troi- 
sième des  millièmes;  etc. . . 3,3  désignera  3 entiers  et-— ; 42,05 
vaudra  42  et  ^ ; o,4o3  = 7^0- 

Ainsi  la  partie  qui  suit  la  virgule  est  le  numérateur , et  il  est 
inutile  d’écrire  le  dénominateur,  qui  est  toujours  i suivi  d’au- 
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tant  de  zéros  qu’il  y a de  cliiffres  après  la  virgule.  Il  est  donc 
bien  facile  de  lire  une  fraction  décimale  écrite , ou  réciproque- 
inentd’écrireunefraction décimale  proposée  , puisque  l’énoncé 
même  est  le  numérateur  ou  la  partie  qui  suit  la  virgule , et  que 
le  dénominateur  est  marqué  par  le  rang  de  la  dernière  déci- 
male, qui  indique  combien  ou  doit  écrire  de  zéros  à la  droite 
de  I.  Par  exemple  ,8,70020i=8et  700201  millionièmes  j parce 
que  I étant  au  sixième  rang,  le  dénominateur  est  loooooe  : 4,e 
même  354,oo63  = 354  + 63  dix-millièmes.  Réciproquement 
3 dix-inillièmes  s’écrit  o,ooo3,  parce  que  dix  mille  porte  4 zéros, 
et  que  la  dernière  décimale  doit  être  au  quatrième  rang. 

Mille  entiers  et  4 centièmes  = 1000,04.  ‘ 
i3  mille  cent  millionièmes  = o,oooi3ooo. 

• • 

44-  On  remarquera  que , i“.  en  déplaçant  la  virgule,  suivant 
qu’elle  recule  vers  la  droite  ou  vers  la  gauclie,  le  nombre  est 
multiplié  ou  divisé  par  10  pour  un  rang,  par  loo  pour  deux 
rangs,  par  1000  pour  trois  rangs,  etc.,  parce  que  chaque 
chiffre  a pris  une  place  qui  lui  donne  une  valeur  multipliée 
ou  divisée  par  10,  too,  looo;  ainsi  34a, 53  est  10  fois  34,253; 

2®.  On  peut,  sans  changer  la  valeur  dune  fraction  déci- 
male, mettre  ou  ôter  un  ou  plusieurs  zéros  à sa  droite  ; car  on 
multiplie  alors  les  deux  termes  de  la  fraction'par  10,  100, 1000... 

o,3==o,3o=o,3oo.. . revient  à ;;%=:=  

3®.  Deux  fractions  décimales,  formées  d’autant  dechiffre.s, 
ont  même  dénominateur.  Pour  réduire  au  même  dénomina- 
teur , il  suffit  de  rendre  égal  le  nombre  des  chiffres  des  frac- 
tions décimales,  en  ajoutant  des  zéros  à la  droite  de  l’une  d’elles. 

4®.  Pour  distinguer  la  plus  grande  de  deux  fractions  déci- 
males, ce  n’est  pas  le  nombre  de  chiffres  qu’il  faut  consulter, 
mais  la  grandeur  des  chiffres,  à partir  de  la  virgule.  o,4  < o,5i, 
0,7  >0,54321, parce  que  7 > 5;  o,oo4  > 0,00078;  o,09<[o,i  ; 
0,687  > 0,6889. 

45.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  règles  de  l’ad- 
dition, la  soustraction...,  lorsqu’il  s’agit  de  fractions  décimales^ 
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Pour  ajouter  ou  soustraire,  complétez  les  nombres  de  déci- 
males en  ajoutant  des  zéros  à la  droite  (n°  44*  3°.  ) ; puis  faites 
le  calcul  à l’ordinaire , comme  s’il  u’y 
avait  pas  de  virgule,  sauf  a la  placer  au  a ,^o  4,90745 

même  rang  dans  le  résultat.  Observez  ^>7 

qu’à  proprement  parler,  les  zéros  qu’on  '4859,54745 

ajoute  sont  inutiles , et  qu’il  suffit  de 
donner  à chaque  chiffre  la  place  qui  convient,  eu  égard  à son 
rang  compté  de  la  virgule. 

Voici  quelques  exemples  de  soustraction.  , 

57,02  4, ^^74  6,00435  3,842 

48,1  2,0189  0,17  1,004554 

8,92  2,8i35  5,83435  2,837446 


46.  Pour  multiplier  les  deux  quantités  43, ■j  et  3,gi , obser- 
vons qu’elles  équivalent  à et  f|j.  Le  produit  des  numéra- 
teurs (n°40  ®tre  divisé  par  celui  des  dénominateurs, 

QU  ~ I ho,867.^onc,  pour  obtenir  iepro- 

1000  ipoo  < ' > ’-r 

àuit  de  deux  nombres  décimaux,  il  faut  multiplier  sans  avoir 

égard  à la  virgule  , et  séparer,  à droite  du  produit,  autant  de 

chiffres  décimaux  qu’il  jr  en  a dans  les  deux  fatteurs. 


Voici  divers  autres  exemples  de  multiplication  : 


o,oo53 

78626 

122710 

0,01800726 


3’7 

4,»2 


3 

iiL- 

i5,244 


21,32  0,04 

o,iooio3  0,007 

6396  0,00028 

2182 

2 182  

2,13419596 


Ou  pourrait  exécuter  la  multiplication  en  commençant  par 
le  chiffre  de  l’ordre  le  plus  élevé  ; alors  chacun  des  produits 
partiels  devrait  être  avancé  d’un  rang  vers  la  droite;  la  pre- 
mière ligue  serait  celle  qu’on  a coutume  d’écrire  la  dernière; 
l’avant-deruière  deviendrait  la  deuxième,  etc.  C’est  ce  qu’on 
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peut  remarquer  dans  l’opération  ci- 
contre;  on  a inêine  cet  avantage,  qu’on- 
trouve  d’abord  les  chiffres  de  plus  haute  3. . . 

valeur  et  leur  ordre,  ce  qui  suffit  quel-  ^ 

quel’ois.  Par  exemple , le  prenaier  pro-  . • 

■■■■ 

duit  ayant  donné  n chiffres,  elles  quatre  — — 

^ 3203177090U 

autres  multiplicateurs  partiels  exigeant 

qu’on  recule  les  produits  de  quatre  rangs , il  y aura  en  tout 
7 -f-  4 chiffres  au  produit.  Le  nombre  28  qui  commence  la 
première  ligne  est  donc  suivi  de  9 chiffres  , ou  28  suivi  de  9 
:«éros.  19.)  ' 

On  peut  donc  arrêter  chaque  multiplication  à tel  rang  qu’on 
veut,  et  par  conséquent  obtenir  au  produit  tant  de  chiffres 
qu’on  juge  à propos.  Par  exemple,  pour  obtenir  le  produit 
15,73432  X 322, 1179,  je  déplace  les  virgules  et  je  fais  en 
sorte  que  dans  l’un  dés  nombres,  il  n’y  ait  qu’un  seul  chiffre 
entier  : le  produit  sera  donc=  1 573,432X3, 221 179,  puisque 
j’aurai  déplacé  la  virgule  d’autant  de  rangs  vers  la  droite  dans 
l’un , que  vers  la  gauche  dlins  l’autre.  Je  fais  d’abord  la  multi- 
plication par  l’entier  3,  et- la  place  de 
la  virgule  se  conserve  visiblement  la 
même  que  dans  le  multiplicande.  Sup-  ^,221179 

posons  qu’on  veuille  quatre  décimales  au  % 

pi'oduit.  Je  multiplie  par  le  2 desdixiè-  ^ 

mes,  et  je  recule  d’un  rangàdroite,  ce  *’i?73  .....i 

qui  me  donne  3 14,6864.  La  multipli-  7 

cation  par  les  2 des  centièmes,  ne  doit 
commencer  qu’au  deuxième  chiffre  (3) 

du  multiplicande , dont  on  supprime  le  dernier  chiffre  2 à 
droite,  en  le  marquant  d’un  point.  On  voit  en  effet  que  si  l’on 
voulait  conserver  le  produit  eu  totalité,  il  faudrait  encore  le 
reculer  d’un  rang  à droite , et  que  le  produit  4 se  trouvant  dans 
la  colonne  des  cinquièmes  décimales  , devrait  ensuite  être  né- 
gligé. Le  facteur  i des  millièmès  exige  qu’on  supprime  un  se- 
cond chiffre  du  multiplicande,  on  n’a  donc  pas  égard  au  3,  et 


1573,432 
3,221 179 

aiajWOi  .. 

3i,4680  .. 

‘’fei  ;; 

iioi  .. 

■4»  •• 

5o68,3o59 
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le  multiplicande  est  15^34  : poui-  le  i suivant,  il  est  de  même 
1573.  Le  facteur  7 donne  1 1 01  ; le  9,  i4i  • 

Pour  plus  d’exactitude,  il  est  convenable  d’ajouter  au  pro- 
duit du  premier  chilTre  les  dixaines  contenues  dans  le  produit 
du  cliilFre  négligé  à droite.  Par  exemple,  pour  le  facteur  7,  le 
multiplicande  est  réduit  à 167  ; mais  à 7 X 7 on  doit  ajouter  2 , 
provenant  du  produit  supprimé  de  7 par  3.  De  même  gX  i5 
est  accru  de  6,  qui  est  la  retenue  du  produit  9 X 7<  Dans  notre 
exemple , le  produit  demandé  est  5o68,3o6,  ainsi  qu’on  peut 
s’en  assurer  en  exécutant  la  multiplication  en  totalité,  et  rédui- 
sant le  résultat  aux  seuls  millièmes. 

Voici  un  autre  exemple  où  l’on  a iuulti|>lié  deux  nombres  de 
sept  chiifres  décimaux  , et  où  l’on  n’a  voulu  conserver  que  sept 
décimales  au  produit. 


4 


17,3243527 

3,5428319 


3 

5 augmenté  de  4 


4 ■ 

2 I 

8  2 

3 1 

I O 

9  ^ 


61,3772693  produit  61,377269 


Lorsque  les  facteurs  ne  sont  qu’approchés,, cette  règle  est 
surtout  utile  ; car  le  procédé  général  aurait  l’inconvénient 
d’allonger  le  calcul  pour  donner  au  produit  plus  de  chiffres  qu’il 
ne  faut,  attendu  qu’on  n’y  doit  con.server  au  plus  que  des  par- 
ties décimales  de  même  ordre  que  dans  les  deux  facteurs 


• (*)  Lorsqu’on  multiplie  deux  nombres  a et  i,  qui  ne  sont  qu’approchc.s  , 
les  erreurs  étant  x et  r,  le  rrai  produit  est 

(a  + x;  (b+j')  = ab+ij:-haj'  + jy'; 

négligeons  qui  est  une  fort  petite  quantité.  L’erreur  du  produit  ai  est 
donc  ix+tv,  et  s’affaiblit  quand  l’un  des  facteurs  est  approché  t>ar  défaut  et 
l’autre  par  excès;  car  x et  j'  ayant  des  signes  contraires,  la  somme  éx4-»J' 
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La  dernière  décimale  qu’on  obtient  par  ce  procédé  est  un  peu 
fautive,  à cause  de  la  retenue  qui  provient  des  colonnes  négli- 
gées. Ou  remédie  à cet  inconvénient  en  calculant  une  figure  dé-  , 
cimale , outre  celles  qu’on  veut  conserver,  sauf  à la  négliger 
ensuite. 

47.  Pour  diviser  des  quantités  accompagnées  de  chiffres  dé- 
cimaux, on  en  complète  le  nombre  (par'des  zéros)  pour  qu’elles 
en  aient  autant  l’une  qne  l’autre,  et  l’on  supprime  la  virgule;  par 
là  le  quotient  reste  le  même,  puisque  le  dividende  et  le  diviseur 
sont  multipliés  par  la  même  puissance  de  10  (n°  i5,  1°.).  Soit 
8,447  ^ diviser  par  3,22;  j’écris  3,220,  et  j’ai  8447  “ diviser 

2007.  Ainsi , 


8952 

20074' 


par  3220,  le  quotient  est  2,  et  le  reste 

= si  + ; de  même 

3220 

49,1  4p«t‘>o  49*  00  , 

—= 7 = ou  -^7  = 2 ■+• 

20,074  20,074  20074 


ËiMi 

3,22 


devient  une  dinercnco.  II  convient  donc  de  choisir  des  facteurs  à et  b qui 
soient  dans  ce  cas. 

Mais  s'il  en  est  autrement,  ou  si  l’on  ignore  dans  quel  sens  chaque  nombfj^ 
ast  approché , le  terme  ax  le  plus  influent  de  l'erreur , s'aflaiblit  quand  y dé- 
croît, c'est-à-dire  quand  b est  très  approché.  Ainsi  l'm  eur  du  produit  ah  csl 
d'autant  moindre  que  le  plus  petit  facteur  b est  plus  approché. 

En  général  x et  .T  sont  toujours  < j dans  une  multiplication  de  deux  frac- 
tions décimales,  parce  qu'il  faut  supposer  qu'on  a supprime  la  virgule  pour 
rendre  entiers  les  facteurs  a et  à , et  que  si  la  première  décimale  négligée  est 
au  moins5,  on  a dû  augmenter  de  i le  chiffredes  unités.  Faisons  donc  x=^=j, 
la  limite  de  l'erreur  est  j ( n J ) : ainsi  il  sera  facile , dans  chaque  cas  parti- 
culier , de  distinguer  les  chiffres  du  produit  ab  qui  sont  certains , de  ceux  qui 
ne  le  sont  pas.  Par  exemple,  53,71  x 1,02  = 54,7842;  si  tes  facteurs  ne  sont 
qu'approches,  en  supprimant  la  virgule,  leur  demi-somme  ayant  4 Agures, 
les  4 derniers  chiffres  peuvent  être  fautifs  ; les  4décimales  du  produit  n'étaient 
donc  pas  utiles  à trouver , puisqu'on  est  incertain  s'ils  sont  exacts.  De  là  ré-  1 
suite  qu'il  est  avantageux  de  simplifier  le  calcul  de  la  multiplication , pourvu 
qu'on  n'altère  que  ces  chifircs  défectueux , qu'on  serait  d’ailleurs  obligé  de  re" 
jeter  ensuite.  Dans  l’exemple  cité  p.  5p,  ia  demi-somme  dos  facteurs  ag  chif- 
fres , et  le  produit  complet  iq  décimales;  il  n’y  a donc  que  les  5 premières  dé- 
cimales dont  on  spit  sûr  : on  u’en  doit  chercher  que  6 (ou  7 au  plus),  et  en- 
négliger  ensuite  une.  Le  produit  est  61,37729. 
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telle  règle  se  simplifie(*)lorsquele  diviseur  n’a  pas  de  frac!  ions, 

car  on  peut  diviser  à part  les  entiers  ; ■ = î , 3 ii  5.  S’il  y a 

plus  de  décimales  dans  le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  est 
ramené  à ce  dernier  cas,  en  déplaçant  la  virgule  d’autant  de 
rangs  des  deux  parts,  de  manière  que  le  diviseur  devienne  un 

5 • 

nombre  entier;  8,44?  I <>>09= 844  >7  î 9 - 93>8  H . 


Des  Approximations  et  des  Périodes. 


48.  L’erreur  que  l’on  commet  en  négligeant  le  dernier  chiffre 
d’une  fraction  décimale,  est  d'autant  moindre  que  cette  fraction 
a plus  de  figures.  Ainsi,  lorsqu’on  prend  0,4,  au  lieu  de  o,43, 
on  fait  une  erreur  de  3 centièmes  ; elle  n’est  que  de  3 millièmes 
quand  on  pose  0,04, au  lieu  de  o,o43.  Lorsqu’on  se  contente  de 
deux  ou  trois  décimales,  et  qu’on  néglige  les  autres,  c’est  qu’on 
suppose  qu’il  n’en  résulte  que  des  erreurs  trop  petites  pour  mé- 
riter qu’on  y ait  égard;  il  est  rare  qu’on  emploie,  plus  de  six 
ou  sept  figures  décimales. 

Le  résultat  d’un  calcul  étant  4>83'j  1 23,  on  peut  -prendre  4>8 
ou  4 >83,  ou  4 >837....  pour  valeur  de  cette  quantité;  et 
comme  elle  est^  4>8  et  4>9>  voit  que  ces  deux  expres- 
sions sont  approchées  à moins  de  i;^,*  l’une  par  défaut,  l’autre 


3203176,8 
390601  8 
25791  8 
7101  3 

55g  7 


9.34525 

3,4276 


(*)  La  division  éprouve  une  simplification  ana- 
logue à celle  de  la  multiplication  : par  exemple , 

320,31768  à diviser  par  g3,4525,  si  l’on  ne  veut 
que  4 chiffres  décimaux,  après  avoir  trouvé  les 
deux  premiers  chiffres  3,4  h l’ordinaire,  on  sup- 
primera le  dernier  chiffre  5 du  diviseur;  de  là  le 

quotient  partiel  2 , et  l’on  aura  à multiplier  93482  par  2 . et  à soustraire  de 
257918;  il  restera  71013.  On  supprimera  de  nouveau  un  chiffre  au  diviseur, 
et  l’on  aura  le  quotient  7 et  le  reste  5597,  On  aura  soin,  chaque  fois  qu’on 
négligera  un  chiffre,  d’accroitiSB  le  produit  suivant  des  dixaines  que  donnerait 
ce  même  chiffre.  Du  reste,  les  dernieM  chiffres  du  quotient  sont  défectueux. 
Tout  cela  s’explique  facilement. 
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p*f  excès.  De  même  et  4*^4  sont  à moins  de  et 
iQt^e  on  préférera  4,84 , attendu  que  le  dii'flrc  suivant  est  ^ , 
et  que  4,84,  approche  plus  que  4,83.  En  généra.1,  si  le  premier  des^ 
chères  qu’on  supprime  est  5 ou  plus,  on  doit  augmenter  d’une 
unité  le  dernier  chijffre  conservé.  '■>  t 

49.  Il  amve  souvent  que  le  résultat  d’un  calcul  est  une  frac- 
tion irrpductible  compliquée  ; on  se  contente  alors  d’une  ap- 
proximation dont  le  degré  dépend  de  la  nature  de  la  question. 
Ainsi^  au  lieu  de  supposons  qu’on  demande  une  autre  frac- 
tion plus  simple,  et  qui  en  diffère  de  moins  de  g.  Il  est  clair 
que  si  l’on  connaissait  deux  fractions,  telles  que  | et  , dont 
le  dénominateur  fût  8,  et  dont  les  numérateurs  ne  différassent 
quedeji^  elles  rempliraient  l’une  et  l’autre  la  condition  exigée, 
si  ^ était  compris,  entre  elles;  il  s’agit  de  trouver  ces  numéra- 
teurs 5 et  6.  Multipliant  ces  trois  fractions  par  8,  celles  qu’on 
cherche  seront  réduites  à leurs  numérateurs  inconnus  dout  i 
est  la  différence,  et  la  proposée , qui  devient  8 X ffr  0“ 
sera  encore  comprise  entre  ces  numérateurs  : mais,  en  extrayant 
les  entiers,  on  trouve  que  est  entre  5 et  6;  ce  sont  donc  les 
numérateurs  demandés.  En  effet,  on  vérifie  aisément  que  ^ ne 
diffère  de  ^ que  de  bien  moindre  que  j.  De  là  cette 
règle  (*)  : , ^ 

Multipliez  la  fraction  proposée  par  le  dénorninateur  donné  p; 
’t entier  approché  du  produit  {par  exch  ou  par  défaut)  est  le  ' 
numérateur  demandé.  Pour  approcher  de  ^ moins  de  , on 
multiplie  par  11,  et  on  a =6  ou'';  en  nombre  entier;  donc 
7^  et  sont  les  fractions  cherchées.  Pour  approcher  de  à 
moins  de  | , on  a = 4 f i or  à moins  de  .5  est  entre  5 et  i ; 
donc  4|  £t  5 sont  les  nombres  demandés. 


(*)  Pour  approcher  d’une  fraction  ~ à moins  de  ~ ; il  faut  déterminer  x 

par  la  condition  que multipliant  tout  par  o,  il  faut  que 
(j  b <! 

T<  — < x+  I ; c’esl-h-dirc  que  les  numérateurs  inconnus  de  nos  fractions 
" *■ 

sont  les  quolirns  entiers  x et  x+i , par  defaut  et  par  cicès,  de  ai)  divisé  par  h 
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Appliquons  celle  règle  aux  fractions  décimales.  Proposons- 
nous  d’approcher  de  ^ à moins  de  ; cl  inuUiplions  f par  lo, 
• il  Tiendra  qui  est  entre  5 et  6;  donc  o,5  et  o,6  sont  les  frac- 
tions demandées.  Pour  approcher  à moins  de  OjOi,  il  faut  mul- 
tiplier par  100,  et  on  a entre  5^  et  58  ; donc , 0,67  et  o,58 
ne  difièrent  pas  de  0,01  de  En  général,  divisez  le  numérateur 
par  le  dénominateur,  et  ajoutez  au  reste  de  chaque  division  un 
zéro,  jusqu  à ce  que  vous  ayez  obtenu  au  quotient  un  chijffre  de 
r ordre  de  V approximation  demandée. 

Ainsi  ^ soumis  à cette  méthode  d’approximation,  donne  3,5 
ou  3,57,  ou  3,571,  ou  3,5714»  • . • • suivant  qu’on  veut  que  la 
valeur  soit  approchée  à moins  de  7^, ...  De  même 

' VéV’’»  siptès  avoir  donné  le  quotient  entier  407,  en  continuant 
la  division  à l’aide  d’un  zéro  placé  après  chaque  reste  , donne 

407,389...-. 

5o.  Lorsque  après  avoir  ajouté  un  nombre  sufBisant  de  zéros, 
la  division  amène  le  reste  zéro,  la  fraction  est  exprimée  exacte- 
ment en' décimales.  On  a exàcteraent  7 = o,5,  | = 0,75, 
I =o,6a5,  41  = 0,65.  Il  est  aisé  de  prévoir  dans  quel  cas  cela 
arrivera  ; car  la  division  ne  pouvant  s’effectuer  qu’après  avoir 

multiplié  le  numérateur  par  10,  100,  1000 il  faut,  si 

la  fraction  est  irréductible,  que  cette  puissance  de  10  soit  divi- 
sible par  le  dénoiniiiateur  (n"  a5,  4°-)»  suppose  qu’il 

n’a  d’autres  diviseurs  premiers  que  2 et  5,  et  que  le  plus  haut 
exposant  de  2 et  5 est  la  puissance  de  10  'qu’on  emploie  (*). 
Donc  , pour  qu’une  fraction  irréductible  puisse  être  convertie 
exactement  en  décimales,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  le 
dénominateur  ne  contienne  que  des  puissances  de  1 et  de  5, 
quel  que  soit  d’ailleurs  le  numérateur  ; le  nombre  de  figures 
décimales  est  égal  à la  plus  haute  puissance  de  ^ et  de  5. 


(*)  La  forme  ('cncrale  des  fractions  réductibles  exactement  en  décimales  est 
^ ° ',  le  nombre  des  figures  est  le  plus  grand  des  deux  exposans  m cl  n ; et 

a"  X a* 

si  l'un  surpasse  l'autre  de  A,  la  partie  décimale  est  a x 5* , ou  <i  X a*,  selon 
que  m est  > 011  < n ; si  m=  it , la  partie  décimale  est  a. 
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Si  ce  dénominateur  est  ou  100,  il  y a 3 figures;  par 

exemple,  ^ = 0,735.  ' . 

51.  Dans  tout  autre  cas , une  fraction  ne  peut  être  exprimée  • 
en  décimales  que  par  approximation  ; mais , comme  les  restes 
des  divisions  successives  sont  nécessairement  moindres  que  le 
diviseur,  et  que  le  nombre  de  ces  restes  est  indéfini,  on  ne  tarde 

. pas  à retrouver  l’un  d’entre  eux.  On  a alors  une  seconde  fois  le 
même  dividende^  qui  conduit  au  quotient  et  au  reste  subséquent 
qu’on  a obtenus  alors , et  ainsi  de  suite.  On  retrouve  donc  au 
quotient  périodiquement  les  mêmes  chiffres  dans  le  même  ordre; 
et  puisque  cette  période  s’établit  lorsqu’on  retrouve  le  même 
reste,  et  que  ces  restes  sont  moindres  que  le  dénominateur,  la 
« quotité  de  restes  dilférens  qu’on  peut  trouver,  est  au  plus  ce  di- 
^ viseur  moins  un;  donela  période  est  composée  de  moinsdechif- 
fres  que  le  dénominateur  n'a  d’unités.  Nous  indiquerons  à l’a- 
venir la  période , en  la  plaçant  entre  deux  crochets. 

Par  exemple , 5 = 0,666. . . = o,[6]  ; = 0,27  27  27 . , . 

= <>,[27] ; = O > [342] . . . f i=  o,[57  1 428] . . . i = 0,83333 . . . 

= o,8[3]  ; o,58[3] ....  : la  période  est  tantôt  de  i,  tantôt 

de  2,  de  3 . . . chiifreé  ; là  elle  commence  dès  la  virgule  ; ici  elle 
ne  prend  qu’un,  deux ....  rangs  au-delà. 

52. -  Si  le  dénominateur  n’a  ni  2,  ni  5 pour  facteur j la  pé~ 
riode  commencera  dès  la  virgule.  Car  en  réduisant  ^ en  frac- 
tion décimale,  supppsons  que  les  restes  5 et  2,  donnant  les 
dividendes  5o  et  20 , aient  pu  conduire  à deux  restes  égaux  ; 
la  différence  5o  — 20  seçait  divisible  par  7 (p.  21  ) , ce  qui  est 
impossible , puisque  les  restes  5 et  2 sont  < 7 , et  que  7 n’a  2, 
ni  5 pour  facteurs.  Aiusi  deux  restes  inégaux  5 et  2 ne  peuvent 
donner  le  même  reste,  et  si  l’on  obtient  deux  restes  égaux, 
les  restes  précédens  l’étaient  eux-mêmes  ; et  aiusi  eu  remon- 
tant jusqu’au  I*'  reste  3 (^. 

».  ^ • 

(*)  Four  réduire  une  fraction  ^ en  décimales , il  faut  ajouter  un  zéro  prés 

lie  chaque  reste  : admettons  que  loD  et  loiT  soient  deux  dividendes  partiels 
conduisant  au  même  reste  r ; les  quotiens  étant  (/  et  <j',  on  a 
loD  = /4-fi;-,  iofl'  = 49'  + r, 


APPROXIM&TIOKS. 


lOO  X 


= --;^  = 59-  = 59,  [2.85714]}  cette 
7 7 
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Mais  si  le  dénominateur  de  la  fraction  a pour  facteurs  dès 
puissances  de  2 et  de  S , avec  d’autres  nombres , la  période  est 
précédée  d^  autant  de  chiffres  qu'il  y a d unités  dans  l’exposant 
le  plus  élevé  de  et  de  5.  Car  soit  proposée  la  fraction  , 
comme  i4^’^.^'’^‘7>  l’on  multiplie  par  100,  on  a 

83  5 X 83 4*5 ® , 

î^“  7 

période  commence  dès  la  virgule  : donc,  en  divisant  par  100, 

83 

= o.,59[2857  i4]  dont  la  partie  périodique  est  précédée  de 

deux  figures.  ' 

Supposons  qu’une  fraction  ; telle  que  | = o,  [7 1 4285] , ait  à sa 
période  le  plus  grand  nombre  possible  de  chiffres,  c’est  à-dire 
autant  qu’il  y a d’unités  dans  son  dénominateur  moins  i . On  a 
dû  obtenir  dans  les  divisions  successives  tous  les  restes  1,2,3,... 
jusqu’à  6,  mais  dans  un  autre  ordre  : si  donc  on  veut  réduire  y 
én  décimales,  il  est  inutile  de  recommencer  le  calcul;  il  suffit 
de  le  reprendre  à l’endroit  où  l’on  a obtenu  le  reste  3 , et  de 
faire  commencer  la  période  au  terme  qu’on  a déduit  de^, 
qui  est  4;  on  a de  suite  y = [428571].  On  voit  qu’on  a seule- 
. ment  rejeté  à la  fin  les  deux  premiers  chiffres  71  de  la  première 
période'.  De  même  7^  = o, [052631578947368421] , et  pour 
7-5  on  rejettera  les  trois  premiers  chiffres  o52  à la  fin,  et  l’on 
aura  [63i . . .2io52].  C’est  ce  qui  se  voit  aisément,  en  coin—* 


d’où  retranchant  10  ( D — D' ) ■=■  6 ( 7 — 1'  )• 

Or,  si  6 n'a  pour  facteur  ni2ni5,  10  et  & sont  premiers  entre  eux;  ij  — y' est 
K,  >0,  puisque  chaque  quotient  partiel  n'a  qu'un  chiffre  ; le  second  membre 
ne  peut  donc  être  un  multiple  de  10,  ce  qui  démontre  que  cette  équation  ne 
peut  subsister  que  par  y — ?’=  o ; d'où  D=:iy  : c'est-à-dire  que  le  même  r 
ne  se  reproduit  qu'autant  que  le  dividende  partiel  est  lui-méme  revenu  ; 
donc  q fait  partie  de  la  période,  puisqu'elle  s'annonce  au  retour  de  l'un  des 
restes  déjà  obtenus.  Et  comme  le  reste  D doit  aussi  provenir  d'un  dividende 
qui  a déjà  été  employé,  il  s'ensuit  qu’il  faut  remonter  au  premier  dividende 
a,  pour  trouver  l’origine  de  la  période,  laquelle  commence  par  conséquent 
dès  la  virgule. 

1.  . 5 " 


9 s 
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y « 

mençant  le  calcul  pour  puisqu’on  trouve  que  les  premiers 
clniFres  sont  63...  ‘ 

..  On  peut  faire  la  même  chose , lorsque  la  fraction  proposée 
u’a  pas  autant  de  chiiFres  que  d’unités  dans  le  dénominateur 
moins  i (*),  pourvu  que  le  numérateur  de  la  deuxième  fraction 
soit  un  des  restes  obtenus  pour  la  première.  Ainsi  ^ = ©,[037]; 
pour  ^ on  a o,  [370]  ; pour  .jf  on  o,  [703];  parce  que  10 
est  le  premier  reste,  et  19  le  deuxième  dans  la  division  de  1 
par  27.,  Pdàr  , il  suffit  de  doubler  les  quoliens  et  lés  restes  : 
ainsi, •^  = 0,(074), ^ = 0,(740), ou  plutôt 44=0,  (407). 
On  obtient  de  inciue , en  multipliant  par  5 , ^ = 0 , ( i85), 
(85i),4f=o,  (5i8). 

. , Voici  diverses  périodes  dans  le  cas  où  le  numérateur  est  i ; 011 
y a inscrit,  pour  chaque  chiffre  de  la  période,  le  reste  qui  l’a 
donné,  afin  d’en  pouvoir  tirer  les  périodes,  quand  le  nuinéra- 
leur  n’est  pas  i . ' ■ 

4=0, [3],  4 = 0, [i  4285  7].  .4^  = 0, [o  9]  ‘ 

Reste....  I I 3 2 G 4 5 i ’lo 

■è  = o,[o  76923], 

Restes....  1 10  9 12  3 4 

= 588  2 35294*  *764  "]• 

Restes....  1 >0  i5  14  4 ^ 9 ^ lô  7 2 3 i3  11  8 12.  . 


■jj=0,[0  2 7)  ^=o,[0  2 4 39].. 

Restes....  I 10  2G  I 10  18  iG  87.  ^ 

. Réduisons  en  décimales  une  fraction  dont  le  numérateur 
soit  I,  et  supposons  qu’on  obtienne  un  reste  égal  au  dénomi- 
nateur moins  un;  par  exemple,  après  trois  divisions, 
donne  le  quotient  0,076  et  le  reste  la.  Pour  continuer  l’opé- 
ration , il  faut  réduire  en  décimales ~ , ou  ^ ‘ 


I 5« 

i3 


(*)  On  remarque  que,  lorsque  le  diviseur  est  «n  nombre  premier,  si  I.1  pé- 
riode n'a  pas  autant  de'  chiffres  que  ce  nombre  a d'unités  moins  1,  du  moins 
elle  en  .a  une  quotité,  qui  est  facteur  {partie  iilii/uole)  de  cette  différence. 

Ainsi  n'a  que  6 chiffres  à la  période;  mais  G est  facteur  do  1 3 — i.  (Vojr.  la 

note  page  43,  et  l’/bilA.  compt,  dcM.  Bcrlhcvin  ) 
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il  faut  donc  vetranclier  de  1 la  partie  ,o"j6  déjà  obtenue  au 
quotient , c’est-à-dire  prendre  les  coinplémcns  de  tous  ses 
chiffres  à g,  savoir,  928;  en  sorte  que  = o,[o'j6923].  Lapé- 
riode  est  alors  accomplie  ; car  puisque  i3^  divisé  par  i3  adonné 
le  reste  12,  en  ajoutant  1 doit  donner  le  reste  i3,  ou 

IO^+  J 


plutôt  zéro, 


i3 


= entier  : multipliant  par  10'* — i,  on 


trouve  que 


lO” 


10" 


„ = entier,  c’est-à-dire  que -îr  donne  le 

i3  ' i3 

reste  i ; la  période  a donc  6 termes. 

Ce  qu’on  vient  de  dire  s’applique  toujours  au  cas  où  la  pé- 
riode est  composée  d’autant  de  chiffres  qu’il  y a d’unités  dans 
le  dénominateur  moins  un , car  on  est  sûr  d’obtenir  ( dans  un 
ordre  différent)  tous  les  restes  i , 2,  3,  4 , - et  par  conséquent 
le  dénominateur  moins  un  : le  nonlbrc  des  divisions  qui  don- 
nent la  période  est  réduit  à moitié.  Ainsi  pour  , neuf  divi- 
sions donnent  le  quotient  0,052681578  et  le  reste  18;  prena^ 
donc  les  compléinens  à 9,  on  joint  à la  suite  le  nomlm 
947368421,  et  on  a = o,[o5a63 1578947868421].  Pour  ^ 
on  a o,oi36  et  le  reste  72,  donc  yj  = o, [01869863]. 

Le  procédé  suivant  permet  de  prolonger  rapidement  la  par- 
tie décimale  obtenue , par  quelques  divisions  initiales.  Pour-j^ 
on  trouve  o,o5263  avec  le  reste  3 , et  il  reste  à développer 
ou'3  X ; on  multipliera  donc  par  3 le  quotient  trouvé  et  on 

éciira  ce  produit  à la  suite;  savoir  15789;  alors  le  reste  est 9, 
et  il  faut  multiplier  par  9 le  quotient  total,  ou  plutôt  par  3 le 
produit  précédent,  et  ainsi  de  suite.  On  donne  au  calcul  la 
disposition  suivante:  * 

'rij  = O,  o5i63 

'■‘’789 

47367  ..  ■ 

il-  ' I 421  O' 

.4^63  ••• 

^ = o,(o5263  15789  47368  421)05  a63... 

Chaque  produit  par  3 ajoute  cinq  figures  au  résultat , et  quand 
ce  produit  a 6 chiffres,  le  6’’  s’ajoute  aux  unités  du  produit 

5.. 


V 


Digitized  by  GooglCi 


68  ARITHMÉTIQUE. 

précédent.  On  trouve  de  même 

Ÿ;  ~ 0,0140845  avec  le  reste  5 
produit  par  5, . . . 0704225 

3521125 

■ I 7605G25 

8 8028125. . . 

ÿV  = 0,0140845  0704225  3521126  76ü5633  8028125... 

53.  Il  est  facile  de  remonter  d’une  fraction  décimale  à sa  gé- 
nératrice. 1®.  Si  cette  fraction  est  finie,  comme  0,75,  on  l’écrira 
sous  la  forme  ~ , qu’il  s’agira  ensuite  de  réduire  (n“  38,  3“.)  i 
la  plus  simple  expression  * 

a".  Si  la  fraction  décimale  n’est  qu’approchée , et  qu’on  n’en 
connaisse  pas  la  période  en  totalité,  le  problème  admet  une  in- 
finitéde  solutions.  C’est  ain.si  que  o,^5;o,756iO,755;o,  75 12,  etc., 
I épondent  aux  fractions  j ^ ^ , etc. , qui , réduites  en  dé- 
cimales, ont  0,75  pour  premiers  chiffres. 

3°.  Mais  si  la  période  est  connue , et  qu’elle  Gonunence  dès 

la  virgule,  comme  pour  0,666 0,2727...  etc.,...  on  ob- 

Ifrvera  que  g,  gg^, — réduites  en  décimales,  donnent 

[0»  [o*]>  O,  [001]...  On  peut  donc,  par  exemple,  regar- 

der O,  (27)  comme  le  produit  par  27  de  o,  [01]  ou  jg;  ainsi 
O, [27]  — ^ ou  jV-  De  même,  o,[6]  est  le  produit  par  6 de 
o,[i]  ou  g ; ainsi  o,[6]  = ® ou  g.  Donc,  pour  remonter  d une 
fraction  décimale  périodique  à la  fraction  génératrice  , il  faut 
diviser  la  période  par  le  nombre  formé  d autant  de  9 successifs 
que  la  période  a de  chiffres. 

On  trouvera  ainsi  que  o,[342]  = — 1^;  o, [5714^8] 

S7Mog  — 4.0  ro36l  — -3.1  — _4_ 

99a»9u  7 > I 999  ‘ * 

4°.  Si  la  période  ne  commence  pas  dès  la  virgule,  oh  trans- 
portera la  virgule  à l’origine  de  la  période,  et  on  cherchera  la 
fraction  qui  est  égale  à toute  la  partie  périodique  : réunissant 
cette  fraction  à l’entier , on  en  formera  une  fraction  à deux 
termes  dont  on  multipliera  le  dénofliiinateur  par  une  puissance 
de  10  marquée  par  la  quotité  des  ngures  de  la  partie  non  pé- 
riodique. Ainsi,  pour  o,5333...,  je  multiplie  par  10,  et  j’ai 
5,333...  = 5 j = divisant  par  10,  il  vient  o, 5333... 

— Pour  o,88[5i3],  on  prend  88,[5i3]  = 88^  = 
divisant  par  100,  on  trouve  o,88[5i3]  ==  = 7^. 
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' Des  Nombres  concrets  et  complexes. 

54<  Jusqu’ici  les  nombres  que  nous  avons  introduits  dans  nos 
calculs  sont  abstraits , c’est-à*dire  que  l’unité  n’a  pas  été  définie. 

Mais  ces  nombres  ne  peuvent  faire  acquérir  la  notion  de  la  gran- 
deur des  objets  que  quandl’unilé  est  connue.  Par  le  nombre 24» 
on  marque  bien  que  la  grandeur  à mesurer  est  formée  de  24  fois 
l’unité  : mais  lorsqu’on  dit , par  exemple , que  le  jour  est  com 
posé  de  24  heures,  on  énonce,  1°.  que  l’unitc  de  temps  est  la 
durée  d’une  heure;  2°.  que  24  de  ces  unités  durent  autant  qu’un 
jour.  Ces  sortes  de  nombres , composés  d’une  unité  particulière, 
qu’on  répète  autant  de  fois  que  l’indique  une  quantité  abstraite, 
sont  ce  qu’on  nomme  des  Nombres  concrets  : ce  sont  de  véri-  * 
tables  produits , dont  le  multiplicande  est  l’unité , et  le  mul- 
tiplicateur un  nombre  abstrait  : l’énoncé  24  francs  revient  à 24  * 

fois  un  franc. 

Nous  devons,  ayant  tout,  faire  connaître  les  dénominations 
qui  servent  à désigner  les  diverses  unités. 

1°.  L’unité  de  longueur  se  nomme  Mètre  ; c’est  la  dix-iniilio  - 
nième  partie  de  l’arc  du  méridien  de  Paris,  qui  s’étend  du 
pôle  à l’équateur. 

2®.  Un  carré  dont  le  côté  a 1 o mètres  est  l’unité  de  surface  ; 
on  le  nomme  /ire. 

3®.  Le  cube  qui  a pour  côté  la  dixième  partie  du  mètre  est 
l’unité  de  volume  ; c’estle  Litre.  On  se  sert  aussi  du  mètre  cube, 
ou  stère , pour  niesurer  le  bois  de  cbauifage. 

4°.  Le  poids  d’un  cube  d’eau  qui  a pour  côté  le  centiètne  du 
mètre  est  l’unité  de  poids  ; c’est  le  Gramme.  Comme  le  poids 
d’un  volume  croît  avec  la  densité , il  faut  ajouter  que  l’eau  doit 
être  pure,  et  au  maximum  de  densité,  qui  est  vers  4 degrés 
du  thermomètre  centigrade. 

5®.  L’or  et  l’argent  monnayés  doivent  contenir.^  d’alliage, 
.c'est-à-dire  être  à 0,9  Je  fin.  L’unité  monétaire  est  le  Franc, 
pièce  d’argent  du  poids  de  5 grammes. 

Mais  ces  unités  sont,  pour  divers  usages,  ou  trop  grandes,  ou 
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trop  petites  ; par  exemple,  la  dislauce  de  deux  villes  et  l’e'pais- 
scur  d’un  livre , exprimées  en  mètres  , seraient  d'une  part  un 
trop  grand  nombre , et  de  l’autre  une  fraction  gênante  : pn  a 
réuni  plusieurs  de  nos  unités  de  chaque  espèce  en  une  seule  pour 
mesurer  les  grandeurs  considérables,  et  sous-divisé  chacune  en 
parties  propres  à mesurer  les  petites  quantités.  La  longueur  de 
dix  mètres  forme  le  Décamhire j la  capacité  de  dix  litres,  le 
Décalitre  ;\epo\As  de  dix  grammes,  le  Décagrammc , etc.  La 
longueur  de  cent  mètres  est  V Hectomètre  ; le  volume  de  cent 
litres , V Hectolitre  j cent  grammes , Y Hectogramme  ; cent  ares, 
V Hectare,  etc.  ; mille  mètres  font  \c  Kilomètre  ; mille  litres,  le 
/f/7p///re;millegrammes,  le  Kilogramme , etc.  ; dix  mille  mè- 
tres valent  un  Myriamètre , etc. , ces  nouvelles  unités  devenant 
ainsi  de  dix  en  dix  fois  plus  grandes. 

On  partage  de  même  le  mètre,  le  litre,.. . . en  dix  parties; 
on  nomme  Déc/’mè<re,  le  dixième  du  mètre;  Déciff/re,  le  dixième 
du  litre;  Décime,  le  dixième  du  franc,  etc.  Chacun  de  ces 
dixièmes  se  partage  de  même  en  dix  ; le  Centimètre  est  le  cen  - 
tième  du  mètre;  le  Centime , le  centième  du  franc — ; le  Mil- 
limètre est  le  millième  du  mètre,  etc. 

Ainsi , en  se  réglant  toujours  sur  l’ordre  décimal , la  nomen- 
clature s’est  trouvée  comprise  dans  nos  six  noms  d’unités  princi- 
pales, devant  lesquels  on  place  des  additifscmpriintés  à la  langue 
grecque  pour  désigner  des  mesures  de  dix  en  dix  fois  plus 
grandes  : déca,  dix  ; liecto,  cent;  kilo,  mille;  mjria,  dix  mille  ; 
et  les  adjectifs  dérivé^  du  latin  : dcci,  dix  ; centi,  cent;  milli, 
mille,  pour  indiquer  des  unités  de  dix  eu  dix  fois  plus  itctitcs. 
Par  exemple,  un  kilogramnie  vaut  mille  grammes  ; un  centi- 
mètre, le  centième  du  mètre,  etc.  De  même  38a^,5  grammes 
valent 3kilogrammes,8hectogrammes,  2 décagrammes,  7gram- 
mes  et  5 décigramtnc.s  ; où , si  l’on  veut , 3 8,27$  hectogrammes, 
ou  3,8275  kilogrammes.  Ou  énonce  ces  grandeurs  de  la  manière 
accoutumée  aux  fractions  décimales;  la  seconde,  par  exemple, 
SC  lit  ainsi  : 38  hectogrammes  et 

Il  s’eu  faut  de  beaucoup  (|u’un  ait  besoin  de  toutes  les  espèces 
d’unités  conquises  dans  cette  exposition;  mais  on  rejette  celles 
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<|ui  n’onl  pas  d’usage.  Nous  dirons  donc  que  le  mètre  est  la  dix- 
millionième  partie  de  l'arc  du  méridien  qui  va  du  pôle  à l'équa- 
teur f l'are  est  le  décamètre  carré}  le  litre,  un  décimètre  cube;  le 
stère,  un  mètre  cube  ; le  gramme  est  le  poids  d’un  centimètre 
cube  d eau  distillée  au  maximum  de  densité;  le  franc  est  le 
poids  de  5 grammes  d’argent  à de  fin  (*).  La  conceptioa 
simple  et  grande  qui  a donne  naissance  à ce  système  repose  sur 
cette  idée,  qu’il  fautprcndredansln  nature  un  terme  invariable, 
le  mètre,  et  déduire  ensuite  de  cette  mesure  toutes  les  autres: 
si  quelque  catastrophe  venait  à détruire  tous  nos  .étalons , ils  se- 
raient faciles  è retrouver. 

Cet  admirable  système  a rencontré  une  opposition  devant  la- 
quelle on  a cru  devoir  fléchir  ; on  permit  l’usage  des  anciens 
noms:  ainsi  on  traduit  le  mot  hectare  par  arpent,  décalitre  par 
veke,  litre  par  pinte,  hectolitre  parscplier;  décalitre  par  bois- 
seau , kilogramme  par  livre , etc.  Ce  ne  fut  pas  une  idée  heu- 
reuse que  de  céder  ainsi  sur  la  nomenclature  ; ce  ne  sont  jias  les 
noms  dont  l’usage  est  gênant;  c’est  une  habitude,  contractée  dès 
l’cnfauce,  qui  a mis  nos  besoins  en  relation  avec  des  mesures 
qu’il  faut  changer.  Ainsi  l’on  ne  remédia  qu’à  un  mal  imagi- 
naire, et  l’opposition  demeura  dans  toute  sa  force. 

55.  Le  plus  bel  éloge  qu’on  puisse  faire  des  nouvelles  mesures 
est  l’exposition  des  anciennes.  Nous  présentons  ici  le  tableau  de 


(*)  Les  pièces  do  5 francs  pèsent  a5  gramincs;  4 de  ces  pièces  pèsent  iin  hec- 
togramme; 100  francs  pèsent  un  demi-kilogramme.  On  accorde,  sur  le  poids  cl, 
le  titre  des  pièces  de  5 francs,  une  tolérance  du  o,oo3  en  plus  et  en  moins.  Le 
kilogramme  d'argent  pur  vaut  environ  aaa  francs.  Les  pièces  do  5 francs  ont 
3^  millimètres  tic  largeur  diamétrale;  V)  de  ces  pièces , placées  sur  une  même 
ligne,  bout  è bout,  donnent  la  longueur  du  mètre;  8 pièces  forment  è peu 
près  3 décimètres. 

Les  pièces  de4ofr.  pèsent  ia,9o3aa  grammes;  celles  do  20  fr.,6,45iGi  gram- 
mes, ou  i55  pièces  de  ao  francs  (lèseiit  un  kilogramme,  valant  3ioo  francs. 
On  accorde  une  tolérance  de  o,ooa  sur  le  titre  et  sur  le  poids , soit  en  plus, 
soit  en  moins.  34  jiièccs  de  ao  fr.  et  1 1 de  40  fr. , placées  bout  à Iwut  sur  une 
ligne,  forment  la  longueur  du  mètre.  Le  kilogramme  d’or  pur  vaut  environ 
3444  fr.  L.U  vBleur  du  l'or  monnayé  est  |5  fois  et  demie  celle  de  l'argent. 
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celles  qui  étaient  en  usage  à Pai'is  ; car  elles  changeaient  avec 
les  provinces , et  même  avec  les  villes  d’un  même  État  (*). 

L’unité  de  longueur  se  nommait  Toise } elle  se  divisait  en 
6 Pieds,  chacun  de  12  Pouces,  et  chaque  pouce  de  12  Lignes. 

L’unité  de  poids  était  la  Livre  Ife,  partagée  en  16  Onces  5 , 
chacune  de  8 Gros  ou  Dragmes  3,  divisés  chacun  en  72 
Grains  gr,  ou  en  3 Scrupules  3 ( de  24  grains).  La  livre  était 
encore  partagée  en  2 Marcs,  de  8 onces  cliacun,  etc.  Le  signe  fi 
désigne  une  demie  ; ainsi  3 üfi  veut  dire  2 gros  et  demi. 

La  livre-monnaie,  dite  Tournois,  était  composée  de  "loSous, 
chacun  de  12  Deniers. 

L’unité  pour  peser  les  diainans  était  le  Karal,  poids  de  3,876 
grains  poids  de  marc,  ou  2 décigrammes;  il  se  divise  en  4 
grains  ('*''''). 

Le  Jour  se  partage  en  24  Heures,  l’heure  eu  60.  Minutes^ 
chacune  de  60  Secondes  " . 

Les  e'toffes  étaient  mesurées  avec  une  longueur  nommée 
Aune,  d’environ  44  pouces  ( 43'’‘’,9028  = 43'’°  «o",  8333). 


(*)  Ces  irrégularités  tiennent,  soit  aux  besoins,  soit  aux  usages  des  pays. 
Tantôt  on  préférait  la  sous^divisjon  par  12,  tantôt  par  20  ; on  choisissait,  des 
mesures  en  relation  ici  avec  les  travaux  do  l’agriculture , là  avec  lés  consom- 
mations. Par  exemple , le  boisseau  ras  de  blé  en  grain  pesait  20  ib  ; un  septier 
de  farine  pesait  220  ib,  etc.  ; la  livre  de  Lyon  avait  14  onces;  ailleurs  elle  n’en 
contenait  que  12,  etc. 

En  faisant  disparaître  toutes  ces  variations , le  nouveau  système  a rendu  on 
service  incontestable  aux  hommes;  mais  il  a malheureusement  l’inconvénient 
de  ne  pas  être  devenu , par  l’usage , en  relation  avec  nos  besoins. 

(**)  La  valeur  d’un  diamant  dépend  de  son  poids,  de  sa  taille,  de  sa  ligure, 
de  son  eau  ( son  éclat  et  sa  transparence). . . Pour  l’évaluer,  d’après  la  règle 
de  Jefferies,  on  exprime  d’abord  le  prix  du  poids  d'un  karat,  et  l’on  multiplie 
ce  prix  par  le  narré  du  nombre  de  karats.  Par  exemple , ~ff  le  karat  vaut 
5o  francs,  un  diamant  de  i33  karats  vaut  5o  x (i33)’,  ou  8S44^  francs.  Le 

. 3 

Pitre,  diamant  de  la  couronne,  du  poids  de  i36  karats  7,  fut  payé  2 mil- 

4 

lions  et  demi , re  qui  revient  à i34  francs  le  premier  karat.  Le  Sancy,  autre 

diamant  de  la  couronne,  pèse  Si  i karats.  Au  reste,  la  règle  de  Jefferies  no 

subsiste  que  jusqu’à  un  certain  poids , passé  lequel  le  diamant  n’a  qu’un  prix 
d’affection . 
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Le  Boisseau,  capacité  de 655, pouces  cubes,  contenait  i6 
litrons  (de  pouces  cubes  chaque).  Le  Seplier  valait 

12  boisseaux  , c’est-à-dire  7869,86  pouces  cubes  ; la  Mine,  6 
boisseaux;  \e  Minot,  3;  \eMuid,  i44>  c’est-à-dire  12  sep- 
tiers. 

La  Pinte,  qui , selon  l’ordonnance  des  Écbevins , devait  con- 
tenir 4B  pouces  cubes,  n’en  avait  réellement  que  4^,95.  La 
Velte  valait  8 pintes  ; le  Muid  288;  il  se  divisait  en  2 Feuillettes 
ou  4 Quartauts.  Le  Tonneau  valait  2 muids  ou  576  pintes.  A , 
Bordeaux  , le  tonneau  contenait  3 muids  ou  864  pintes  ; la 
Queue  d’Orléans  valait  482  pintes. 

Récapitulons  les  mesures  ci-dessus  énoncées. 


Jour.  Heures.  Minutes.  Secondes.' 


i = 6 = 7a 

1 = la 

= 

1 

1 

= a4  = 

■4^  = 

00  = 3ooo 

1 

= 

12 

I = 60 

Lirre.  Marcs. 

Onces. 

Gros.  Scrupules.  Grains. 

1 = a 

= 16  = 

ia8 

= 384 

= 9216 

1 

= 8 = 

64 

= 192 

= 4608 

1 = 

8 

= 

=:  576 

• ✓ 

1 

= 3 

1 

Il  II 

Miiid.  Sentiers.  Boisseaux.  Litrons. 

Livre.  Sous.  Deniers. 

1 = 12  = 

44 

= 2804 

= 

ao  = 240  I 

1 = 

la 

= iga 

1 = la 

• 

1 

= 16 

Quant  aux  rapports  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  me- 
sures, voyez  à la  fin  de  l’Arithmétique. 

Il  nous  reste  à parler  des  moyens  de  faire  les  quatre  règles 
sur  des  nombres  complexes  : on  nomme  ainsi  ceux  qui  sont 
formés  d’unités  principales  et  de  sous-divisions.  Nous  n’avons 
rien  à dire  pour  les  nouvelles  mesures  qui , n’admettant  que 
des  fracdons  décimales,  rentrent  dans  ce  qu’on  a enseigné 
(n“  45,  46  et  47).' 

56.  Pour  ajouter  ou  soustraire  les  quantités  complexes,  on 
écrit , au-dessus  les  unes  des  autres , les  parties  qui  ont  une 
même  dénomination,  et  l’on  opère  successivement  sur  chacune  > 
en  commençant  par  les  plus  petites.  Si  la  somme  d’une  colonne 
surpasse  le  nombre  d’unités  nécessaires  pour  former  une  ou 
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plusieurs  unités  tic  l’ordre  supérieur,  on  les  relient,  et  l’on  ne 
pose  que  l’excédant. 

Exemples  d’addition  ; 


Toises. 

Pieds. 

Pouces. 

Ligues. 

Marcs.  Onces. 

Gros. 

Grains. 

i54 

3 

7 

9 ï 

i5  3 

6 

42 

23 

2 

8 

217  7 

7 

6o 

i32 

5 

lO 

3 i 

4i  6 

5 

'7  » 

O 

2 

7 

1 

4 5 

6 

to 

3i  1 

2 

lO 

» 1 

280  0 

1 

57 

Livres. 

Sons. 

Ocuiers. 

Jours.  Heures.  Minutes.  Secondes. 

322 

'7 

5 

2 10 

42 

54 

43 

1 1 

7 

5 9 

’7 

'9 

7 

8 

4 

0 21 

3 

48 

i8 

2 

7 

00 

*0 

4 

1 

43 

i6 

6 

435 

i6 

5 

Dans  le  premier  de  ces  exemples,  la  colonne  des  lignes  donuei 
2.5  lignes  I,  ou  2 pouces  i ligne  ^ , parce  que  i2  lignes  valent. 
1 pouce  ; on  pose  donc  seulement  1 1 , et  l’on  reporte  2 à la  co- 
lonne des  pouces,  qui  donne  34,  ou  2 pieds  lo  pouces;  posez  lo- 
et  retenez  2,  etc. 

Voici  quelques  soustractions  : 

Livres.  Onces.  Gros.  Grains.  Toises.  Pie<ls.  Pouoos.  Lignes, 


32 

9 

2 44 

487  0 

0 

0 

12 

13 

5 12 

3i9  4 

3 

10 

«9 

12 

5 32 

167  I 

8 

2 

Livres. 

Sous. 

Deniers. 

Jours. 

Heures. 

Minutes.  Secondes. 

349 

•7 

4 

>7 

1 1 

47 

5 

127 

8 

7 

i3 

18 

55 

40 

222 

8 

9 

3 

16 

5i 

25 
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On  voit  cju’après  avoir  soustrait  1 2 grains  «le  44 1 on  passe  aux 
gros;  mais  comme  2 — 5 ne  se  peut,  on  ajoute  1 once  ou  8 
gros,  et  l’on  a 10  — 5 = 5;  puis  on  ajoute  pareillement  une 
once  aux  12  qu’il  faut  ôter  de  9 ; de  sorte  qu’on  dira  9' — 13  ne 
se  peut;  ajoutant  une  livre  ou  16  onces,  on  a 25 — 1 3=  12,  etc... 
Cette  ope'ration  est  fondée  sur  le  même  principe  que  pour  les 
nombres  entiers. 

Descartes,  né  le  3 avril  iSgG,  est  mort  le  n février  i65o; 
Pascal , ne  le  19  juin  1G23 , est  mort  le  10  août  1662  ; Newton, 
né  le  1 5 décembre  1642,  est  moitié  18  mars  172^.  On  demande 
la  dure'c  de  la  vie  de  ces  grands  ge'omètrcs. 

57.  Pour  la  multiplication  des  nombres  complexes , «l’après 
les  principes  donnés  (n°  ^1) , on  opérera  séparément  sur  les 
entiers  et  sur  les  fractions.  On  remarquera  que  le  multiplica- 
teur doit  toujours  être  un  nombre  abstrait  (n“  54),  destiné  à 
marquer  combien  de  fois  on  répète  le  multiplicande.  Multiplier 
12  francs  par  3 aunes,  ce  ne  peut  être  répéter  12  francs  3 aunes 
lie  fois,  mais  bien  répéter  12  francs  autant  de  fois  que  l’unité 
est  comprise  dans  trois  aunes,  c’est-à-dire  3 fois.  Ainsi , lorsque 
les  deux  facteurs  paraisseut  concrets,  c’est  que  la  question  est 
utal  interprétée.  Au  reste,  ceci  s’éclaircira  par  la  suite. 

11  se  présente  deux  cas*  suivaut  que  le  multiplicateur  est  ou 
u’est  pas  complexe. 

i"  CAS.  On  voudrait  savoir  le  prix  de  17  aunes  4 d’une 
étoile  qui  coûte  45  livres  12  sous  6 deniers  l’aune  ; il  est  clair 
qu’il  faut  répéter  ce  dernier  nombre  17  fois  et  ],  de  sorte  que 
le  multiplicateur  17  ^ cesse  de  représenter  des  aunes,  et  de- 
vient uu  nombre  abstrait  ( 11®  54  )•  On  multiplie  d’abord 
45  livres,  puis  12  sous,  puis  enfin  6 deniers  par  17.  Le  pre- 
mier de  CCS  calculs  n’olTre  pas  de  difficultés.  Décomposons  12 
sous  en  1 0-I-2  : puisijue  1 livre  répétée  1 7 fois , donne  1 7 livres , 
1 0 sous  ou  ^ livre  doit  donner  la  moitié  de  1 7 livres  ; 2 sous  en 
donne  le  dixième,  ou  le  cinquième  du  produit  de  10  sous.  On 
a pour  G deniers,  le  quart  du  produit  que  donne  2 sous.  On 
prend  ensuite  les  deux  tiers  du  multiplicande,  et  l'on  ajoute  le 
tout.  ^ 
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Voici  l'ordre  ([u’on  suit  dans  ce  calcul: 

45^  1 3-^  6** 

45f  }i7foU45^  ■ • 

8.  ..10^ pour  10-'',  la  moitié  de  17^. 

I . . . i4 pour  s'^'jle  10*  de  17%  ou  le  5'  de  8*  lo'^. 

o...  8..  6*'..  pour  6*>,  le  î du  produit  qu’a  donné 

15.. *.  4"  pour  le  tiers  du  multiplicande. 

15.. .  4»’  • ♦ poiu' j. 

806*"  io*‘ 


Dans  ce  genre  d’opérations  tout  se  réduit  à décomposer  cha- 
que fraction  en  ses  aliquoies,  comme  n°  ^1.  Ainsi  19  sous 
ou  -jl  de  livre,  se  décompose  en  ^ = = et  ^ = il 

faudrait  donc,  pour  iqsous,  prendre  la  le  4 et  le  j de  l’entier 
multiplicateur,  considéré  comme  des  livres.  On  pourrait  aussi 
prendre  if  = ^ = î et  deux  fois  -^  = De  même  pour 

8 on  prendra  i = f , 1 = 2 et 

On  voit  dqnc  que,  pour  multiplier  une  fjcaction  complexe, 
après  l'avoir  exprimée  en  fractions  à deux  ternies,  il  faut  dé- 
composer son  numérateur  en  parties  qui  divisent  le  dénomina- 
teur; les  fractions  composantes  seront  donc  réduites  à d’autres 
dont  le  numérateur  est  i . Par  exemple,  pour  i o pouces,  ou  de 
pied,  on  coupera  10  en  6 -{-2  -f- a,  ce  t|ui  fera,  en  réduisant, 
2 , 2 et  I;  ou  bien  en  4 *+■  4 + ‘I'**  ï » ï 6 » 

6 -j-'3  -f-  I,  qui  donnent  2 et  etc.... 

Observons  que  si  le  multiplicateur 
n’a  qu’un  seul  chiffre , il  est  plus 
simple  d’opérer  comme  pour  l’addi- 
tion. Dans  l’exemple  ci— contre,  on 
dira:  7 fois  18  grains  = 126  grains  = 

I gros  54  grains.  On  pose  54  et  on  retient  i.  Passant  au  produit 
de  4 gros  par  7 , on  a4x  7 4-i  =29gros,  ou  3 onces  5 gros; 
on  pose  5 gros  et  l’on  retient  3 onces , etc. 

Pour  multiplier  i4  s.  par  483 , il  faut  prendre  les  ^ ou  les  ^ 
de  483  bvres;  on  a '2^  ou  338, 1 , ou  enfin  338  liv.  2 s.  Cet 
exeinple^rouve  que,  pour  multiplier  un  nombre  pair  de  sous, 


Liv.  One.  Gros.  Grains. 
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il faut  en  prendre  la  moitié , faire  le  produit  de  cette  moitié,  en 
mettant  au  rang  des  sous  le  double  des  unités  de  ce  produit. 
Pour  i8s.  X 56,  comme  56X9  = 5o4,  on  a 5o  liv.  8 s.  ; 8u 
pièces  de  la  s.  font  8 X 6 = 4^  6v. 

a«  CAS.  Cherchons  la  valeur  de  36  marcs  6 onces  4 gros  d’ar- 
gent à 5i  liv.  i5  s.  5 den.  le  marc.  On  répétera  d’abord  5i  liv. 

1 5 s.  5 den.  36  fois  ; et  ensuite  autant  de  fois  que  6 onces  4 gros 
sont  contenus  dans  le  marc  ; le  multiplicateur  est  abstrait  et 
cesse  de  représenter  des  marcs.  Ainsi  on  ne  multipliera  d’abord 
5i  liv.  i5  s.  5 den.  que  par  36,  ainsi  qu’on  le  voit  ci-contre, 
d’après  la  règle  exposée  ci-dessus.  Il  reste  ensuite  à multiplier 
par  la  fraction  6 onces  4 gros  ; en  prenant  d’abord  pour  4 onces 
la  moitié  du  multiplicande  total  5i  liv.  i5  s.  5 den. , parce  que 
4 onces  équivaut  à j , ou  la 
moitié  «l’un  marc;  pour  2 onces, 
on  pi;end  ensuite  la  moitié  de 
ce  produit,  etc. 


5i^ 

36-" 

3i)6» 

i53 


i5-^ 

6" 


5», 

4^- 


faciliter  les  calculs , ont  fait  un 
faux  produit  : par  exemple, 
si  l’on  avait  eu  «4  s.  au  lieu  de 
i5  s , il  aurait  fallu  de  même 
faire  le  produit  de  i s. , qu’on 
auraitdfacé  après  avoir  trouvé 
le  produit  des  5 den. 

Voici  deux  autres  exemples  : 


4-^.  ..25 

4f 

r^...  I 
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4*“. . . O 
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2“  ...  I 2 

10 

10 

4*'...  3 
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8 

1905 

16 
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12^ 

8*- 

37»' 

i5^ 

S’' 

51*  4«” 

9‘ 

S" 
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24^ 
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I-' 

48 

P'  3P 

18 
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4*'. . . 0 

«4 

3P“ 

I 

1 1 

3P...  6 

9 

4*' 

364 

*4 

3 

2l>.  . . 4 

b 

2 l 

4*”;*î . 0 

i4 

4î 

554 

■ 3 

>«  9 

78  ' ABiTllMÉïlyut. 

.58.  Puisque  le  quolient,  iiiultipiié  par  le  iliviseur,  produit  le 
dividende,  la  division  doit  offrir  aussi  deux  cas,  suivant  que  le 
quotientou  lediviseur  représente  le  multiplicateur,  eldoit  être 
considéré  comme  abstrait. 

i"CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicateur,  le  quotient  est  le  * 
multiplicande  et  doit  être  de  la  même  espèce  d’unités  que  k 
dividende,  qui  représente  le  produit. 

Lorsque  le  diviseur  n’est  pas  complexe , ou  opère  tour  à tour 
sur  chaque  espèce  d’unités  du  dividende , en  commençant  par  la 
plus  grande.  Ainsi,  pour  diviser  a34  liv.  i5  s.  7 den.  par  4; 
on  prendra  le  quart  de  a34  liv.,  qui  est  58  liv.,  avec  le  reste 
2.  liv. , qu’on  réduira  en  sous  pour  les  joindre  aux  i5  s.  du  divi- 
dende, 4»+  >5  = 55,  dont  le  quart  est  i3  s.  avec  le  reste  3 s. 
ou  36  den.  ; 36  -f-  7 = 43  den. , dont  le  quart  est  10  J den.. 
le  quotient  est  donc  58  liv.  i3s. 

. 10  \ den. 

Un  ouvrier  a reçu  i5i  liv.  14s. 

6 den.  pour  4^  jours  de  travail  ; 
pour  savoir  ce  qu’il  gagnait  clia- 
quejour,  on  divisera  i5i  liv.  14s. 

6 den.  par  le  nombre  al>slrait  42. 

On  voit  ci-contre  le  détail  du 
calcul. 

Quand  le  diviseur  n’a  qu’un  seul  chiffre,  comme  dans  le 
premier  exemple,  au  lieu  de  suivre  tous  les  détails  de  ce  type 
de  calcul , il  n’est  besoin  d’écrire  que  le  quotient,  attendu  que 
la  mémoire  suffit  pour  retracer  les  restes  successifs.  C’est  aiusi 
qu’on  eu  a usé  ( p.  23  ) , et  même  dans  les  exemples  de  multi- 
plications complexes,  lorsqu’il  a fallu  prendre  la  moitié,  le  tiers, 
le  quart 

Si  le  diviseur  est  complexe,* mais  qu’on  doive  encore  le  re- 
^garder  comme  abstrait,  il  faut  d’abord  faire  disparaître  les  frac- 
tions qui  l’affcclent  : pour  cela , on  multipliera  le  dividende  et 
le  diviseur  par  le  nombre  qui  exprime  combien  la  plus  petite 
espèce  d’unités  de  celui-ci  est  contenue  dans  la  plus  grande. 
Cette  opération  n’altéreia  pas  le  quotient  (n°  i5.  i°)j  et  comme 
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chaque  espèce  d’unilés  du  diviseur  poduira  des  unitt*s  entières , 
d sera  rendu  entier.  Ainsi  , 4z  toises  5 pieds  4 pouces  ont  coûte 
554  liv.  i3s.  Il  den.  ^ ; on  demande  le  prix  de  la  toise?  Il  faut 
diviser  ce  dernier  nombre  par  le  premier,  considéré  comme 
nombre  abstrait.  Comme  4 pouces,  ou  ^ de  pied,  est  contenu 
18  fois  dans  la  toise,  on  doit  multiplier  les  deux  nombres  pro- 
prose'spar  18.  La  question  devient;  772toisesontcoûté99841iv. 
10  8.  8 den.;  quel  est  le  prix  de  la  toise?  La  division  de  9984  liv. 
10  8.  8 den.  par  le  nombre  abstrait  772  donne  pour  quotient 
12  liv.  18  s.  8 den. 

De  même,  pour  diviser  806 liv,  o s.  10  den.  par  17  | , il  fant 
multiplier  par  3,  et  l’on  a24>8  liv,  2 s.  6 den.  à diviser  par  53. 
Si  le  divi.scur  est  3“  7“  4®",  on  multipliera  par  16,  parce  que 
4 gros  ou  la  moitié  de  l’once,  est  contenu  16  fois  dans  le  marc. 

2*  CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicande , il  doit  être  de 
la  même  espèce  que  le  tCividende  ; le  quotient  est  abstrait , et 
indique  combien  de  fois  l’un  contient  l’autre.  On  feia  dispa-' 
raitre  les  fractions  du  dividende  et  du  diviseur,  ainsi  qu’il 
vient  d’être  ditj<^uis  on  les  regardera  l’un  et  l’autre  comme 
des  nombres  abstraits  ; en  effet , 12  liv,  contiennent  3 liv.  autant 
de  fois  que  12  contient  3. 

Par  exemple,  pour  diviser  364  liv.  >4  3 den.  par  37  liv. 

l5  8.  8 den. , on  multipliera  ces  deux  nombres  par  20X12X18 
ou  4320,  parce  que  le  dix-huitième  de  demer  est  contenu  4320 
fois  dans  la  livre.  Il  faudra  donc  diviser  i 5-J5  565  par  i63  224, 
ce  qui  donne  9 Pour  faire  la  preuve  par  la  multiplica- 

tion, p.  77 , il  faut  évaluer  la  fraction  fHIH  en  parties  de  la 
toise , comme  on  va  le  dire. 

Combien  de  fois  i43  liv,  17  s,  6 den.  contient-il  11  liv.?  Il 
faut  multiplier  par  40,  et  diviser  entre  eux  les  produits  5^55 
et  44°  ; 0“  trouve  i3  lois  et 

5g.  Les  fractions  à deux  termes , les  décimales  et  les  com- 
plexes sont  les  trois  sortes  de  fractions  en  usage.  Nous  savons 
déjà  convertir  les  deux  premières  l’une  eh  l’autre  (p.  63  et  68); 
voyons  à les  changer  en  la  troisième , et  réciproquement. 

On  réduit  une  fraction  en  nombre  complexe , en  divisant  le 
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numérateur  par  le  dénominateur.  Ainsi , pour  avoir  les  y de  la 
livre , on  divisera  5 livres  par  7 , et  l’on  aura  1 4 sous  3 de- 
niers f . 

Réciproquement,  pour  convertir  un  nombre  complexe  en 
fractions  à deux  termes , il  faut  le  réduire  à sa  plus  petite  es- 
pèce. Ainsi  i4  s.  3 den.  f vaut  171  den.  f , ou  de  den.  : 
comme  la  liv.  vaut  240  den. , on  divisera  par  240 , et  l’on  aura 
ou  f de  liv. 

Pour  évaluer  en  sous  et  deniers  Infraction  0,715  liv. , ilfaut 
multiplier  par  20 , et  l’on  a 1 4>3  s.  ; de  même  multipliant  o,  3 s. 
par  12,  on  a 3, 6 den.  ; donc  o*’,7i5  = i4'^3*',6. 

On  i-éduit  une  fraction  complexe  en  décimales , en  la  con- 
vertissant d'abord  en  fraction  à deux  termes , puis  celle-ci  en 
décimales  ( n' 5o). 


III.  PDISSAHCES  ET  RACINES. 


Formation  des  Puissa 


60.  En  multipliant  un  nombre  par  lui-même,  i 2,  3,. . . . 
fois  successives,  on  en  obtient  les  puissances  2,  3,  4>  • ■ • comme 
on  le  voit  dans  le  tableau  ci-contre. 
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6 

36 
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7 

49 
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8 

64 
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9 

81 
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Le  carré  ( n"4i , 5°)  de  | est  x î = ^ ; le  cube  est  . . . . 
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Lorsqu’on  veut  former  une  puissance  éleve'e , on  peut  e'viter 
de  passer  successivement  du  carré  au  cube , du  cube  à la  qua- 
trième puissance Soit  demandé  3";  comme  il  s’âf»it  de 

vendre  3 onze  fois  facteur , je  décompose  iien3-f-4  + 4î 
vient  3"=3^x3*X  3b  On  voit  donc  qu’/V _/àut  décomposer 
la  puissance  proposée  en  d’autres  dont  elle  soit  la  somme-,  et 
multiplier  ces  résultats  entre  euSc  ; en  sorte  que , dans  la  multi- 
plication, les  exposans  s’ajoutent.  Ici,  3*  = a7,3^=8i;  en 
multipliant  i on  a 3' = 2187  ; multipliant  de  nouveau  par  81, 
on  trouve  3“  =177  147. 

Observez  que  3*  X 3'*  n’est  autre  chose  que  le  carré  de  3*,  ou 
8i’=656i  ; ainsi,  multipliant  (3^)*,  ou656i  par  3^=27,  on 
obtient  de  même  3'  ‘ . La  puissance  1 2 est  3*  X 3*  X 3<  = le  cube 
de  3‘f  ou (3*)’,  on  trouve  3'*  = 8i^=  53i  44*  ■>  divisant  par  3 , 

il  vient  3*' = 177  i47-  En  général,  décomposez  la  puissance 
proposée  en  deux  facteurs  , formez  la  puissance  indiquée  par 
l'un,  et  élevez  le  résultat  à la  puissance  marquée  par  Vautre  ; 
ou  autrement,/;o«r  élever  à une  puissance , multipliez  V expo- 
sant par  le  degré  de  la  puissance.  {Voy.  n°  i24)-  Par  exemple, 
pour  5.‘*,  faisons  ^ X 5‘*.  Or  18  = 2 X 3 X 3 ; : on 

fera  donc  le  carré  de  5^  on  l’élevera  au  cube,  puis  le  résultat 
encore  au  cube,  et  l’on  aura  la  dix  — huitième  puissance; 
après  quoi  on  divisera  pan*  5 pour  avoir  la  dix  — septième. 
Voici  le  calcul  : 5“  = 25,  25^  = 5®=  i5  625,  dont  le  cube  est 
.5'*  ■=:  3 8i4  697  265  625;  enfin  5'^  = 762  g3q  453  i25-  On 
remarquera  avec  quelle  rapidité  les  puissance»  croissent.  La 
soixante-quatrième  de  2 est  18  44^  744  ®?3  709  55i  616.' 

Extraction  des  Racines  carrées. 

61  ..Le  carré  d’un  nombre  de  2'  cbillres,  tel  que  35 , se  forme 
par  la  multiplication  de  35  par  35,  opération  qui  exige  quatre 
produits  partiels  ; i“.  5 X 5,  oule.cacrédcs  unités  ; 3®.3ox5, 
ou  le  produit  des  dixaincs  par  les  unités;  3".  une  seconde  fois 
3o  X 5;  4“'  3o  X 3o,  ou  le  carré  des  dizaines.  Donc  le  caiTé 
T.  I.  6 


/ 


Dk  -- 


89  AUTHMÉTIQBE. 

d’un  noninre  de  a chiftes  est  formé  du  currif  des  dixaina,  dkux 
foit  le  produit  des  dixaines  par  les  umiiée,  plus  enfin  le  carré 
des  unités.  Ainsi  35’as 900  4. 3oo  4**5=  laaS. 

Pour  multiplier  7 4*^  pttr  7 4-  o»  multiplie  7 et  5 à’abord 
par  7,  puis  par  5,  et  l'on  ajpqte;  cequi  donne  7*4-  7 X 5 d’une 
part,et  7xS45*de]l’atit)re.  Puoci»*u«tiin494a54-ax35a=  1 44< 
Donc,  poqr -faire  le  cqrrd  de  7 4*  5 * il  ne  suffit  pas  de  carrer 
7 et5ÿ  il  faut  encore  ajouter  Ip  double  du  produit  de  7 par  5. 
Le  carré  fTwt  pampre  composé  de  deux  parties  se  forsfie  des 
carrés  de  chacune,  augmentés  du  double  dekur  produit,  {Wcty^ 

“®97»  1"*)  ' ^ *«  ' 

6a.  Le8mcrésdet9,.ioo,  rooo.^.  sont  ino,  toooo,  i 000  000 
PU  I sqiTidedeux  fois^ptant  deiérosipi’ilyenaà  latueine: 
ainsi  tout  trombre  di’np  peul  chiffre,  ou  compris  entre  1 et  10, 
a son  carré  entre  1 pt  100 , c’est4-dlre  éemposé  de  t ou  a 
chiffres  : de  mênm  tout  hpmbre  dn  > chiffies  eu  a 3 ou  4 ik  son 
barré , etc.  En  général,  le  avré « le  double,  aulmàtmble  moins 
I , des  chiffre^  de  la  raciste  (p.  19I. 

Procédons  au  caloql  de  l’extraction  des  kacines  carrées.  Celles 
des  nontbres  de  i ou  a chifires  sont  comprises  dans  les  tables 
n*'  i4  et  80  : quant  aqx  autres,  U faut  distinguer  deux  cas. 

I **  CAS.  ffi  le  nombre  proposé  f td  que  784  > n 3 ou  4 chiffres , 
sa  racine  en  a dpax  ; et  784  est  composé  chi  carré  des  dixaines 
do  la  racine , dé  celai  des  unités , ét  dû  double  du  produit  des 
dixaines  par  les  unités.  Or,  )a  première  dè  Ces  parties  se  forme, 
en  ajoqtimt  déux  zéros  au  carré  du  chtffire  des  dixaines  (n°  1 3,3°.); 
d’oùiisait  que  ce  carré  n’entré  dktns  l'addition  de  ces  trois  parties 
qu’au  rang  des  centaines.  En  séparant  les.deux  chiffres  84 , on 
voit  que  7 contient  le  carré  du  chiffire  des  dixaines , considérées 
comme  des  unités  ûmples , et  en  outre  les  centaines  produites 
par  les  autres  parties  du  carré. 

On  prendra  la  racine  du  plus  grand  carré  4 contehu  dans  7, 
elle  sera  le  chiffre  des  dixaines  cherché  : car  7 étant  compris 
entre  les  carrés  de  2 et  de  3 , le  nombre  proposé  784  l’est  entre 
20*  dt  3o°  ; ainsi  la  racine  est  entre  2oet  3o,  ét  l’on  a a pour  le 
chiffre  des  dixaines. 
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Eu  retranchant  4 de  7,  le  reste  3 est  la  retenue;  ainsi  384  est 
composé  du  carré  des  unités , plus  du  double  des  dizaines  mul- 
tiplié par  les  unités. 

On  forme  le  produit  du  double  des  dizaines  par  les  unités,  en 
multipliant  le  double  du  chiffre  des  dizaines  par  les  unités , et 
mettant  un  zéro  à droite.  Ainsi , dans  l’addition , ce  produit 
est  compris  au  rang  des  dizaines , et  contenu  par  conséquent 
dans  38,  en  séparant  de  384 chiffre  4 des  unités  : 38  contient 
en  outre  les  dizaines  produites  par  le  carré  des  unités , et  celles 
qui  provieunent  de  ce  que  784  peut  n’être  pas  un  carré  exact. 
Si  ces  dizaines  étaient  connues , eu  les  ôtant  de  38 , le  reste  se- 
rait le  double  produit  dont  il  est  ici  question;  donc,  en  le  divi- 
sant par  4 1 double  du  chiffre  des  dizaines,  le  quotient  serait  les 
unités.  Divisons  donc  3o  par  4i  le  dividende  sera  plus  grand  que 
celui  qu’on  doit  employer,  et  le  quotient pourraétre  trop  grand; 
mais  il  sera  facile  de  le  rectifier. 

Car  si  le  quotient  ^ , ou  9 en  nombre 
entier,  représente  en  effet  les  unités,  en 
plaçant  9 à côté  du  double  4 du  chiffre 
des  dizaines , 49  sera  le  double  des  dizai- 
nes ajouté  aux  unités;  et  49  X 9 sera' 
le  double  du  produit  des  dizaines  par 
les  unités , plus  le  carré  des  unités.  Or, 

49  X 9 = 44  * > 384  » donc  9 est  trop 
grand.  On  éprouvera  le  chiffre  8 de  la 
même  manière  ; et , comme  48  x 8=384  ; 
qui,  retranché  du  reste,  donne  o,  on 
voit  que  784  est  le  carré  exact  de  28. 

On  a mis  ici  le  type  du  calcul , ainsi  que 
celui  de  t/  aySS,  qui  est  5i  , avec  le  reste  3i  ; de  sorte  que 
Sa  est  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  2735 , c’est- 
à-dire  celle  de  2735 — 3i;  ou  2704.  On  trouve  ainsi  121  = 1 1. 

2*  CAS.  On  raisonnera  de  même  si  le  carré  a plus  de  quatre 
chiffres;  car  alors,  bien  que  la  racine  en  ait  plus  de  deux,  on 
peut  encore  la  regardcrcomme  composée  de  dizaines  et  d’unités; 
par  exemple,  $a3  a Sa  dizaines  et  3 unités- 

6.. 
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384 
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Âiusi,  pour  278  Sag,  on  verra,  par 
la  inèinc  raison , que  le  carre'  des 
dixaines,  considérées  comme  simples 
unités , est  contenu  dans  273$  ( en 
séparant  les  deux  chiffres  à droite  , 

29),  et  que  la  racine  du  plus  grand 
carré  contenu  dans  2735  donne  les  dixaines.  On  a trouvé  ci- 
dessus  52  pour  cette  racine , et  3 1 pour  reste  ; de  sorte  que 
descendant  29  à côté  de  3i,  3129  est  le  double  produit  des 
dixaines  52  par  les  unités  inconnues,  plus  le  carré  de  ces  unités  ; 
supprimant  le  chiffre  9,  on  divisera  3i2  par  io4,  double  des 
dixaines  5a  ; on  aura  le  quotient  3,  qui  est  les  unités  de  la  ra- 
cine , ou  un  nombre  plus  grand. 

Enfin  , plaçant  ce  quotient  à droite  de  io4,  et  multipliant 
1043  par3,  on  retranchera  leproduit3i29  dureste3i29;  ainsi 
5a3  est  exactement  la  racine  cherchée. 

Ce  raisonnement  s’applique  à tout  nombre  ; on  voit  qu’il  faut 
le  partager  en  tranches  de  deux  chiffres , en  commençant  par 
la  droite  , ce  qui  ne  laissera  qu’un  seul  chiffre  dans  la  dernière 
trahehe  , lorsque  le, nombre  des  chiffres  sera  impair.  Chaque 
tranche  donne  un  chiffre  la  racine,  en  opérant  sur  chacune 
comme  il  vient  d’être  dit.  Il  est  donc  bien  facile  de  juger  à priori 
du  nombre  de  chiffres  de  la  racine  tl’un  nombre  donné.  Quand 
cette  racine  n’est  pas  exacte  , le  calcul  conduit  à un  reste  ; nous 
allons  montrer  l’usage  de  ce  reste  pour  approcher  de  la  racine. 

Observez  aussi  qu’il  est  inutile  d’écrire  les  divers  produits  à 
soustraire,  et  qu’on  peut,  comme  pour  la  division  (p.27),  faire 
à la  fois  chaque  multiplication  et  la  soustraction. 
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On  peut  aussi  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : ^ 7 283  2g  j 
= 2698 , reste  4087  ; et  v/  3 1 7g  08g  = 1 783. 

• 63.  On  appelle  Commensurables  ou  Rationnels  nombres 

qui  ont  une  commune  mesure  avec  Tunité  ; tel  est  parce  que 
le  5'  de  l’unité  est  contenucinqfois  dans  i , et  deux  fois'dans 
Mais  tout  nombre  entier,  qui  n’est  pas  le  carré  exact  d’un  en- 
tier, ne  saurait  l’être  non  plus  d’un  nombre  fractionnaire,  et 
par  conséquent  sa  racine  est  incommensurable  avec  l’unité.  Car 
s’il  y avait  une  commune  mesure,  contenue,  parcxemple,  cinq 
fois  dans  l’uni  té.  et  treize  fois  dans  p/  7,  en  sorte  que  (36)  la 
racine  de  7 fût  représentée  exactement  par  = y/  7 , en  éle- 
vant au  carré  on  aurait  ^ = 7 ; ce  qui  est  absurde,  ces  deux 
fractions  étant  irréductibles  (n“  4*>  5®.). 

Puisqu’on  divisant  l’unité  en  parties  égales,  on  ne  peut  ja- 
mais prendre  celles-ci  assez  petites  pour  que  l’une  d’elles  soit 
contenue  exactement  dans  \/  7,  et  qu’aucune  fraction  ne  peut 
être  la  valeur  juste  de  y/  7,  si  l’on  veut  la  mesure  exacte,-  il 
faut  prendre  une  autre  unité  (36);  à moins  qu’on  ne  se  con- 
tente d’une  approximation  , en  rendant  les  parties  de  l’unité 
assez  petites  pour  que  la  différence  entre  7 et  un  certain 
nombre  de  ces  parties,  puisse  être  négligée  comme  de  peu  d’im- 
portance. Par  exemple,  si  l’unité  contient  100  parties,  et  qu’on 
trouve  que  2 unités  -f-  64  de  ces  parties  sont  •<  7 , taudis  que 

65  surpassent  7 , c’est--à-dire  que  7 soit  entre  les  carrés  de 
2,64  et  2,65,  on  dit  que  \/  7 est  entre  ces  nombres,  et  qu’on 
a cette  racine  à moins  de  un  centième.  C’est  ce  qui  expbquc 
ce  paradoxe,  qu’on  peut  approcher  autant  qu’on  veut  de  4/7, 
quoique  ^ 7 n’existe  pas  numériquement. 

Si  l’on  veut  négliger  les  quantités  moindres  que  le  cinquième 
de  l’unité,  il  faudra  donc  trouver  combien  ^ 7 contient  de  ces 
cinquièmes,  c’est-à-dire  chercher  deux  fractions,  telles  que 
et  ^ ayant  5 pour  dénominateur , dont  les  nui^rateurs  ne  dif- 
fèrent que  de  I,  et  qui  comprennent  \/ 1 ent^e elles,  ou  plutôt 
7 entre  leurs  carrés.  Pour  obtenir  ces  numérateurs  i3  et  i4,  con- 
cevons les  carrés  de  nos  fractions  et  celui  de  \/ ’)  multipliés  par 
a5;  a5  X 7 sera  compris  entre  les  carrés  des  numérateurs  in- 
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connus,  et  ^ar  coaséquent  t/(a5X7)  ou  175  sera  com- 
pris entre  ces  numérateurs.  Or,  1/175  tcnnbe  entre  v3  et  i4  ; 
donc  ^ et  ^ sont  les  fractions  cherchées , ou  les  valeurs 
approchées  de  V^7,  à moins  de  l’une  par  défaut,  l’autre  par 
excès  (*). 

. De  même  pour  avoir  ( 3 ^ ) à moins  de  , OU  multipliera 
par  11’ ou  lat;  on  aura  449f»<Iot>t>lf3t><Itaektraire  la  racine 
en  nombre  entier  s elle  est  ai,  en  sorte  que  7 ést  comprise 
entre  77,  et  Observes  qu’on  supprime  dans  449 1 oon- 

seulement  la  fraction  f , mais  même  toute  la  partie  de  449  qui 
excède  le  carré  de  ai.  Pour extrairelaraeine tf  unnombre avec 
une  approximation  déterminée,  on  le  multiplie  pai'le  carré  du 
dénominateur  donné,  et  Van  extrait  en  nombre  entier  la  racine 
du  produit  ; elle  est  le  numérafet^  cherché. 

Si  l’on  veut  approcher  k l’aide  des  décimales , c’est-à- 
dire  à moins  de  0,1,  0,01....,  il  faut  multiplie r le  nombre  par 
le  carré  de  10,  de  100. . , . , ce  qui  revient  à reculer  la  virgule 
vers  la  droite  d'autant  de  fois  deux  rangs  qu'on  veut  obuhir  de 
décimales  , en  ajoutant  un  nombre  convenable  de  zéros , si  cela 
est  nécessaire.  i/o,^3à  moins  de  0,01  est  773  v/3ooo,  en  reculant 
la  virgule  de  quatre  rangs,  ou  777  X 54  = 0,54.  De  même 
|/5,7,  à moins  de -*43.  681777  y/5’]ooo,  oua,38. 


Au  lieu  de  placer  une  longue 
suite  de  ^ros  après  le  nombre  pro- 
posé, on  peut  se  contenter  d'ad- 
joindre ces  zéros  par  couple , après 
chaqtie  reste.  C’est  ce  qu’on  ob— ^ 
seryera  dans  les  calculs  ci-contre 
de  3ai  et  \/  a.  On  voit  que  pour 
avoir  une  décimalq , on  se  contente 
de  placer  une  tranche  de  deux 
zéros  près  du  ip'emier  reste.  Pour 
une  deuxième  décimale,  on  place 
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de  luéme  deux  zéros  après  le  second  reste,  etc. . . On  marque 
de  suite  la  place  de  la  virgule  dans  la  racine  , et  l’on  pousse  le 
calcul  de  l’approximation  jusqu’au  degré  nécessaire,  en  mettant 
deux  zéros  après  chaque  reste  successif. 

La  racine  tf  un  produit  est  le  produit  des  racines  des facteurs  : 
ainsi  de  i44*^X  16,  ontire  v/i44=V^9X  l/i6=3x4— 
Cette  règle,  qui  est  fondée  sur  ce  qu’on  a dit  (n*6o),  peut 
servir  à simplifier  les  extractions  des  racines  : 

V/  8 = (a  X 4)  = 2V^a  = aXi,4'42-*>=a,8a84a7ia. 

65.  La  racine  d^  une  fraction  s’obtient  en  extrayant  là  racine 
de  chacun  de  ses  deux  termes.  Ceci  résulte  de  la  manière  dont 
ou  forme  le  carré  (n*4i , 5“.).  = = 

La  racine  est  irrationnelle , lorsque  les  deux  termes  ne  sont 
pas  des  carrés  exacts.  Si,  par  exemple,  pouvait  être  une 
autre  fraction,  telle  que  ^ ; il  en  résulterait  j = ^,  ce  qui 
est  impossible  (n®  38,  4°0-  peut  donc  avoir  la  racine 

qu’en  approchant  à un  degré  donné  par  la  nature  de  la  question  ; 
on  procède  alors  comme  ilaétédit(n°63).  Par  exemple,  V/yà 
moins  de  se  trouve  en  multipliant  | par  121  =:  1 1*,  et  l’on 
a =y/  5i  f ; et  ne  prenant  la  racine  de  5i  qu’à  moins  d’une 

unité,  on  aj/ 1 comprise  entre  ■—  et  -L, 

Observez  que  |/  f peut  bien  être  pris  = puisque,  si  l’on 

multiplie  cette  expression  par  elle-même , on  trouve  | pour  pro- 
duit. Mais  outre  que  cette  double  extraction  exigerait  deux  va- 
leurs approchées , le  degré  d’approximation  du  résultat  serait 
incertain.  11  arrive  souvent  que  ce  degré  n’est  déterminé  qu’à 
la  fin  du  calcul  ; cette  partie  de  l’opération  doit  donc  être  di- 


nombre  x de  ces  ^rties  contenu  dans  ç'eft-à-diiie  pour,  obtenir  une 
freotion  j approchée  de  \/JV  i moins  d’un  q*  de  l’unité , il  but  déterminer  x, 

de  sorte  qu’on  ait  - < iV<  ; or,  \/N=.  - v'JV  = ; donc.  . 

V 9 19 

•»  <C  v’  { ^1'  )<*+•,  c’est-à-dire  que  x est  le  plus  grand  entier  conleiui 
dans  V (1^7*)- 
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rigcedc  iiianiùre  à permettre  une  apprpximatiou  illimitée.  Poor 
cela , on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par  son  déno- 
minateur, afin  de  rendre  celui-ci  un  carré;  ^ devient  en 
multipliant  haut  et  bas  par  7,  et  ^ ^ j 21  ; on  poussera 
V/21  jusqu’au  degré  exigé.  Par  exemple,  si  21  est  prise 
= ^,58i,  c’est-à-dire  à moins  de  0,001,  le  septième  est. . . 
V/ '5  = 0,654,  valeur  qui  ne  difiere  pas  d’un  sept-inillième. 

Si  l’on  eût  demandé  V^l  Û moins  def,  le  calcul  eût  de  même 
conduit  à J ^ 21,  entre  f et  y.  ^ 

Pour  1/  ( 3 1) , on  écrira  V/  ^ = 7 26  X 7 ; or  \/  182 

= 13,4907. . . . , dont  le  septième  est  y'  (3  y)  = 1,9272.. . . 

66.  Les  équations  suivantes  se  démontrent  en  élevant  tout 
au  carré  : 


4xv/7=V7X4=\/{«6x7)  ; \/3Xi/2=v/2X  V^3=\/6. 


Ainsi  on  peut  intervertir  l’ordre  des  facteurs  irrationnels , et 
multiplier  par  le  même  facteur  les  deux  termes  d’une  fractiou 
irrationnelle. 

Nous  terminerons  par  plusieurs  remarques. 

1°.  On  doit  toujours  préparer  les  nombres  de  manière  à ne 
soumettre  que  des  entiers  au  calcul  de  l’extraction. 

2*.  Le  nombre  des  décimales  d’un  carré  est  toujours  pair  et 
double  de  celui  de  la  racine  : on  doit  ajouter  des  zéros  ou  sup- 
primer des  décimales,  pour  que  cette  condition  soit  remplie 
dans  tous  les  cas. 

3”.  Chaque  tranche  ne  devant  donner  qu’un  seul  chiffre,  ou 
ne  peut  mettre  à la  fois  plus  de  9 à la  racine. 

4".  Le  carré  d’un  entier,  tel  que  18 , étant  donné , pour  avoir 
celui  du  nombre  suivant  19,  comme  19=18-1-1,  le  carré 
est  i8’-1-2X  16+ • (n”6i);  on  ajoutera  donc 37 à 824,  carré 
de  18 , et  l’on  aura  36 1 = 19’.  En  général , quand  on  a le  carré 
d’un  entier,  en  ajoutant  un,  plus  le  double  de  ce  nombre  , on  a 
le  carré  de  l’entier  suivant.  Il  suit  de  là  que  dans  l’extractiou 


4/|xi/|=i/(,‘x?)=i/;, 
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de  racines  carrées^  chaque  reste  doit  être  moindre  que  le  d<tuble 
de  la  racine  qui  s’y  rapporte;  car  si  l’on  trouvait  un  reste  plus 
grand  que  ce  double,  il  faudrait  mettre  une  unité  de  plus  à cette 
racine.  ' 

5°.  La  preuve  de  l’extraction  se  fait  par  l’élévation  de  la  racine 
au  carré;  il  faut  qu’en  multipliant  la  racine  par  elle-même,  et  y 
ajoutant  le  reste,  ou  retrouve  le  nombre  proposé;  ce  reste  doit 
d’ailleurs  être  moindre  que  deux  fois  la  racine.  On  peut  aussi 
appliquer  ici  la  preuve  par  9,  par  1 1 , . . . exposées  n“  35,5®. 


Extraction  des  Racines  cubiques.  ^ 

67.  Avant  d’extraire  la  racine  cubique,  il  convient  d’analyser 
la  loi  suivant  laquelle  se  forme  le  cube,  qui  est  le  produit  d’un 
nombre  par  son  carré.  En  imaginant  ce  nombre  décomposé  en 
deux  parties , on  a vu  (n®  61)  que  le  carré  est  composé  du  carré 
de  la  première,  du  carré  de  la  seconde,  et  du  double  de  leur  pro- 
duit : c’est  le  système  de  ces  trois  quantités  qu’il  faut  multiplier 
par  les  deux  parties  du  nombre  donné.  Or , en  les  multipliant 
d’abord  par  la  première,  on  obtient 

(7 +5)’=  7’  + 2X7X5-f5* 

• 7+5 


I®.  Le  cube  de  la  i”  partie 

a®,  a fois  le  carré  de  la  i''®  x la  a®. 
3®  La  i"'*  X le  carré  delà  a®. 

De  même  en  multipliant  les  trois 
parties  du  carré  par  [la  a®  du  nombre 
donné,  il  vient: 

I®.  Le  carré  de  la  i^®  x la  a® 

a®,  a fois  le  carré  de  la  a®  x la  1®®. . 
3°.  Enfin  le  cube  do  la  a® 


a X 7*  X 5, 

7X5» 


7’  X 5 ‘ 

a X 7 X 5» 

5' 


en  réunissant  ces  six  résultats,  7^-f-3X7*x5-f-3X7^5*-|-5’ 
on  voit  que  le  cube  de  tout  nombre 

formé  de  deux  parties  , se  compose  de  quatre  parties,  savoir  : 
t®.  le  cube  de  la  première  ; a®,  trois -fois  le  carré  de  la  pre— 
fniére  multiplié  par  la  seconde  ; 3®.  trois  fois  le  carré  de  la 
seconde  multiplié  par  la  première  ; 4“-  cube  de  la  seconde. 
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(jAncluons  «le  là  que  le  cube  de  tout  nombre  composé  de 
dlxaines  et  d'unitéa  est  formé  du  cube  des  dixaines,  trois  fois 
ie  carré  des  dixaines  multiplié  par  les  unités,  trois  fois  le  carré 
des  unités  parles  dixaines,  enfin  le  cube  des  unités, 

68.  Le  cube  de  10,  luo,  i ooo. ..  est  formé  de  Tunité  suivie 
de  trois  fois  autant  de  zéros  ; ainsi  un  nombre  de  deux  chiffres, 
c’est-à-dire  entre  lo  et  luo,  a son  cube  entre  looo  et  looo  ooo  ; 
il  est  donc  composé  de  quatre , cinq  ou  six  chiffres.  En  général 
le  cube  d’Uh  nombre  a le  triple  de  chiffres  de  sa  racine,  ouïe 
triple  moins  I , oumoins  ^a.  ^ ^ , 

Les  racines  des  nombres  looo,'  n’ayant  qu’un  chiffre,  le 
table^^p,  8o)  les  a fait  connaître.  Nous  partagerons  l’extrac- 

Uoii  4ss  autres  nombres  en  deux  cas,  V if.  «:  ■ 

I i”  CAS.  Si  la  racine  n’a  que  deux  chiffres;  comme  l’est  celle 
de  21  gSa,  je  remarque  que  le  cube  des  dixaines  cherchées  se 
forme  en  cubant  1e  «bifire  des  dixaines,  et  plaçant  trois  tséros  à 
droite  (p.  i6).  Donc  en  séparant  les  trois  chiffres  gSa  du  nombre 
proposé , a i contient  le  cube  du  chiffre  des  dixaines  considérées 
comme  des  unités  simples , et  en  outre  les  mille  qui  proviennent 
des  autres  parties.  Le  plus  grand  cube  contenu  dans  ai  est  8, 
dont  la  racine  est  a ; c’est  le  chiffre  des  dixaines  : car  puisque  a i 
est  compris  entre  les  cubes  de  a et  de  3,  aigSa  l’est  entre  les 
cubes  de  ao  et  de  3o,  , " , 

Otons  a^  ou  8 de  a 1 , il  reste  i395a,  qui  ré|>résente  les  trois  au  très 
parties  du  cube  : or  le  produit  de  trois  fois  le  carré  des  dixaines 
par  les  unités  se  forme  eu  multipliant  par  les  unités  le  triple  du 
carré  de'a,  c’est-à-dire  la,  et  plaçant  en  outre  deux  zéros  à 
droite  : ainsi  séparant  les  deux  chiffires  Sa , le  nombre  1 3g  con- 
tiendra douze  fois  les  unités,  et  les  centaines  produites  par  les 
deux  autres  parties  du  cübe.  Eq  divisant  1 3g  par  la,  le  quotient 
sera  éRShc  les  unités , ou  un  nombre  plus  grand  ; et  comme  ce 
chiffre  ne  peut  exfdder  on  prendra  g pour  le  quotient  de 

Il  s^aglt  de  vérifier  si‘ g ^ plus  grand  que  les  unités.  Pour 
cela,  sous  1300,  qui  éèt  le  triple  du  carré  des  dixaines,  plaçons 
le  triple  du  produit  des  dixaines  par  g,  ou  3,ao.g=54o;  puis 
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ïe  taire  de  9 ou  81,  et  innUipHons  la 
somme  1821  par  g.  Si  9 est  le  cliiffre 
des  unités,  le  produit  devra  être  égal 
au  reste,  puisqu’on  forme  ainsi  les 
trois  parties  que  ce  reste  contient.  Ce 
produit  excède  iBgSa,  d’où  il  suit 
que  les  unités  sont<^g.  On  essaiera 
donc  8;  etcomme  en  faisant  la  même  épreuve,  on  trouve  préci- 
sément iSgSa,  on  reconnaît  que  28  est  la  racine  cubique  exacte 
de  21952.  Ce  raisonnement  est  analogue  à celui  qu'on  a fait 
pour  la  division  et  la  racine  carrée  (n-  i8,  62)  ; on  tirera  faci-  ' 
lement  la  règle  qu’il  faut  suivre  dans  ces  sortes  de  calculs. 

2*  CAS.  Si  la  racine  a plus  de  deux  chiffres,  comme  pour  le 
nombre  12  805472  oot,  on  raisonnera  comme  précédemment  ylt 
(n»62,  2“.).  On  verra  qu’il  faut,  i».  couper  le  nombre  en  Iran, 
ches  de  trois  chiffres , à partir  de  la  droite. 

2 . Extraire  la  racine  cubique  de  la  dernière  tranche  1 2,  qui 
est  2 ; c est  le  chiffre  des  mille  de  la  racine  : retranchant  de  1 2 le 
cube  8 des  mille,  il  reste  4. 

3 . Descendre  à côté  de  ce  reste  4 la  tranche  suivante  3o5, 
dont  on  séparera  deux  chiffres  o5  ; et  diviserez  parti,  triple  du 
carré  du  chiffre  obtenu.  Le  quotient  3 doit  être  éprouvé  comme 

on  vient  de  le  dire.  Ou  reconnaît  qu’il  y a 3 centaines;  le  reste 
est  i38. 

4”.  Descendre  près  de  ce  reste  la  tranche  /^>ji , dont  on  sépa- 
rera de  même  72,  et  diviser  i384  par  1587,  triple  du  carré 
00^3;  on  posera  à la  racine  le  c]uotient  zéro, 

5“.  Descendre  près  du  reste  la  tranche  001,  et  diviser  1 384720 
par  1 58'] 00, 

Et  ainsi  de  suite.  Voici  le  type  du  calcul. 


12.3  o5.  472  .001 
' 3.0S 


1 67 


1 38  4.72 
I 33  ? -i-. 


Ilcsto.  .. 


I 27 


T"-!  0,01 
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69.  On  tlémonlrcra  comme  au  n»  63,  que,  i “.lorsqu’un  nombre 
entier,  tel  que  3 , n’a  point  de  racine  cubique  entière , il  n’en  a 
pas  non  plus  de  fractionnaire;  mais  on  peut  approcher  indéfini- 
ment de  cette  racine.  Pour  obtenir  v/  3 à moins  de  i,  on  mul- 
tipliera 3 par  le  cube  de  4,  et  l’on  aura  3X64,  ou  192,  dontla 
racine  cubique  est  5 en  nombre  entier  : donc  | est  le  noinbre  de^  ^ 

mande,  et  ^ 3 tombe  entre  | et  |.  De  même  | our  (3f  ) à 

moins  de  * , on  a 3 j X I . ^ = 4943  f , la  racine  cubique  est  1 7 ; 

donc  est  approché  de  v/  ( 3 7 ) a moins  de  — . 

2“.  Pour  approcher  à V aide  des  décimales,  on  reculera  la  vir- 
gule d'autant  de  Jois  trois  rangs  à droite  qu’on  veut  de  chiffres  ^ 
décimaux  ! on  ajoutera  pour  cela  un  nombre  convenable  de 

zéros,  si  cela  est  nécessaire.  Ainsi,  pour  avoir  \/  o,3  à moins 
de  îi:;,  on  prendra  ^300  000  qui  est  67,  d’où  = 

. De  même  V'  5, 7 à moins  de  ^ se  trouve  en  prenant  \/  6700  - ^ 

qui  est  18,  et  l’on  a 1,8.  ^ 

Enfin,  ^3,2178  à moins  de-j^est  = 1 ,5.  , 

3“.  Si  le  nombre  proposé  est  entier,  011  se  contentera  de  pla- 
cer près  de  chaque  reste , une  tranche  de  trois  zéros,  jusqu’à  ^ 
ce  qu’on  ait  obtenu  le  nombre  de  chiffres  décimaux  qu'on  dé-  ^ 

sire,n. 

1 î' 

Voici  le  calcul  pour  v/ 477- 


(*)  Le  calcul  devient  très  long  lorsque  la  racine  est  un  grand  nombre  : raam 
on  peut  en  abréger  la  partie  la  plus  pénible,  qui  est  la  recherche  des  diviseur. 
desLés  à donner  pour,  quotiens  les  chiffres  consécutifs  de 
pliquonsle  procédé  à la  racine  de  477.  Supposons  qii  on  ait  deji  trouvé  la 
partie  7,8  de  celte  racine,  et  qu’on  veuille  pousser  1 P ’>«  ’ 

U faiidm  faire  3 x 78'  i mais  on  a déjà  formé  la  quantité  ) 5 , m 

faisant  a = 7 dixaines  , i = 8 unités  , et  l’on  veut  trouver  3a  ’ = 3 (a  + 6)^ 
J-aaM-i’).  quantité  qui  surpasse  3a> -t- 3ai  + do  3ai -i- ai  . 
Ainsi  àW441  qui  représente  le  i“>-  trinôme,  il  Diut  ajouter  3aé,  ou  i(»dixaim,s, 
ot  X ou  IImA.  Ce  calcul  est  indiqué  ci-aprés.  Une  fois  le  diviseur 
trouvé,  on  obtient  aisément  le  chiffre  des  centièmes  et  le  reste,  puis  le  du 
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S. 

I •;  iSio.oo 

i3i5  5a  

a|  4^^’^  i644|  1 637541 

6 ao4  590.00 
etc. 

3 • 3 * * ■ 

On  trouve  4/2=1,259921,  4/ 3=  i, 44^249- 

4°.  La  racine  cubique  d’une  fraction  se  trouve  en  prenant 

3 

celle  de  chacun  de  ses  deux  termes  : y ■^  = ^.  Mais  si  ces 
termes  ne  sont  pas  l’un  et  l’autre  des  cubes  exacts,  on  prouve, 
comme  n*  65,  que  la  racine  est  incommensurable,  et  qu’on 
n’en  peut  avoir  qu’une  valeur  approche'e.  Si  le  degré  d’approxi- 
mation est  donné  d’avance , on  opérera  comme  il  vient  d’être 

dit  I».  ; . ' ' 

V/5àmoio8deiest=i  4/ (^X  27)  = i 4/ ( 10 1) , 
valeur  comprise  entre  f et  i , qui  sont  les  résultats  demandés. 

Mais  si  l’approximation  doit  demeurer  arbitraire , on  rendra 
le  dénominateur  un  cube  exact , et  l’on  approchera  de  la  racine 

du  numérateur.  Pour  y},  on  prendra  ÿ 4/  (5x49)  — yV 

= 7X6,2573  = 0,8939. Demême  4/'(  17  |)ou  4/^est5^  4?7 

= 5X7,81339=2,604463 

Nous  ne  dirons  rien  ici  surl’extraction  des  racines  quatrièmes, 
cinquièmes. . . pour  lesquelles  on  trouverait  des  méthodes 
analogues  aux  précédentes;  mais  nous  ferons  observer  que, 
d’après  ce  qu’on  a dit,  n°6o,  lorsque  le  degré  de  la  racine  est  le 
produit  de  plusieurs  facteurs , elle  peut  se  décomposer  en  racines 
successives  de  degrés  moindres.  Ainsi  de  12  = a X 2 X 3,  on 
conclut  que  la  racine  douzième  revient  à. deux  racines  carrées 


subséquent  par  le  même  procédé,  etc. 


I 


r 


Digitized  by  Google 


^ ARITHMÉTIQUE. 

.11 

et  une  racine. cubique.  Pour  {/  i44  <4**  6a5,  on  prendra  d ar 
bord  la  racine  cubique  qui  est  6i5,  puis  62S  qui  est  a5,  enfin 
i5  = 5,  qui  est  la  racine  douzième  cherchée.  L'extraction 
des  racines  est  une  opération  très  pénible,  «tais  qui  sera  bientôt 
rendue  facile , par  les  belles  propriétés  des  logarithmes  (n°87). 

IV.  Des  rapports. 


Dès  Équidifférences  et  Proportions. 

70.  On  compare  les  grandeurs  soim  deux  points  de  vue,  en 
cherchant,  ou  l’excès  de  l’une  sur  l’autre,  ou  le  nombre  de  fois 
qu’elles  se  contiennent  mutuellement.  Le  résultat  de  cette  com- 
paraison s’obtient  par  upe  soustraction  dans  le  premier  cM, 
et  par  une  division  dans  le  second.  On  nomme  Raiton  ou  Rap- 
port de  deux  nombres  le  quotient  qu’op  trouve  en  divisant  ruU 
par  l’autre.  C’est  ainsi  que  3 est  le  rapport  de  1 2 à 4 , puisque  3 
est  le  quotient  de  1 2 : 4-  pourrait  également  dire  que  le  rap- 

port de  1 2 è 4 est  ou  ^ , puisqu’il  est  indifférent  de  dire  que  le 
premier  des  nombres  est  triple  du  second , on  que  celni-ci  est  le 
tiers  de  l’autre.  Nous  conviendrons  à l’avenir  de  diviser  le  pre- 
mier nombre  énoncé  par  le  second. 

Le  premier  terme  d’un  rapport  estVjintécédent,  le  second  est 
le  Coruéquent. 

On  sait  ( n"  4 ) ^tie  la  différence  de  deux  nombres  demenre  la 
même  lorsqu’on  les  augmente  ou  diminue  de  la  même  quantité, 
et  qu’on  ne  change  pas  Un  rapport  (n<*  iS)  en  multipliant  o’ü 
divisant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre 

12  — 5 = 13  — 6=11  — 4;  ^ = M = 

11  est  aisé  d’atmçher  un  sens  net  au  rapport  des  quantités  ir- 
rationnelles , puisqu’elles  n’entrent  dans  le  calcul  que  comme 
représentant  leurs  valeurs  approchées  (n“  63),  Du  reste,  ce  ‘ 
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rapport  peut  quelquefois  être  coinutensarable  : ainsi, 

j/ia \/4 ^ 

vT3  ” V T~“r~T* 

7 1 . Lorsque  I9  différence  entre  deux  nombres,  tels  que  i o et  8 

est  la  même  qu’entre  deux  autres  7 et  5 , ces  quatre  quantités 
forment  une  Èquidi^érence ; 10  — 8 = 7 -^S.  Quand  le  (rap- 
port de  deux  nombres  est  le  même  que  celui  de  deux  autres , ces 
quatre  quanti  tésforment  une  Proportion  ; elle  r^ulte  de  l'égn- 
lilé  de  deux  rapports  : ao  et  i o,  aussi  bien  que  1 4 et  7,  ont  2 pour 
rapport;  on  a donc  une  proportion  entre  20,  10,  i4et7,  qu’on 
écrit  ainsi  2o;ioX  i4t7iet  qu’on  énonce  ao  est  d i o comme 
1 4 est  à 7 . On  peut  aussi  l’indiquer  ainsi  Lorsque  nous 

préférerons  cette  dernière  notation,  ce  qui  arrivera  le  plus  sou- 
vent, nous  lui  conserverons  l’énoncé  re$u  : aoest  à 10  comme 
i4  est  à 7 ; et  non  pas  ao  divisé  par  10  égale  i4  divisé  par  7 , 
quoique  ces  locutions  soient  équivalentes. 

Les  termes  20  et  7 sont  les  Extrêmes,  10  et  i4  les  Mojens 
de  la  proportion.  ^ 

Lorsque  les  deux  moyens  sont  égaux  entre  eux,  onditquela 
Proportion  est  Continue  : telle  est  la  suivante  1 6 1 24  * : a4  : 36, 
qu’on  écrit  ainsi  16  t a4  * 36.  Le  second  terme  se  nomme 
Moyen  proportionnel.  ‘ . 

Il  est  visible  que  l’idée  la  plus  générale  qu’on  puisse  se  faire 
de  la  mesure  des  grandeurs  (n®  36) , consiste  à avoir  leur  raj»- 
port  avec  Punité  de  leur  espèce.  Ainsi,  lorsqu’on  dit  qu’une 
chose  est  r=  I , ou  est  cinq  fois  le  septième  de  l’unité , cela  re- 
vient à dire  que  le  rapport  de  cette  grandeur  à l’unité  est  le 
mèriie  que  celui  de  5 à 7.  De  raértie  (0*63)  on  mesure  l’incoiu- 
mensurable  y/  7,  en  remplaçant  son  rapport  avec  l’unité  par 
celui  de  deux  nombres,  tels  que  i3  et  5,  qui  donnent  la  pro- 
portion inexacte , mais  approchée , V/  7 • < • * > 3 ! 5. 

72.  Suivant  que  les  restes  de  deux  soustractions  10 — Set  7 — 5 
sont  égaux  ou  inégaux  , ils  le  seront  encore  après  leur  avoir 
ajouté  la  somme  8-f-5  des  quantités  soustractives;  ce  qui  donne 
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1 o-f-5et  7+8.  Donc,  lorsqu’on  a l’équidiffi^rence  lo — S=*] — 5, 
la  somme  des  extrêmes  est  égale  à celle  des  moyens  ; et  récipro^ 
quementsi  10  + 5=7+8,  on  a l’équidilférence  10 — 8=7 — 5. 

Il  est  donc  bien  aise  de  trouver  un  terme  d’une  ëquidifférence 
connaissant  les  trois  autres  termes;  car  soit  demandé  le  qua- 
trième terme  x,  les  trois  premiers  étant  10,  8 et  7 ; puisque 
l’inconnue  X,  augmentée  de  10,  doit  être  = 8 + 7,  il  faut 
( n”  4 ) que  x = 8 + 7~  io  = 5;  on  a donc  l’équidifférence 
10  — 8 = 7 — 5. 

Soient  pareillement  deux  rapports  | et  : pour  jnger  s’ils 
sont  égaux  ou  inégaux , il  faut  les  multiplier  par  3X7  produit 
des  dénominateurs,  ona6  X 7 d’une  part,  et  i4  X 3 de  l’autre. 
Donc,  si  l’on  a quatre  nombres  en  proportion  6 t 3 ::  >4  * 
le  produit  des  extrêmes  est  égal  à celui  des  moyens. 

Réciproquement,  si  l’on  a quatre  nombres  6,  3,  i4  et  7 , tels 
que  les  produits  6x7  et  3xi4  ®e  trouvent  égaux,  on  en  con- 
clura l’égalité  de  leui-s  rapports,  ou  la  proportion  6;3::  i4l7, 
ou  = ® : donc  on  peut  toujours  former  une  proportion 

avec  les  facteurs  de  deux  produits  égaux. 

1°.  Le  produit  des  moyens  devient  un  carré  , s’ils  sont  égaux. 
Donc  le  moyen  proportionnel  entre  deux  nombres  est  la  racine 
carrée  de  leur  produit.  Entre  3 et  12 , le  moyen  proportionnel 
est  y/  (3x  i2)  = 6,  savoir  î-73  : 6 : 12.  Réciproquement  si  l’on 
a 6*  = 3 X 12,  on  pourra  former’la  proportion  continue 

fî  3 : 6 : 12.  ' 

2°.  Si  une  proportion  renferme  un  terme  inconnu , telle  que 
6 t 3 14  : X;  comme  trois  fois  i4  doit  être  égal  à six  fois  l’in- 

connue, elle  est  ( n”  5)  le  quotient  de  3 X i4  divisé  par  6, 
ou  7 ; donc  6 : 3 ::  i4  : 7*  Engénéral,  Fun  des  extrêmes 
se  trouve  en  divisant  le  produit  des  moyens  par  l’extrême  connu. 
Si  l’inconnue  était  un  moyen,  on  diviserait  le  produit  des  ex- 
trêmes par  le  moyen  connu. 

3°.  On  peut,  sans  détruire  une  proportion,  faire  subir  aux 
divers  termes  qui  la  composent  tous  les  cbangemens  qui  coh- 
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duisent  encore  à donner  le  produit  des  extrêmes't^al  à celui 
des  moyens. 

Ainsi  pour  6 1 3 i4  ! 7 > qui  donne  6 X 7 = 3 X i4f  un 
peut 

I.  Déplacer  les  extrêmes  entre  eux , ou  les  moyens  entre  eux 
(ce  qu’ou  désigne  par  Alternando)-,  ainsi, 

P f 

6 : 14  ::  3 : 7 

.ou  7 : 3 ::  i4  : 6 

ou  7 : i4  ::  3 : 6. 

' II.  Mettre  les  extrêmes  à la  place  des  moyens  (ce  qu’on 
nomme  Inverlendo). 

3 : 6 ::  7 : 14. 

III.  Enfin , multiplier  ou  diviser  les  deux  antécédens , ou  les 
deux  conséquens,  par  le  même  nombre  (n"  70). 

73.  En  appliquant  le  théorème  du  0*38 , 4”’,  ê lu  proportion 
3o  : 6 ::  i5  : 3,0U'^=^,  on^trouve 

3o  zt.  i5  i5  3o  + i5  3o  — i5 
6±  3 ~T’  6+  3 ~ 6 - ï*’  ' 

Si  l’on  fait  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des  moyens  , 
les  produits  communs  à l’un  et  à l’autre,  peuvent  être  suppri- 
més, et  il  reste  les  quantités  3o  X 3 et  i5  X 6,  égales  d'après 
la  proportion  donnée. 

Donc,  I®.  la  somme  ou  la  différence  des  antécédens  est  à 
celle  des  conséquens , comme  un  antécédent  est  à son  consé- 
quent. * 

1°.  La  somme  des  antécédens  est  à leur  différence , comme  la 
somme  des  conséquens  est  à leur  différence. 

3®.  Soit  une  suite  de  rapports  égaux  | = on 

6+ lo-t- i4+3ô  i4  3o  , . 

aura  ^ — = = — = —=;  donc , dans  toute  suite  de 
3-h  5 -f-  7 + 15  7 i5  ’ 

rapports  égaux , la  somme  des  antécédens  est  à celle  des  consé- 
quens , comme  un  antécédent  est  à son  conséquent.  - 

T.  I.  7 
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4®.  Si  l’on  renverse  lâ  proportion  donnée,  onaSo;  i5!;6:3, 
i^’où  = g ( Componendo , Dividende  ). 

• >j4.  On  peut  multiplier  deux  proportions  terme  à terme. 
En  effet,  3o  : i5  6 *.  3.  et2  : 3 4 : 6 donnent  les  fractions 

égales  ^ = I , et  f g •,  on  trouve  ; en  les  multipliant. . . • ^ » 

3oX2^5x3::6x4:3x6. 

Donc , on  peut  élever  les  termes  d’une proportion  au  carré,  au 
cube,  et  par  conséquent  on  peut  aussi  en  extraire  la  racine 
carrée , cubique. ...  , 

Des  Règles  de  Trois. 

n5.  Lorsque  les  élémens  d’uu  problème  peuvent  former  une 
proportion  dont  l’inconnue  est  le  dernier  terme,  un  calcul 
simple  ( n®  72 , 2®.  ) donne  la  valeur  de  ce  terme  : c’est  ce  qu’ou 
nomme  une  Règle  de  trois.  Ainsi  3o  ouvriers  ont  fait  2o  mètres 
d’ouvrage;  combien  21  ouvriers  en  feraient-ils  dans  le  même 
temps  ? Accordons , pour  un  moment , que  les  conditions  de  cette 
question  soient  exprimées  par  la  proportion  3o  : 20  ::  21  ix, 
en  désignant  par  x le  nombre  dé  mètres  demandé  ; on  en  conclut 
20X21_,^ 

que  cette  inconnue  x = • — gg 

Lorsqu’on  veut  résoudre,  à l’aide  d’une  règle  de  trois,  une 
quesüon  proposée,  il  est  nécessaire  de  s’assurer  si  la  solution 
peut  dépendre  des  proportions  ; après  quoi  il  ne  reste  d autre 
difücidté  qu’à  placer  les  nombres  contenus  dans  la  question , aux 

rangs  qui  leur  conviennent  dans  la  proportion. 

On  reconnaît  que  la  solution  d’une  question  dépend  des  réglés 

de  trois,  lorsque  l’énoncé  estformé  de  deux  périodes  lies  deux 

termes  de  la  première  étant  Homogènes  respecüvement  à ceux 
de  la  seconde , c’est-à-dire , de  même  nature  deux  à deux;  et  que 
de  plus  ces  deux  termes  peuvent  être  multipliés  ou  divisés  parle 
même  nombre  sans  altérer  la  solution. 

- Ainsi , dans  notre  problème , 3o  ouvriers  ^ ^ 

et  ,21  ouvriers  sont  homogènes,  et  1 on  ^ 

pourrait  multiplier  ces  deux  nombres  par 
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4 OU  par  3 , sans  y rien  changer.  Si  l’on  disai  t , par  exemple, 
6o  ouvriers  ont  fait  20  mètres , combien  4a  en  feraient-ils?  Cette 
question  aurait  visiblement  la  même  solution  que  la  première. 

Au  contraire , le  temps  qu’une  pierre  erapl<^  à tomber  n’è- 
tant  pas  double  lorsque  la  hauteur  est  double  ; mt  tonneau  n’em- 
ployant pas  à se  vider  un  temps  triple,  lorsque  sa. capacité' 

. est  triple,  ces  élémens  ne  peuvent  faire  partie  d’une  ^le 
de  trois. 

j6.  Après  avoir  reconnu  <{ue  la  solution  d’un  problème  peut 
être  donnée  par  une  proportion , il  s’agit  d’assigner  à chaque 
• terme  le  rang  qu’il  y doit  occuper.  Le  quatrième  et  le  troisième 
sont  d’abord  l’inconnue  et  son  homogène,  qui  seul  peut  lui  être 
'comparé.  Le  second  rapport  étant  ainsi  une  fois  établi,  il  reste  à 
former  le  premier^’lequel  est  composé  des  deux  autres  nombres 
compris  dans  le  problème,  et  homogènes  entre  eux.  Or,  la  ques- 
tion fait  connaître  lequel  doit  être  le  plus  grand  desdeux  termes 
'déjà  posés , c’est-à-dire  de  l’inconnue  et  de  son  homogène  ; et, 
comme  les  anCccédens  doivent  être  ensemble  plus  grands  l’un  et 
l’autre,  ou  moindres  q[ue  leurs  conséquens,  il  est  facile  de  dé- 
cider lequel  de  ces  deux  termes  homogènes  qui  restent  à placer 
doit  occuper  le  Mpmier  ou  le  second  rang. 

' Ainsi,  dans  l^uestion  précédente,  après  avoir  posé  20  mè- 
tres ; a:  mètres,  on  voit  cpie  21  ouvriers  doivent  faire  moins 
tl’ouvrage  que  3o , et  que  le  conséquent  x est  20  ; donc,  des 
deux  nombres  3o  et  3i  qui  restent  à placer , 3o  est  le  premier, 

' et  l’on  a 3o  : 21  ;;  20  : a:.  

Les  deux  exemples  suivans  éclairciront  ceci. 

Un  ouvrage  a été  fait  en  5 jours  par  57 
ouvriers;  combien  faudrait-il  de  jours  à 19 
ouvriers  pour  faire  le  même  ouvrage?  Puis-  . 
qu’on  pourrait  prendre  deux  ou  trois  fois  plus  de  jours  et  au- 
tant de  fois  moins'd’ouvriers , la  question  dépend  des  propor- 
tions. On  placera  d’abord  5 jours  : x jours  ; et  comme  il  faut 
plus  de  jours  à 19  ouvriers  qu’à  67  pour  accomplir  la  même 
tâche,  leconséquentxest^què  5 ; 57  est  donc  le  conséquent  du 

7- 
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premier  rapport,  et  l’on  a 190UT.  t 5’}  ouvr.  5 jours  : .t  jours 

1 5 jours. 

«9 

11  a fallu  6 mètres  d’une  étoffe  large  de  | pour  couvrir  mi 
meuble  ; combien  en  faudra-t-il  d’une  e'toffe  large  de  ^ ? Quoi-  • 
qu’ici  les  quatre  termes  soient  des  mètres,  on 
reconnaît  que  les  uns  expriment  des  longueurs  ^ 6 mèt. 

et  les  autres  des  largeurs,  et  que  6 mètres  et  j .r 
l’inconnue  sont  les  deux  homogènes.  Ainsi,  la 
proportion  est  terminée  par  6 mètres  : .r  mètres.  Or,  il  faut 
moins  de  longueur  à l’étoffe  qui  est  la  plus'  large  ; comme  |, 

on  a X > 6 ; ainsi  | est  l’antécédent  du  premier  rapport  , et  l’on 
trouve  f : I ::  6 : X,  d’où  a:  = 6 X | X | = 6 f. 

77.  Quoiqu’il  soit  toujours  facile  de  faire  ce  raisonnement, 
en  l’évitant  on  donne  plus  de  rapidité«u  calcul.  On  distingue 
fieux  sortes  de  rapports;  le  Direct,  formé  de  Aorabres  qui 
croissent  ou  décroissent  ensemble  : l’un  décroît  au  contraire 
quand  l’autre  croit,  dans  le  rapport /nt^er^e.  Les  3o  ouvriers 
et  20  mètres  de  la  première  question  sont  en  rapport  direct , 
parcelle  plus  il  y a d’ouvriers , et  plus  ils  font  d’ouvrage. Dans 
la  seconde*,  au  contraire,  67  ouvriers  et  5 jours  sont  en  rapport 
inverse,  parce  que  plus  il  y a d’ouvriers,  et  moins  on  doit  les 
employer  de  jours  pour  faire  un  ouvrage. 

Lorsque  les  termes  d’une  question  sont  en  rapport  direct,  ef 
que,  dansl’e'noncé,  les  termes  homogènes  se  présentent  dans  le 
meme  ordre  dans  les  deux  périodes  de  la  phrase , Ces  termes 
conservent  leurs  rangs  dans  la  proportion.  Ainsi  3o  oujrriers 
ont  fait  20  mètres  d’ouvrage,  combien  21  ouvriers  en  feraient- 
ils?  On  pose  3o  ; 20  21  Z X.  Si  l’on  eût  énoncé  ainsi  la  ques- 

tion; 20  mètres  ont  été  faits  par  3o  ouvriers,  combien  21  ou-  ' 
vriers  en  feraient-ils?  les  termes  homogènes  ne  seraient  plus 
dan9  l’ordre  voulu  ; ils  ne  s’y  présentent  dans  les  mentes  rangs 
■qu’ils  doivent  occuper  dans  la  proportion,  qu’autant  qu’en  po- 
sant la  question , on  donne  le  même  ordre  aux  termes  homo- 
gènes dans  les  deux  périodes  de  l’énoncé. 

Mais  si  le  problème  a ses  rapports  inverses,  les  termes  doi- 
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vent  proce'der  en  sens  opposés  dans  la  proportion , de  sorte 
que  le  dernier  des  nombres  énoncés  soit  écrit  le  premier, 

l’avant-dernier  le  second , etc ; l’inconnue  étant-  toujours 

à la  quatrième  place  ('*'). 

Un  homme  a fait  une  route  en  8 jours,  mai-  ..  ■ 

■'  Heures.  Jours. 

chant  7 heures  par  jour;  combien  eûl-il  mis  7 8 

de  temps  s’il  eût  marché  10  heures  par  jour?__  ^ 

Règle  inverse,  p^ce  qu’eu  marchant  plus  d’heures  par  jour,  ‘ 
il  faut  moins  de  jours  pour  parcourir  la  même  distance  i ainsi 
10  : 7 ::  8 : a:  = 5^. 

Voici  quelques  exemples  des  règles  de  trois  : 


(*)  On  peut  éviter  l’emploi  des  proportions  , dans  tous  ces  problèmes  , en 
réduisant  à l'unité  l’un  des  deux  termes  de  la  première  période  de  l’énoncé  : c’est 
ce  qu’on  fait  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  période , quand  ils  sont 
en  rapport  inverse , et  divisant  l’un  par  l’autre  quand  ce  rapport  est  direct. 
En  voici  des  exemples. 

CAS.  Règles  directes.  On  divise  l’un  des  termes  de  la  première  période 
par  l’autre  , et  l’on  remplaee  ce  dernier  par  i.  Dans  la  première  question  , 
3o  ouvriers  font  ao  mètres,  etc.,  comme  moins  on  a d’ouvriers  et  moins  ils. 

font  d’ouvrage , on  posera  ; si  un  ouvrier  fait  ^mètres , combien  3 1 ouvriers 

en  feront-ils?  Evidemment  ai  fois  davantage,  ou  x=  J- X ai  = 14 

a®  CAS.  Règles  directes.  On  multiplie  l’un  par  l’autre  les  deux  ternies  Je  la, 
première  période,  et  l’on  remplace  par  1 celui  des  deux  qu’on  veut.  Dans  le 
a®  problème,  .5  jours  ont  sulTi  à 87  ouvriers,  etc.,  comme  moins  on  emploie 
d’ouvriers  et  plus  il  faut  de  jours  pour  faire  le  travail , on  peut  prendre  87 
fois  plus  de  temps  et  un  seul  ouvrier , savoir  : un  seul  homme  a employé 
57  X 5 jours  , combien  ig  ouvriers  mettraient-ils  de  temps?  ig  fois  moins  , 
^ .‘>7x5 a85 ^ ^ . 

ou  X _ _ I jours. 

Dans  tous  les  cas,  le  terme  qu’on  doit  réduire  à l’unité  dans  la'première 
période,  est  celui  quf  esi.homogène , qu  de  mémo  espèce  que  le  ternie  donné 
dans  la  deuxième  période.  On  fera  bien  de  beaucoup  s’e.\crcer  à cette  sprte 
- de  raisonnement  : les  questions  énoncées  dans  le  texte  seront  résolues  par  ce 
procédé.  On  en  trouvera  un  grand  nombre  d'applications  dans  la  Recueil  des 
problèmes  jle  M.  Grémilliet,  ainsi  que  de  toutes  les  règles  d’Arithmétique  : 
cet  estimable  ouvrage  est  très, utile  pour  former  lus  jeunes  gens  au  calcjii,- 
numérique. 
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I.  Si  17  marcs  5 onces  4 gros  d’argent  ont 
conté  869  livres  1 5 Sous 6 deniers,  combien 
coûteraient  1 4 marcs  3 onces  2 gros  ? Règle 
directe;  donc 

17“  5®  4»'  : 869  liv.  i5  s.‘6  den.  ::  i4“  3®  2*^  i : a:  liv. 

On  siriiplifie  le  calcul  (n”‘58,2®et7o)  enmultipliant  les  deux 
antécédens  et  l’on  a 283”  : 869’  i5‘  6"* 


23o”  5®  ; X. 


.69 

11^2* 


On. trouve  x:?=  7«8*  16*  _ 

II.  *6  es^drbns  Ont  consommé  un  magasin 
de  fourrage -çn  54^ours;  en  combien  de  jours  6 
n Mcadrons  l’eiissentwîljk  consommé  ? Rèele  in-  ^ 


Jours. 

54 


Jours. 
10 
i5 


Ration. 

1 


g escadrons  l’eussentwvS  consommé  ? J^ègle  in- 
verse,  d’où  9 ; 54  6 ; a:  =‘36.. 

III.  Un  vaisseau  a encore  pour  iVjours  de 
vivres;  lUais  on  veut  tenir  la  mer  encore  i5 
jours  : à quoi  doit  être  réduite  chaque  ration  ? 

On  ne  trouve  pas  ici  quatre  termes  ; mais  il  est 

évident  que  l’un  est  sous-entendu,  et  que  le  problème  doit 
être  conçu  de  cette  manière.  On  donnerait  la  ration  i à 
chaque  homme  , s’il  fallait  tenir  la  mer  10  jours;  on  doit  la 
tenir  i5  jours,  que  donnera-t-on?  Règle  inverse  : ainsi 
i5  : 10  1 ; a:  = 

IV.  Une  fontaine  emplit  un  réservoir  en  6 heures , une  autre 
en  5 heures  j , une  troisième  enfin  en  4 heures  | ; en  combien  de 
temps  ces  trois  fontaines,  coulant  ensemble  , empliront-elles 
ce  bassin?  Cherchons  quelle  portion  la  i'“  fontaine  emplit  on 

I Si  en  6'’  un  réservoir  est  rempli , quelle  portion  le  sera  en  i ; 

d’où  6 ; I ::  I : a:=  j.  De  même  pour  les  deux  autres  fon- 
taines ona5|  ; I ::  I ; a:  = 1 ; 5 j = 4 f : < *:  I : ^=-h- 

Ainsi  ces  trois  fontaines  coulant  ensemble,  empliront,  par  heure, 
cette  fraction  du  bassin , s4-À-f--à.o“^+A  + Â==?- 
Donc , si  les  j d’un  réservoir  sont  remplis  en  i'" , combien  fau- 
dra-t-il d’heures  pour  emplir  i ? La  solution  est  i : | ou  | = 1 

II  faudra  i heure  | pour  que  les  trois  fontaines  emplissent  le 
même  bassin.  £u  général , on  divisera  l’unité  par  la  somme  des 
fractions  du  réservoir  qu’emplit  chaque  fontaine  en  i*", 


Digitized  by  Googic 


Hommes. 

30 

3o 


Mètres. 

gÇo 

X 


Jours. 

i5 

13 


RÈGLES  DE  TROIS.  105 

78,  l\eglet  de  trois  composées.  Ou  ramène  souvenlaux  propor- 
tions des  questions  qui  renferment  plus  de  trois  termes  donnes . 
Il  faut  alors  qu’elles  soient  formées  de  deux  périodes  qui  con- 
tiennent des  nombres  homogènes , deux  à deux , et  variables 
proportioanellement.  En  voici  un  exemple. 

Si  20  hommes  ont  fait  160  mètres 
, d’ouvrage  en  i5  jours,  combien  3o 
hommes  en  feraient-ils  en  12  jours? 

11  se  présentera  deux  cas , suivant 
que  les  termes  qui  ne  répondent  pas  à l'inconnue  sont  en  rap- 
port direct  ou  inverse.  Ici,  20  hommes  et  i5  jours  sont  en. 
rapport  inverse  ; car  plus  on  emploie  d’ouvriers , et  moins  il  est 
nécessaire  de  les  occuper  de  temps  pour  accomplir  une  même 
tâche  ; en  sorte  qu’on  peut  doubler,  tripler. . . l’un  des  nombres, 
pourvu  qu’on  divise  l’autre  par  2,  3... , et  la  question  reste  la 
même.  Multiplions  20  hommes  par  1 5,  et  divisons  1 5 jours  par 
i5  ; il  viendra  3oo  hommes  et  1 jour  : de  même  multiplions 
3o  hommes  par  12,  et  nous  aurons  • 

360  hommes  et  I jour.  La  question  Hommes  Mètres.  Jours 
devient  donc  , si  3oo  hommes  ont  3^ 
fait  160  mètres  en  un  jour,  combien 
360  hommes  en  feront-ils  en  un  jour?  Le  temps  étant  le  même 
de  part  et  d autre,  il  est  inutile  d’y  avoir  égard,  et  C**)  on  a ta 
règle  directe  3oo  : 160  ” 36o  ; x = 192  mètréS. 

Lorsque  le  rapport  est  direct , ou 
procède  dilféremment.  Par  exemple, 
si  20  hommes  ont  fait  160  mètres  en 
1 5 jours,  combien  faudra-t-il  de  jours 
à 3o  hommes  pour  faire  192  mètres? 

Plus  il  y a d’hommes,  et  plus  ils  font  de  mètres;  20  hommes 


Mètres. 

160 

T 


Hommes. 

ao 

3o 


Mètres. 

160 

192 


Jours. 

i5 


(*)  C’est  même  à la  réduction  de  ces  deux  nombres  à l'égalité  que  l’on 
doit  tendre.  On  aurait  pu  se  contenter  de  multiplier  ao  et  diviser  |5  par  5 ; a 
de  même,  multiplier  3o  et  diviser  ta  par  4 ; ce  qui  aurait  réduit  les  jours  au, 
même  nombre  3 dans  les  deux  cas. 
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et  i6o  mètres  sont  en  rapport  direct.  Ainsi,  après  avoir  mul- 
tiplié l’une  de  ces  quantités  par  a , 3... , il  faudra  aussi  multi- 
plier l’autre  par  le  même  nombre.  Prenons  192  pour  facteur  de 
20  hommes  et  160  mètres,  puis  160  pour  facteur  de  3o  hommes 
et  192  mètres , il  est  clair  que  le  nombre  des  mètres  C**)  sera , 
dans  les  deux  cas,  192  X 160.  On  a donc  cette  question  : si 
20  X >92  bo^mmes  ont  fait  un  ouvrage  en  i5  jours,  combien  de  ^ 
jours  seraient  3o  X > 60  hommes  à faire  ce  même  ouvrage  ? Cette 
règle  est  inverse  et  l’on  a- 


3o  X i6o  : i5  20.x  192  : x •. 


20. 192. i5 
3o.i6o  ’ 


ou 


2.192.5 19a 

I . i6o  i6 


On  raisonnera  de  même  dans  tout  autre  cas  : le  2*  de  ces  pro- 
blèmes peut  servir  de  preuve  à l’exactitude  du  1"  calcul;  et, 
en  général , en  renversant  le  problème , on  fera  la  preuve  de 
. l’operation.  Voici  encore  un  exemple  assez  compliqué. 

Si  4o  ouvriers  ontfait  3oo*mètres  en  8 jours,  en  travaillant 
7 heures  par  jour,  combien  5i 

OUVriei'S  seraient-ils  de  jours  à Hommes.  Mètres.  Jours.  Heures, 
faire  4^9  mètres  en  travaillant  4^  f , ^ 

6 heures  par  jour? 

On  verra  d’abord  que  les  ouvriers  et  les  heures  sont  en  rap- 
port inverse  ; on  mettra  donc  4<>  X 7 heures  d’une  part , et 
5i  X 6 heures  del’autre,  durantune 

, . , 1-  . ■ Hommes.  Mètres.  Jours, 

heure , ce  qui  donnera  heu  a la  ques-  40x0  3oo  8 

lion  indiquée  ci-contre,  et  qu’il  est.  6 45g  X 

inutile  d’énoncer. 

Les  heures  et  les  mètres  sont  en  rapport  direct;  on  fera 
donc  459  multiplicateur  des  termes  de  la  première  période , et 


(♦)  On  aurait  rempli  le  même  but  avec  un  facteur  plus  simple  qtie  iga; 
Toyei  ce  qu’on  a dit  pour  la  réduction  au  même  dénominateur  ( p.  4i))  > nous 
avons  pris  ici  iga,  pour  mieux  faire  concevoir  la  conséquence  qui  suit. 
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3oo  celui  de  la  seconde  ; ce  qui  réduira 
le  nombre  des  mètres  à être  le  même  de 
part  et  d’autre.  On  aura  une  règle  de 
trois  inverse,  qu’on  posera  ainsi 

5i  x6x3oo  ;8  ::  40 x 7x459,-- 

On  peut  même , avant  d’effectuer  le  calcul , supprimer  le  fac- 
teur 3,  dans  3oo  et  6,  puis  9 dans  4^9;  d’où 

4«>X7X5ix8  4x7x4 

*=  ^ = ' = 11,2. 

5i  X 2 X 100  10 

1 

On  peut  encore  éviter  ces  divers  raisonnemens  ; car , en  les 
reproduisant  sur  chaque  ternie , comparé  à l’inconnue , on  voit 
que  , lorsque  le  rapport  sera  direct,  le  terme  devra  changer  de 
place  avec  son  homogène  ; tandis  que  s^il  forme  un  rapport  in- 
verse, on  le  laissera  ou  il  est.  Enfin,  on  multipliera  tous  les 
nombres  contenus  dans  chaque  ligne,  et  Von  égalera  les  produits 
entre  eux.  Ainsi , dans  la  dernière  question , les  ouvriers  et  les  , ^ 
jours  sont  en  rapport  inverse , ainsi  que  les  heures  et  les  jours  ; 
mais  les  mètres  et  les  jours  forment  un  rap- 
port direct  : on  changera  de  place  seulement  xi 

3oo  e 1 45g;  on  formera  le  produit  des  nombres 
contenus  dans  chaque  ligne,  et  égalant  il  viendra  4<>X  4^9X8x  7 
=5ix3oox6x-3^,  ce  qui  donne  la  même  valeur  que  ci-devant: 
en  effet,  l’inconnue  sera  le  quotient  (n“  5)de4o  x459X8x  7 
divisé  par  5 1 X 3oo  X 6. 

Cette  opération  peut  même  s’appliquer  aux  règles  de  trois 
simples. 

■79.  Règle  de  société.  Trois  associés  ont  mis  dans  le  com- 
merce , l’un  1 2000  fr. , l’autre  8000  fr. , le  tr  oisième  4©oo  fr.  Ils 
ont  gagné  543o  fr. , on  demande  de  partager  ce  gain  à i-aison  de 
leurs  mises. 

La  somme  totale  24000  fr.  a rapporté  543o  fr.  On  fera  donc 
CCS  trois  proportions  : 

/ 


io5 


Hommes.  Jours. 
40x7x459  8 

Sixoxaoo  X 


_ 40.7.459.8 
5i .6o3oo 
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24000  ; 5430  OU  2400  I 543  ;;  12000  : x 2’jx5^’ 

2^00  : 543  ::  8000  : x=  1810 

, 2400  ; 543  4°°°  • ^ ~ 9®5 

On  voit  que  la  totalité  des  mises  est  à celle  des  bénéfices , 
comme  chaque  mise  particulière  est  au  bénéfice  qui  lui  est 
échu.  Lu  somme  des  be'neTices.doit  reproduire  543o. 

Soit  encore  propose'  le  problème  suivant  : 

Trois  ne'gocians  ont  mis  dans  le  commerce,  savoir,  l'un 
lo  000  fr.  pendant  7 mois , l’autre  8000  fr.  pendant  5 mois  ,•  le 
troisième  4000  fr.  pendant  20  mois  ; on  demande  quelle  est  la 
part  de  chacun  dans  le  bénéfice  de  1 5oo  fr. 

On  remarquera  que  les  mises  et  les  temps  sont  en  rapport 
inverse  : eu  les  multipliant  respectivement,  on  retombe  sur 
une  règle  de  la  première  espèce.  L’un  des  associés  est  supposé 
avoir  mis  70  000  fr. , le  second  4®  000  fr. , le  dernier  80  000  ; 
les  temps  sont  égaux.  On  trouvera,  par  la  règle  précédente , 
. 55afr.,63...  3i5fr.,79...63i  fr.,58...  pour  les  gains  respectifs. 

Si  l’on  cherche  d’abord  le  bénéfice  que  rapporterait  une  mise 
de  100  fr. , on  pouri^  poser  aussi,  pour  chacune,  cette  propor- 
tion : si  loofr.  rapportent  un  tel  bénéfice,  quel  est  celui  qui 
est  dû  à une  telle  mise?  Le  i‘' terme,  ou  diviseur,  est  100  dans 
çette  règle  de  trois.  Ainsi  toutes  ces  proportions  seront  plus  fa- 
ciles à résoudre , ce  qui  sera  surtout  utile  lorsqu’il  y aura  un 
grand  nombre  de  sociétaires,  puisqu’on  est  conduit' à autant 
de  règles  de  trois  qu’il  y a de  parts  à faire. 

80.  fiègle  d'intérêt.  On  a pour  but  de  trouver  la  somme  due 
pour  de  l’argent  prêté , sous  certaines  conditions.  Cet  intérêt  se 
stipule  de  deux  manières  : ou  en  indiquant  celui  que  porte  la 
'somme  de  100  fr. , ce  qu’on  désigne  par  les  mots  tant  pour  cent 
( 5 pour  cent  s’écrit  ainsi  : 5 p.  ^)  ; ou  en  fixant  la  somme  qui 
doit  rapporter  un  franc  d’intérêt  ; le  Denier  14  signifie  que  i4 
francs  rapportent  i franc. 

La  relation  qui  lie  ces  deux  manières  de  stipuler  l’intérêt  se 
trouve  pàr  une  proportion.  Ainsi  le  denier  25  équivaut  à 4 p*  o> 
puisque,  si  l’on  pose  cette  règle  de  trois,  25  fr.  rapportent. 


RÈGL^  DE  TROIS.  IO7 

* I £r. , quel  est  l' intérêt  de  100  fr.?  on  trouve  4 fr.  De  inèine  le 
denier  1 revient  à 5o  p.  | , le  denier  30  A 5 p. 

Pour  trouver  l’intérêt  de  54ooo  fr.  à 5 p.  | par  an,  on  pose 
cette  règle  de  trois  ; si  100  rapporte  5,  combien  rapporteront 
54000  fr.  ? Le  4*  terme  est  54o  X 5 = 2700  fr.  ; l’intérêt  est,  à 
ce  taux , le  20*  du  capital. 

Souvent  l’intérêt,  au  lieu  d’être  pris  pour  un  an,  l’est  pour 
un  nombre  de  jours.  L’usage  du  commerce  est  de  faire  l’an- 
née de  360  jours,  ce  qui  simplifie  beaucoup  le  calcul  : car 
pour  trouver  l’intérêt  de  54ooo  fr. , à 5 p.  | par  an , pendant 
210  jours,  on  pose  cette  2'  proportion  : si  36o  jours  donnent 
2J00  fr. , combien  210  jours?  Le  4*  terme  est  l’intérêt  cher- 
ché. L’opération  se  réduit,  comme  on  voit,  à 

X = 54000  X = *575.  11“  i5o.) 

On  tire  de  là  cette  règle  ; Pour  trouver  V intérêt  d’un  capital, 
multipliez  ce  capital  par  le  nombre  de  jours  et  par  le  percen- 
TAGE,  ou  tant  pour  cent,  et  divisez  par  36ooo. 

On  abrège  ce  calcul  en  observant  qu’il  revient  à multiplier 
le  capital  par  deux  fractions , l’une  qui  est  le  nombre  de  jours 
divisé  par&ooo,  et  l’autre  Ze  6*  du  percentage , ce  qu’on  fait 
aisément  à l’aide  des  parties  aliquotts  de  6000  et  de  6,  comme 
u°  42.  Ainsi  on  supposera  d’abord  que  l'intérêt  est  à 6 p.  |,  ce 
qui  réduit  la  7ê  fraction  à i : puis,  prenant  3o  jours  pour  la 
durée  d’un  mois,  pour  a mois  ou  60  jours,  il  suffira  de  prendre 
le  100*  du  capital,  en  reculant  la  virgule  de  deux  rangs  à 
gauche  : pour  un  mois,  on  ne  prend  que  la  moitié  de  ce  ré- 
sultat, pour  10  jours  le  tiers  de  celui-ci , etc. 

Par  exemple , quel  est  l'intérêt  à 6 p.  ^ de  5843',24  du  5 
février  au  g septembre,  retranchant  5 de  9 on  a 4 jours;  en 
outre  il  y a 7 mois  intermédiairea  de  3q  jours;  mais  en  ayant 
égard  aux  mois  de  28  et  de  3i  jours,  on  reconnaît  qu’il  faut 
(ijouter  2 jours  , ce  qui  fait  7 mois  et  6 jours , ou  210  jours.  ’ 

Poor  6 moif  (3  fois  58,43  ) 

Pour  I mois  ( moitié  de  58,43) 30,23 

Pour  6 jours  (cinquième  de  39,2a).. . .5,84 

Intérêt  à 6 p.  7 310, 35  , 


I08  . ^HITUMÉTK^UE. 

Mais  si  l’intérét  est  à 4 ^ p-  | par  an,  il  faut  multiplier  ce  * 


résultat  par  le  6*  de  4ï  = 2 + 2-j-7-  ' 

Pour  J (le  tiers  de  aio,35) 7<>j  <3 

Pour  J 70,1a 

Pour  i (le  quart  de  70, 13) 17,53 

Intérêt  à41p.\ 157,77 


On  aurait  encore  pu  remarquer  que  le  6'  de  4 7 est  ou  ']•,  et 
prendre  les  ^ de  a 10, 35. 

81 . Bègle  d'escompte.  Lorsqu’une  somme  n’est  due  qu’à  une 
époque  encore  éloignée , et  qu’op  en  obtient  sur-le-champ  le 
paiement,  on  nomme  Escompte  rintérét  qu’on  doitpayer  pour 
cela.  Si  donc  on  a 10  000  fr.  à recevoir  dans  ^ mois,  en  retenant 
l’intérêt  de  cette  somme  à -7  p.  | par  mois,  on  devra  déduire 
1^5  fr.,  et  il  restera  qSaS.  Cette  manière  d’opérer  s’appelle 
prendre  F escompte  en  dehors  ; elle  est  la  plus  usitée,  quoiqu'on 
retienne  l’intérêt  de  10  000  fr. , et  qu’on  ne  paie  en  effet  que 
9825  fr. 

Vont  r escompte  en  dedans , il  ne  faut  retrancher  que  l’intérêt 
de  la  somme  qu’on  paie.  Voici  ce  qu’on  doit  faire.  Chaque  mois, 
on  devra  retenir  ^fr.  par  100  fr.  ; donc  après”  mois  loo-J-Jfr. 
seront  réduits  à loofr.  ; on  posera  donc  cette  proportion  : Si 
101 1 sont  réduits  à 100  fr. , à comhien  10  000  fr.  seront-ils  ré- 
duits. On  trouve  9828 fr., 01.  En  effet,  si  l’on  ajoute  à cette 
somme  son  intérêt  à ^ p.  100  par  mois  durant  y mois,  on  re- 
trouvera 1 0 000  fr.  ’ 

82.  La  Règle  conjointe  tient  lieu  des  règles  de  trois  directes, 
et  sert  principalement  quand  la  solution  d’une  question  dépend 
de  plusieurs  de  ces  règles  liées  de  manière  à donner  un  rapport 
composé. 

16  pieds  anglais  valent  i5  pieds  français,  comhien  83  des 
premiers  valent-ils  des  seconds?  On  a 

16  : i5  83  ; a:  = = 77,81  : on  peut  aussi  poser  les 

deux  équations 
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1 5 pieds  français  = i6  pieds  anglais. 

8.^  pieds  anglais  = x pieds  français. 

Multipliant  la  i"  par  83 , et  la  2*  par  i6,  il  vient 

83  X i5  pieds  français  = 83  X i6  pieds  anglais. 

i6  X 83  pieds  anglais  =i6x  x pieds  français. 

. oo  c c 83  X i5 

donc  83  X «5  = ï6  X * , x=s ;; — . 

' lO 

Le  produit  commun  i6  X 83  conduit  ainsi  à la  même  valeur 
que  ci-dessus. 

Prenons  une  question  plus  compliquée.  Combien  2^  pieds 
anglais  valent-ils  de  mètres,  sachant  que  i,3  mètces  valent 
4 pieds  français  , dont  i5  valent  16  pieds  anglais.  On  pose 
1,3  mètres  = 4 pi^ds  français, 
i5  pieds  français  = 16  pieds  anglais, 

27  pieds  anglais  = x mètres.' 

D’après  'ce  qu’on  a vu  ci-dessus , les  deux  premières  équations 
peuvent  être  remplacées  par  leur  produit,  le  i"  membre  étant 
de  l’espece  du  i"  terme,  et  le  2'  membre  de  celle  du  dernier 
terme,  savoir: 

i5  X i«3  mètres  = 4 X 16  pieds  anglais. 

2>;  pieds  anglais  = x mètres. 

De  même,  faisant  encore  le  produit,  on  a 

27  X i5  X 1,3  mètres  = 4 X 16  X x mètres. 

Ainsi  526,5=64  Xx,  d’où  en  divisant  par  64,x  = 8",2266... 

En  remarquant  l’ordre  des  équations  successives,  et  le  rai- 
sonnement qui  autorise  à les  multiplier,  on  voit  que  cette 
règle  s’applique  quel  que  soit  le  nombre  des  équations,  et  qu’il 
faut  les  écrire  de  manière  que  le  second  membre  de  chacune  soit 
de  la  même  espèce  d’unités  que  le  premier  membre  de  V équa- 
tion suivante.  La  règle  est  posée  quand  on  est  arrivé  à un 
second  membre  de  même-  espèce  que  le  terme  initial } on 
égale  le  produit  de  la  première  colonne  à celui  de  la  deuxième. 

Les  exemples  suivans  montreront  l’emploi  de  la  règle  con- 
jointe, et  feront  concevoir  toute  son  utilité.  Il  est  commode  de 
commencer  toujours  la  règle  par  le  terme  inconnu  x. 
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On  demande  le  rapport  de  l’arpent  parisien  à l’hectare.  On 
sait  que  cet  arpent  est  compose'  de  goo  toises  carrées  : le  rap-  * 
port  de  la  toise  au  mètre  nous  apprend  que  la  toise  carrée  vaut 
3,8  mètres  carrés.  Ces  rapports  seront  donc  enchaînés  ainsi  : 

X arpens  = i hectare. 

1 hectare  = loo  ares. 

I are  = 100  m.  car. 

3,8  m.  car.  — i toise  car. 
goo  toises  car.=  i arpent. 

La  règle  est  posée , puisque  ce  dernier  tenue  est  exprimé  en 
arpens , ainsi  que  le  terme  initial.  Égalant  les  produits , 

900  X 3,8  X a:  = too  X 100,  ou  9 X 3,8  X ar=  100, 

eu  divisant  les  deux  membres  par  loO;  donc  too  = 34, 2 

X = ~ 2,924»  ““hectare  vaut  donc  2 arpens  de  Paris,  «t 

ou  à peu  près  3 arpens. 

83.  Quand  on  compare  des  sommes  exprimées  en  monnaies 
de  divers  pays , la  règle  conjointe  prend  le  nom  d'arbitrage^oa 
règle  de  changes.  En  voici  des  exemples. 

La  livre  sterling  vaut  25‘^",5o , on  demande  combien  il  faut 
donner  de  francs  pour  payer  à Londres  120  livres  sterling. 
On  pose 

X fr.  =120  liv.  sterl. , 

I liv.  St.  = 25,5o  francs , 

d’où  *=  120  X 25,5o  = 3o6ofr.  < 

On  demande  le  prix  de  1 00  pistoles  d’Espagne , le  change 
étant  de  108  sous  de  France  pour  i piastre,  sachant  d’ailleurs 
que  la  pistole  vaut  4 piastres.  On  a 

. a:  fr.  5=  100  pistoles  d’or, 

I pist.  = 4 piastres, 

piast.  s=  108  sous, 

20  sous  = I fr. 

s 

ï)onc  20  X a:s=ioox4  X 108,  x — 5 X 4X  108=2160 fr. 
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Voici  une  dernière  question.  Combien  loo  pistoles  d’Espagne 
, ralent-t-OÏles  de  francs,  sachant  que  ^ 

I ducat  d’Espagne  vaut  g5  deniers  de  î pût.  = l't^m’arav. 
gros  d’Amsterdam;  que  34  sous  de  ^ gSden** 

gros  valent  i livre  sterling  de  bon-  la  den.  gr.=  i s^gr.*^ 
dres,  et  que  3a  deniers  sterling  va-  ‘û“'sV  = a4o'd“n.st. 
lent  3 francs?  On  sait  d’ailleurs  que  3a  den.st.=  3fr. 
la  pistole  d’Espagne  vaut  i o86  niara- 

védis,  dont  il  en  faut  3^5  pour  i ducat;  la  livre  de  gros  et  la 
livre  sterling  sont  divisés  en  ao  sous  de  la  deniers  chaque. 
L’opération  s’écrit  comme  on  le  voit  ci-contre , et  l’on  trouve 
loo  io88.q5.a4o.3  . , , 

' 375..a34.3a~»  1“*®"  ^ x=  4 X 19  X ao; 

ainsi  100  pistoles  valent  iSaofr. 

84.  Pour  couvertir  une  quantité  donnée,  en  sa  valeur  ex- 
primée en  une  autre  unité,  il  faut  avoir  le  rapport  de  ces 
deux  unités,  et  recourir  aux  proportions,  ou  aux  règles  con- 
jointes. La  multitude  de  ces  mesures  nous  empêche  de  donner 
leurs  rapports  ; nous  nous  bornerons  à établir  ceux  des  mesures 
anciennes  et  nouvelles,  tels  qu’on  les  trouve  à la  page  126. 
Voyons  quel  est  l’usage  de  cette  table  pour  convertir  les  toises, 
boisseaux,  arpens. ...  en  mètres,  litres,  hectares. . . ... 

On  demande  combien  57’*’  5f  valent  de  mètres?  Je  vois, 
page  126,  que  la  toise  = i'",g49;  je  pose 

i'*’  ; i'“,949  ” 57’'  5*"  8*’°  : a:  = 1 12“,9337. 

Combien  i3“  5“  7*';  valent-ils  de  kilogrammes?  Je  trouve 
qu’une  livre , ou  2 marcs  = 0^,489$  ; d’où 

a"”  ; 0^4895  ::  i3'"  5°  I X =z  3*‘,36i5. 

. "V  7 -.* 

Pour  convertir  44*‘>869  en  toises , on  pose 

1“.:  o’’’,5i3o74  ::  44“»869  : * = 22'^,9I9; 

ou  (page  79),  multipliant  la  fraction  par  6,  et  celle  du  produit 
par  i2,x  = 22'^  5p  6p“,i7. 

Dans  ces  calculs , il  convient  d’exprimer  les  parliescomplexes 


1 la 


arithmétique. 
en  décimales  pour  faciliter  les  multiplications.  Noas  avons 
donné,  dans  la  table,  page  126,  outre  les  rapports  exacts, 
d’autres  valeurs  approchées,  dont  l’usage  est  plus  facile,  et  qui 
sont  suffisamment  exactes.  {Voy.  n"  §95.)  La  table  contient  aussi 
les  logarithmes  des  rapports  , afin  d’abréger  les  calculs,  ainsi 
qu’on  va  l’exposer  p.  1 16. 

Combien  un  litre  ou  décimètre  cube  vaut-il  de  pintes,  sa- 
chant que  la  pinte  contient  4^,q5 

pouces  cubes  et  que  le  pouce  cube  jrpintc.  = i litre. 

^ 1 litre.  = 1000  cent.  eu. 

vaut  19,8364  centimètres  cubes?  Ces  iq,8364  = i pouce  cub. 

rapports  s’enchaînent  ainsi  qu’on  le  4°i95  po.  c.  = i pinte. 

voit  ci-contre.  Égalant  les  produits 

des  deux  colonnes,  il  vient  xX  19,8364  X 46>9^= 

d’où  x=  1,073  747  pinte,  capacité  égale  à celle  du  litre. 

C’est  par  de  semblables*  règles  conjointes  qu’on  a déduit  la 
plupart  des  nombres  du  tableau,  de  ce  que  le  quart  du  méridien 
a 5i3o74o,74 toises.  {^Voy.  p.  69.) 

Des  Progressions. 

85.  Une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le 
précède,  ou  en  est  surpassé,  de  la  même  quantité,  est  ce  qu’on 
appelle'une  Progression  arithmétique  oxx  par  différence  ; tels  sont 
les  nombres  I,  4,  7,  10...  On  l’indique  ainsi  : 1.4*7.10.13.16... 
La  raison  ou  différence  est  ici  3.  * 

Il  est  clair  que  le  second  terme  est  égal  au  premier  plus  la 
raison  ; le  troisième  au  second  plus  la  raison , c’est-à-dire  au 
premier  plus  2 fois  la  raisou;  le  quatrième  est  de  même  com- 
posé du  premier  plus  3 fois  la  raison,  etc.  En  général , un  terme 
quelconque  éCune  progression  par  différence  est  composé  du 
premier  plus  la  raison  répétée  autant  de  fois  qu'il  y a de  termes 
qui  précèdent.  Donc 

1°.  On  peut  trouver  un  terme  quelconque  d’une  progressioA 
sans  calculer  tous  les  intermédiaires.  C’est  ainsi  que  le  100* 
terme  est  ici  = i -f-  3 X 99  ou  298. 

2°.  Pour  insérer  entre  4 et  32 , six  moyens  proportionnels 
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par  différence , c’est-à-dire  pour  lier  ces  deux  nombres  par  6 
intermédiaires,  qui forment  une  progression  composée  de  8 ter- 
mes, je  remarque  que  le  dernier  terme  32  de  la  progression  étant 
égal  au  premier  4 augmenté  de  la  raison  prise  fois  ,32  — 4 
ou  28,  est  7 fois  la  raison  inconnue  ; donc  1araison  = -^  = 4 ; et 
l’on  a la  progression  7 

Pour  insérer,  entre  deux  nombres  donnés , des  moyens  pro- 
portionnels arithmétiques  ou  par  différence , on  divisera  la 
différence  de  ces  quantités  par  le  nombre  de  moyens  plus  unj  le 
quotient  sera  la  raison. 

De  même,  pour  insérer  8 moyens  entre  4et  ii,  on  trouve 

, — 4 7 1 

la  raison  = — ^ ^ ; la  progression  est 


T4.4^5|.6|.7i.7|.8|.9|.  lof.  II. 

86.  Une  progressiqn  géométrique , ou  par  quotient,  est  une 
suite  de  termes  dont  chacun  contient  celui  qui  le  précède , ou 
s’y  trouve  contenu , le  même  nombre  de  fois.  Telle  esf  la  suite 
TT  3 : 6 ; 12  : 24  î 4®  î 9^>”'  raison  ou  le  quotient  est  2. 

Le  second  terme  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison  ; 
le  troisième  est  égal  au  second  multiplié  par  la  raison  , et  par 
conséquent  au  premier  multiplié  par  le  carré  de  la  raison;  de 
même , le  quatrième  est  le  produit  du  premier  par  le  cube  de 
la  raison , etc.  En  général ,.  un  terme  quelconque  d une  progres- 
sion par  quotient  est  le  produit  du  premier,  par  la  raison 
élevée  à une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui 
précédent.  On  peut  donc , 

i“.  Calculer  la  valeur  d’un  terme,  sans  être  obligé  de  passer 
par  tous  ceux  qui  le  précèdent.  Le  dixième  terme  de  notre  pro- 
gression ci-dessus  est  3 X 2^  = 3 X 5i2=  i536. 

2®.  Pour  insérer  8 moyens  proportionnels  géométriques 
entre  3 et  i536,  je  remarque  que  la  progression  doit  avoir 
10  termes , et  que  le  dernier  terme  i536  étant  égal  au  premier 
3 , multiplié  par  la  raison  élevée  à la  puissance  9 : si  l’on  divise 
i536  par  3,  le  quotient  5i2  est  la  neuvième  puissance  de  la 

9 

raison,  d’où  la  raison  = ^5i2  = 2 (p,  93).  Donc,  pour  in- 
T I.  • 8 ' 
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séf*r  antre  deux  nombres  donnés  des  moyens  proportionnels 
géométriques , il  Joui  prendiv  leur  quotient,  et  en  extraire  une 
racine  ttun  degré  égal  au  nombre  des  moyens  plus  un  ; cette 
racine  sera  la  raison. 

Pour  insérer  quatre  moyens  entre  8 et64 , il  faudrait  extraire  ' 

5 

la  racine  cinquième  de  ^ ou  ÿS,  quantité  irrationnelle  (n®  63)  ; 

on  ne  peut  donc  assigner  exactement  ces  moyens , mais  on  en 

s 

approche  autant  qu’on  veut.  La  raison  est  ^ 8.=;  \,5i5'j  ; ainsi 
la  progression  cherchée  est 

H 8 ; ia,i257  ; 18,3792  ; 27,8576  ; ^2, 7.243  ; 64. 

/?es  Logarithmes. 


87.  Remarquons  que  les  théorèmes  relatifs  aux  progressions 
par  différence  deviennent  ceux  qui  se  rapportent  aux  progres- 
sions par  quotient,  en  changeant  l’addition  en  multiplication, 
la  soustraction  en  division , la  multiplication  en  élévation  de 
puissances,  et  la  division  en  extraction  de  racines.  C’est  sur 
cette  observation  qu’est  fondée  la  théorie  des  Logarithmes. 

Concevons  deux  progressions,  l’une  par  quotient , l’autre  par 
différence , dont  les  termes  se  répondent  deux  à deux , telles  que 

1 : 3 : 9 : 27  : 8t  : 243  : 72g  ; 2 187 ... . Nombres. 

: 0.2.4*^  • 8.  10  . 12  . i4  - Logarithmes. 

Chaque  terme  de  la  seconde  est  appelé  le  Logarithme  du 
nombre  correspondant  de  la  première  ; o est  le  logarithme  de 
1 , 2 l’est  de  3 , 4 de  9 ; 6 est  le  logarithme  de  27 , etc.  Les  lo- 
garithmes sont  donc  des  nombres  en  progression  par  différence, 
qui  répondent,  terme  à terme,  à d autres  nombres  en  progression 
par  quotient. 

Comme  les  logarithmes  n’offrent  d’utilité  qu’en  vertu  de  pro- 
priétés qui  supposent  que  ces  progressions  commencent,  l’une 
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l»!'  I , l’autre  par  o;  nous  ne  nous  occuperons  que  de  celles 
qui  remplissent  cette  condition. 

11  suit  de  ce  qu’on  a dit  (n®*  85  et  86),  et  de  ce  que  nos  pro- 
{•ressions  commencent^  l’une  par  un,  l’autre  par  zéro,  qu’un 
terme  quelconque  est  formé  de  la  raison , autant  de  fois  facteur 
pour  la  première,  et  autant  de  fois  ajoutée,  pour  la  seconde, 
qu’il  y a de  termes  avant  lui.  Les  sixièmes  termes,  par  exemple, 
sont  243 , 5'  puissance  de  la  raison  3,  et  lo  qui  est  5 fois  la  rai- 
son 2.  Ainsi  la  raison  est  autant  de  fois  facteur  dans  un  nombre 
quelle  est  de  fois  ajoutée  dans  son  logarithme. 

Si  l’on  multiplie  entre  eux  deux  termes  de  la  prof;ression  par 
quoliei^t,  tels  que  g et  243  ; la  raison  3 sera  7 fois  facteur  dans 
le  produit  (page  81),  parce  qu’elle  l’est  2 fois  dans  9,  et  5 fois 
dans  243:  le  produit  g X a43i  ou  2189,  sera  donc  le  huitième 
terme  de  la  première  progression.  Mais  si  l’on  ajoute  les  termes 
4 et  10  correspondans  dans  la  progression  par  différence,  la  rai- 
son 2 sera  aussi  7 fois  ajoutée  dans  la  somme  i4,  donc  le  pro- 
duit 2 187  et  la  somme  1 4 seront  des  termes  correspondans;  ainsi' 
1 4 est  le  logarithme  de  2187  ; donc /a  somme  des  logarithmes  de 
deux  nombres  est  le  logarithme  de  leur  produit.  Pour  multiplier 
g par  27,  par  exemple , il  suflil  d’ajoute.r  les  lo,;arithmes  4 et  6 
qui  répondent  à ces  facteurs,  et  de  chercher  le  nombre  243, 
qui  répond  à la  somme  10  prise  parmi  les  logarithmes  ; 243  est 
le  produit  cherché.' 

11  suit  de  là  que  le  double  du  logarithme  d'un  nombre  est  le 
logarithme  du  carré  de  ce  nombre;  le  triple  est  le  logarithme 
du  cube;  et,  en  général,  en  multipliant  le  logarithme  d’un 
nombre  par  un  facteur  quelconque , on  aura  le  logarithme  d une 
puissance  dé  ee  nombre  marquée  par  cefacteur.  Pour  g^, on  triple 
le4,  qui  répond  au  nombre  g et  en  est  )e  logarithme;  3x4  = 
répond  à 729  = 9’. 

Les  invprses  de  ces  opérations  sont  faciles  à démontrer  ; car 
le  logarithme  du  quotient  plus  celui  du  diviseur  devant  don-r 
npr  celui  du  dividende,  il  s’ensuit  que  le fogarithme  du  quo- 
tient de  deux  nombres  est  la  différence  des  logarithmes  de  ces 
nombres.  Pour  diviser  a43  par  27,  retranchez  6 de  iq,  ladif- 

8.. 
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. ffi'reiice  4 logaritliîiie  tle  g;  ainsi  g t*sl  le  quotient  dc“ 
mandé. 

De  même  aussi , le  logarithme  de  la  racine  quelconque  dun 
nombre,  est  le  quotient  du  logarithme  de,_ce  nombre  divisé  pat 

le  degré  de  celle,  racine,  y 72g  s’obtient  en  prenant  le  tiers  de 
12,  et  chercliant  4 parmi  les  logarithmes.  Le  nombre  corres- 
pondant g est  la  racine  cherchée. 

88.  Si , au  lieu  de  prendre  3 pour  raison  de  la  progression 
par  le  quotient , on  eût  choisi  une  quantité  beaucoup  plus  pe- 
tite , ces  propriétés  auraient  encore  subsisté  : les  quantités  dont 
cette  progression  serait  composée  auraient  été  plus  près  les 
unes  des  autres , et  l’on  y aurait  trouvé,  par  approximatlbn , les  , 
nombres  i , 2, 3,  4>  5,...  Concevons  donc  qu’on  ait  formé une 
progression,  dont  le  quotient  eût  été  assez  petit  pour  qu’on  y 
ait  trouvé , à très  peu  près , tous  les  nombres  entiers , et  qu’on 
eu  ait  composé  une  table,  dans  laquelle  on  aurait  inscrit  ces 
nombres  et  leurs  logarithmes,  en  supprimant  d’ailleurs  tous  les 
autres  termes  intermédiaires  : les  principes  qu’on  vient  de  dé- 
montrer auraient  également  été  vrais.  Supposons  cette  table 
formée  : on  voit  que 

1°.  Pour  multiplier  des  nombres  entiers  donnés , il  suffît  de 
prendre  dans  la  table  leurs  logarithmes,  de  les  ajouter  et  de 
chercher  la  somme  parmi  les  logarithmes  ; le  nombre  corres- 
pondant est  le  produit  cherché  ('*’), 

2*.  Pour  diviser  deux  nombres , on  retranchera  le  logarithme 
du  diviseur  de  celui  du  dividende  ; on  cherchera  le  reste  parmi 
les  log^itbmes  : le  nombre  correspondant  sera  le  quotient  de- 
mandé (*^). 


(♦)  On  demande,  par  exemple,  la  produit  

47X863;  la  table  donne  les  logarithmes  de  ces  ~ à|9?6o?o? 

nombres;  on  les  ajoute,  comme  on  la  voit  ci-  Somme  = 4’6o8io87 
contre  ; on  cherche  la  somme  parmi  les  logarith-  ’ 

mes,  et  la  table  donne'40  56i  pour  le  nombre  correspondant,  qui  est  la 
produit  demandé. 

(**)  Si  l’on  veut  diviser  40  56i  par  863,  U table  fera  connaître  les  loga- 
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3* * (**).  Pour  faire  une  règle  de  trois,  on  ajoutera  les  logarithmes 
des  moyens;  on  en  retranchera  celui  de  l'extrême  conuu  : le 
nombre  répondant  au  résultat  sera  l’inconnue  (■*•). 

4“.  Pour  obtenir  le  logarithme  d’une  fraction,  on  retranchera 
le  logarithme  du  de'nominateur  de  celui  du  numérateur  : le 
reste  sera  le  logarithme  demandé.  Les  tables  ne  contiennent  que 
les  logarithmes  des  nombres  entiers;  ce  théorème  en  étend 
l’nsage  aux  fractions  (n'gi,  I.)  ('*'*'). 

5®.  Pour  élever  un  nombre  à une  puissance,  on  multipliera 
son  logarithme  par  le  degré  de  la  puissance,  on  cherchera  le 
produit  parmi  les  logarithmes;  il  répondra  à la  puissance  de» 
mandée  C*’'*'*). 

6°.  Pour  extraire  une  racine  d’un  nombre,  on  divisera  le 
logarithme  de  ce  nombre  par  le  degré  de  la  racine , et  l’on  cher- 


rithmes  de  ces  deux  nombres;  et,  les  retranchant,  on  cherchera  la  diffé- 
rence parmi  les  logarithmes  des  tables  : le  nombre  qui  y correspond  sera 
le  quotient. 

(*)  Pour  la  proportion  |53  ; 4^9  X 
après  avoir  pris  les  logarithmes  de  ces  trois 
nombres , on  retranchera  celui  du  premier 
terme  i53  de  la  somme  des  deux  autres;  et 
observez  que  cette  double  opération  peut  être 
faite  d'un  seul  trait.  On  peut  aussi  ajouter  le  complément  arithmétique  du 
logarithme  de  |53  (^vojrcz  n®  lo),  au  lieu  de  retrancher  ce  log.  Le  résultat 
cherché  dans  la  table  parmi  les  log.  répond  à 5i,  qui  est  le  quatrième  terme 
inconnu.  * 


I , 707570a 


(**)  Pour  avoir  le  log  de  3 — ou  — , 
7 7 


tranchera  le  log  7 du  loga6  l'our  obtenir  le 

il 


log  a6  = i,4t 
log  38  = I , ' ■ 
log 
log 


- log  2 = 0,84 

— % i3  = I,II 


0,9030900 


S 3 26  ^8 

produit  de  3 - par  a -7 , ou  de  — par  -= , . 

7 i3  7 i3 

faudra  ajouter  les  logarithmes  de  ces  deux 
fractions , ou  Ipg  a6  — log  7 -4-  log  a8  — log  i3.  On  voit  ce  calcul  effectue  ici 
d’un  seul  coup.  Le  résnltat  est  log  8 : donc  8 est  le  produit  demandé,  ce  qui 
est  d'ailleurs  visible. 


(***}  La  puissance  cinquième  de  17  sc  trouve  en 
répétant  5 fois  log  17,  et  cherchant  le  produit  dans 
la  colonne  des  logarithmes;  il  répond  au  nombre 
cherché  17’=  1419857. 


log  17  = 


i,a3o448^ 
f.;  i5ai  jj.5^ 
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citera  le  quotient  parmi  les  logarithmes  ; le  nombre  qui  s’y  rap- 
porte sera  la  racine  cherchée  ('*'). 

On  voit  donc  que  les  calculs  les  plus  compliqués  sont  rendus 
très  «impies  : les  multiplications  et  divisions  sont  remplacées 
par  des  additions  et  soustractions  ; les  élévations  de  puissances 
et  les  ex  tractions  de  racines  sont  réduites  à des  multiplications 
et  des  divisions.  Ces  admirables  propriétés  des  logariihines  en 
r iident  l’usage  si  important,  que  c’est  un  devoir  de  consacrer 
la  mémoire  du  célèbre  géomètre  écossais  lpek  , qui  en  est  l’in- 
venteur. 

89.  Formation  des  tables.  Il  s’agit  maintenant  d’expliquer 
comment  on  peut  obtenir  les  log.irillmies  de  tous  les  nombres 
entiers.  Jusqu’iei,  nosprogressions  par  difl’érence  et  par  quotient 
sont  (juelconques  l’une  et  l’autre  ; ainsi,  un  meme  nombre  a une 
injinilé  de  logarithmes.  Nous  verrous  bientôt  la  raison  qui  .a 


fait  préférer  les  séries  suivantes. 

TT  I ; 10  : 100  ; tooo  ; 10  000  t IS ombres. 

to.  1,2.  3.  4 Logarithmes. 


O,  sont  les  logarithmes  de  i , 10,100...,  ils’agitde 

trouver  ceux  de  2,  3,  4 , qui  sont  visiblement  compris  entre 

O et  i;  ceux  de  1 1,^2. . .99,  sont  entre  1 et  2,  etc.  On  ne_^  peut 
obtenir  ces  logarithmes  que  par  approximation  ; on  se  contente 
ordinairement  de  7 décimales. 

Observons  que  si,  dans  une  progression,  telle  q\|e 
fo,2-.4.6.8. 10.  . , on  omet  un  terme  sur  2 consécutirs^  ou 
2 sur  3,....  on  formera  d’autres  progressions...  . 0.4.8.12,... 
ou  . 0.6,12. . . On  peut  de  lyènte  imaginer  que  les  progres- 
sions ([ue  nous  avons  prises  font  seulement  partie  de  deux  autres 
dont  les  termes  étaient  beaucoup  plus  voisins,  et  dont  on  avait 
omis  un  certain  nombre  d’entre  eux. 


{*)  La  ^ 1419857  s’obtient  en  divisant  par  5 le.Iog.  du  nombre  proposé,  et 
cberchant  le  4uolieiit|)armi  les  log.  de  la  table.  Lo  nombre  correspondant  est 
17,  racine  cherchée.  * 
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Ainsi,  concevons  qu’on  ait  inséré  entre  1 et  10  un  très  grand 
nombre  de  moyens  proportionnels  par  quotient;  comme  on 
monte  alors  de  1 à 10  par  des  degrés  très  serrés,  il  arrivera  que, 
parmi  ces  moyens,  on  rencontrera  les  nombres  a,  3,  4f*  ^ 
dix-millionième  près.  Cela  posé,  si  l’on  insère  un  pareil  nombre 
de  moyens  par  différence  entre  o et  1,  ceux  de  ces  moyens  qui 
occuperont  le  même  rang  que  2,  3,  4>-<.  seront  les  logarithmes 
de  ces  nombres.  On  raisonnera  de  même  de  10  à loo , etc. 

Il  est  vrai  que,  pour  insérer  un  grand  nombre  de  moyens  par 
quotient,  il  faudrait  extraire  une  racine  d’un  degré  très  élevé 
(86)  ; mais  on  évite  cette  difficulté  à l'aide  de  diverses  racines 
carrées  successives.  Par  exemple,  cherchons  le  logarithme  de  3 ; 
le  moyen  par  quotient  entre  i et  loest...  3,16227766,  et  par 
différence  entre  o et  1 est  o,5;  o,5  est  donc  le  logarithme  de 
3,1622.  , nombre  déjà  voisin  de  3.  Une  pareille  operation 

pour  I et  3,1622 ....  d’une  part,  et  pour  o et  o,5  de  l’autre, 
donne  0,26  pour  le  logarithme  de  1,77827941.  De  meme  entre 

1,7782. . . . , et  3, 1&22 d’une  part,  et  entre  0,26  et  o,5  de 

l’autre,  on  trouve  pour  moyens  2,37187370  et  0,376.  En  con- 
tinuant de  resserrer  ainsi  ces  limites,  on  trouvera  0,80102999 
et  o,477i2ie5  pour  logarithmes  de  2 et  3. 

Ces  calculs  sont  très  pénibles;  il  est  vrai  qu'on  n’est  obligé 
de  les  pratiquer  que  pour  les  nombres  premiers,  puisque  les 
autres  logarithmes  s’eu  déduisent.  Mais,  malgré  cela,  il  en  reste 
assez  pour  lasser  la  patience.  Aussi  n’avons-nous  présenté  ce 
procédé  que  comme  un  moyen  de  concevoir  la  formation  des 
tables,  nous  réservant  d’en  donner  de  plus  expéditifs  (626). 

90.  U estaisé  maintenant  d’expliquer  pourquoi  on  a attribué 
la  préférence  aux  deux  progressions  adoptées.  Tout  logarithme 
est  formé  d’une  partie  entière , qu’on  nomme  Caractéristique, 
et  d’une  fraction  décimale  : or, 

1°.  Les  nombres  compris  entre  1 , 10,  100,...  ont  leurs  loga- 
rithmes respectivement  compris  entre  o,  i,  2, .'. . . c’est-à-dire 
que  le  logarithme  de  tout  nombre  a pour  caractéristique  autant 
d’unités  que  le  nombre  a de  chiffres  entiers  moins  un  ; ce  qui 
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permet  de  6xer  ce  nombre  de  cbifFres,  lorsque  la  caractéristique 
est  donnée,  et  réciproquement.  Le  nombre  543,21  adeux  unités 
en  tières  à son  logarithme  : et  3,4  7 7 1 2 1 125  est  le  logarithme  d’un 
nombre  dont  la  partie  entière  a quatre  chilFres.  On  évite  sou- 
vent de  charger  les  tables  de  cette  caractéristique  qui  y est 
inutile.  , 

2».  Lorsqu'on  veut  multiplier  ou  diviser  un  nombre  par  10, 

100,  1000, — il  fautajouterouôteràsonlogarithiiie  1,2,3, 

unités  ; d’où  il  suit  qu’augmenter  ou  diminuer  la  caractéristique 
de  1 , 2,  3 , — c’est  multiplier  ou  diviser  le  nombre  correspon- 
dant par  10.,  100,....  c’est  reculer  la  virgule  du  nombre  de  i, 
. 2,  3,...  rangs  à droite  ou  à gauche.  Les  logarithmes  des  nom- 

bres 3,4578,  34,578,  345,78,  ont  la  même  partie  décimale; 
seulenient  les  caractéristiques  sont  respectivement  o,  1,2.... 

Tels  senties  avantages  que  présente  le  système  de  logarithmes 
de  Briggs,  qui  l’ontfait  préférer  dans  la  composition  des  tables. 
Nous  l’indiquerons  à-l’avenir  par  le  signe  log  ; ainsi  log  5 dési- 
gnera le  logarithme  tabulaire  de  5,  c’est-à-dire  le  logarithme 
pris  dans  l’hypothèse  de  deux  progressions  du  11“  89. 

, gt.  Usage  des  tables.  Il  faut  avoir  des  tables  de  logarithmes 
entre  les  mains  pour  en  concevoir  l’usage  ; celles  de  Gallet,  de 
Borda  et  Delambre,  sont  les  plus  usitées.  Nous  n’entrepren- 
drons pas  ici  d’expliquer  leur  usage  ; mais  il  est  quelques  points 
qui  tiennent  à la  doctrine  même,  et  qu’il  est  bon  d’éclaircir. 

I.  Les  log.  des  nombres  i présentent  une  difficulté  : en  gé- 
- néral  ( n“  88, 4°-  ) if  faut  retrancher  le  log.  du  dénoprinateur  de 
celui  du  numérateur  pour  avoir  le  log.  d’une  fraction  : mais  , 
lorsque  celle-ci  est  moindre  que  i,  la  soustraction  devient  im- 
possible. Par  exemple,  pour  multiplier  5 par  comme  cela 
équivaut  à diviser  5 par  il  est  indifférent  d’ajouter  log  | à 
log  5,  ou  de  retrancher  log  | de  log  5 ; c’est  alors  cette  dernière 
opération  qu’on  préfère.  On  voit  donc  qu’il  faut  soustraire  le 
log.  du  numérateur  de  celui  du  dénominateur,  mais  qu’on  doit 
employer  ce  log.  en  sens  inverse;  c’est-à-dire  le  soustraire  .s’il 
fallait  l’ajouter,  ou  réciproquement.  On  donne  le  nom  de 
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Logarithmes  négatifs  à ces  valeurs;  on  les  distingue  par  le 
signe  — qu’on  place  devant. 

Un  peu  d’attention  suffit  pour  éviter  les  erreurs.  Voici  divers 
exemples  propi-es  A faciliter  l’intelligence  de  ces  calculs. 


■ n JT—  X * J®e5=  0,6989700 

■ ~ 0,04  — Iog3  = 0,477iai3 

log  5 =-^,2218487 
log  43,213  = 1,6254359 
i,4oi5872 


log  100  = 
—log  4 = 


2,0000000 

0,6020600 


log  0,04  =—1,39; 


)0O 

a 


log  X =:  2,8015272 
* = '633,i8 


log  7=  0,8450980 
—log  5=  0^698^^ 

log  1=— 0,1461280 
log  x=— 0,0730640 
compl.  c=  0,9269360 


2®.  x=z  f ; on  ôte  log  5 de  log  7 , et 
on  prend  la  moitié.  Pour  trouver  le  nom- 
bre qui  répond  à ce  résultat  qui  est  un 
logarithme  négatif,  on  le  retranche  de  i, 
ce  qui  rend  le  nombre  10  fois  trop  grand; 
on  a + 0,9269360,  qui  rc'pondà8,45i54>' 
donc  ar=  O,  845154. 

3 

1/0,00027  , , 

^ on  prend  le  Uers  5,0000000 

log  27=  i,43i3638 


3®.  a:  = 


32,41 


de  log  100000— log27,  etc.  On  retranche  iogo,ooo27=-3;5œ63& 
log  a:  de  3,  ce  qui  rend  le  nombre  1000  fois  le  tiers=— 1,1^454 

trop  grand;  il  vient  + 0,2997766,  qui 
répond  à 1,9942  : donc  a:  = 0,0019942. 

II.  Il  est  préférable  d’employer  les 
logarithmes  dont  la  caractéristique  seule 
est  négative.  Ainsi , dans  le  deu.\ième 
calcul  log  I =log  5 — log  7;  on  rendra 
la  soustraction  possible,  en  .ajoutant  i à 
la  caractéristique  de  log  5 : maisilfaudra 
ôter  de  la  différence  cette  unité  ajoutée , 
et  l’on  aura  logf  = — i +0,8638720,  qu’on  écrit  1,8638720. 
Le  caractéristique  est  alors  seule  négative,  et  il  faudra,  comme 
ci-dessus,  y avoirégard  dans  les  calcuissubséquens.  Ici,  ou  l’on 
doit  prendre  la  moitié,  pour  éviter  les  fractions  à la  caracté- 
ristique , on  y ajoute  i , et  elle  devient — 2 , et  aussi  1 au  chiffre 
8 des  dixièmc.s,  qui  devient  18  : ces  deux  additions  de  Tunité 


log  3a,4i= — 1,5106790 
log  X— — 2,7002244 
compl.=  0,3997756 


1 -f  log  5=1,6989700 
log  7=0,8450980 
log  ?=t;8538^ 
ou  — 2+1,8538720 
log  X =7,9269360 
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positive  et  négative  u’altèreiit  pas  le  logarithme;  la^nroitiéctt 
coinnie  ci-  dessus,  log  a:=:  1,9269360. 

Observez  donc , lorsqu’il  faudra  diviser  un  log.  à caractét'is- 
tique  négative,  d’y  ajouter  assez  d’unités  pour  qu’elle  devienne 
un  multiple  du  diviseur,  et  d’ajouter  autant  d’unités  de  dixaines 
au  chiffre  suivant , qui  est  la  première  des  figures  décimales.  La 
première  et  la  troisième  opération  sont  exécutées  ici  d’après  ces 
principes , et  l’on  peut  reconnaître  que  les  calculs  sont  devenus 
plus  faciles^t  plus  prompts. 


log  3 =0,  j79i2i3 
log  = i,(->a5435;) 

. . — k>C  5 = o,6()8;)20Ô 
' — log  0,04  = 2,6020600 

log  jr  = 2,601527» 


log  0,00007=  4(45*3638 
Oit  ajoute  2 à la  calrac!. 

pour  prendre  le  tiocs = 3,8io4S46. 

— log  32,41= — 1,5100790- 

logx=  3,21)97756 


4°.  On  peut,  au  lieu  de  soustraire  des 
logarithmes  (10),  ajouter  leurs  complé- 
mens  arithmétiques.  Dans  la  première 
opération , pour  log  | , on  ajoute  au  log  3 
le  complément  de  log  5.  L’avantage  qu’on 
en  retire  est  à peu  près  nul , attendu 
qu’on  peut  faire,  d’un  seul  trait,  toutes 


log  3 = o,477I2iÎ. 
O log  5 = ï,3oio3oo 
log  42,212  = 1,6254359 
O log  0,04  = 1,3979400 
log  x = 2,8oi527» 


CCS  additions  et  soustractions. 


Lorsqu’on  veut  exécuter  un  calcul  par  log.,  il  convient  de 
simplifier  avant  tout  les  expressions  ; ainsi  le  premier  exemple 
se  réduit  à 0:  = ^ X 3 X X 4*2,12. 

III.  Pour  obtenir  les  log.  des  en  tiers  compris  entre  deux  nom-- 
bres  quelconques,  tels  que  10  et  20,  il  faut  concevoir  qu’on  a 
inséré  un  assez  grand  nombre  de  moyens  par  quotient,  pour  que 
parmi  ces  moyens,  très  peu  différens  les  uns  des  autres;  il  y en 
ait  qu’on  puisse  regarder,  par  approximation,  coinine  égaux 
à II,  12,  i3,....  c’est-à-dire  que  ces  moyens  ne  doivent 
ditiérei'  de  1 1 , 12 , 1 3. . . . que  dans  l’ordre  des  décimales  né- 
gligées. 

DauB  une  progression  géométrique,  tellequc  H8C'32  1 128.... 
tïont  la  raison  cs<  4;  on  a 3a  = 8 + 8.3,  128  = 32  + 32,3... • 
Ainsi  rexecs  U’un  tonne  sur  celui  qui  le  précède  est  le  produit 
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de  celui-ci  inuUipUé  parla  raison  moins  un  : run  de  ces  facteurs 
croît  avec  le  rang  du  terme,  l’autre  est  constant  : cet  excès 
croît  donc  sans  cesse,  et  il  y a moins  d’entiers  compris  entre 
8 et  32,  qu’entre  32  et  128. . . . Pour  obtenir  les  log.  de  ces  en- 
tiers intermédiaires,  il  faudrait  y insérer  des  moyens  géomé- 
triques en  quanti  tés  suffisantes,  et  aussi  des  moyens  aritliméti- 
ques  en  égal  nombre  entre  les  deux  termes  correspondans  de  la 
progression  des  iog.  La  diOerence  constante  de  celle-ci  sera  donc 
partagée  entre  un  plus  grand  nombre  de  termes  à mesure  que 
l’entier  croîtra  ; ce  qui  démontre  que  plus  un  nombre  est  grand, 
et  moins  son  logarithme  diffère  de  celui  qui  le  suit  dans  la  table. 
Aussi  voyons-nous  queleslog.de  i,  10,  100....  étant  o,  1,2,.... 
les  neuf  nombres  de  i à i o se  partagent  entre  eux , quoique  iné- 
galement, une  unité  entre  leurs  log.  ; et  que  les  90  nombres  de  10 
à 100,  les  900  de  100  à 1000...  se  partagent  aussi  une  seule  unité. 

La  différence  entre  les  log.  ne  tarde  meme  pas  à devenir  assez 
petite  pour  n’affecter  que  les  deux  ou  trois  dernières  décimales, 
et  à être  la  même  dans  une  certaine  étendue  de  la  table.  Par 
cxetnple,  en  se  bornant  à sept  figures  seulement,  79  est  l’excès 
de  tous  les  log.  des  nombres , depuis  54700  jusqu’à  553oo  en- 
viron. La  différence  n’est  pourtant  pas  constante,  etsi  l’on  con- 
servait un  plus  grand  nombre  de  décimales,  on  la  verrait  varier 
sans  cesse. 

Ainsi,  quoiqu’il  soit  faux  de  dire  que  les  nombres  croissent 
proportionnellement  à leurs  logarithmes , on  voit  qu’on  peut 
le  supposer  sans  erreur,  du  moins  pour  de  grands  nombres , et 
dans  One  petite  étendue.  Cela  posé,  soit  demandé  le  log.  d un 
nombre  qui  excède  les  limites  des  tables , tel  que  5487343,  par 
exemple,  dansccllcsdcCallet,  qui  ne  vont  que  jusqu’à  loSmille. 
En  négligeant  43 , on  cliercbcle  log.  de  54873,  qu’on  trouve  être 
7393587 , et  qui  ne  diflere  de  celui  de  54874  que  de  79.  Puisque 
une  unité  de  différence  entre  les  nombres,  répond  à 79  de  diffé- 
rence entre  les  log. , on  posera  cette  proportion  ; 

Si  I dijf.  entre  les  nombres,  donne  79  diff.  entre  les  log, 
combien  o,43,  dijf.  entre  {es  nombres,  donnera-t-il  de  diff.  entre 
les  logarithmes?  ou  1 ; 79  o,43  x — 
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Ainsi  34  est  l’excès  dulog.  de  54878,43  sur  celui  de  54878  : eu. 
ajoutant  34  à ce  dernier,  ou  a 78986a  i , et  il  ne  s’agit  plus,  pour 
avoir  le  log.  cherché,  que  de  mettre  la  caractéristique,  d’après 
la  place  que  la  virgule  occupe  dans  le  nombre  proposé  : ainsi 
( n"  90  ) 

log  54,87843=1,7398621,  log  0,5487343=1,7893621 , etc. 

11  est  inutile  de  remarquer  que  dans  notre  proportion  79  et  34 
tiennent  Heu  de  0,0000079  et  o,ooooo34-  D’ailleurs  les  tables  de 
' Callet  offrent  à chaque  différence  logarithmique  la  valeur  de 
r,a,3,...  9 dixièmes  de  cette  différence,  en  sorte  que  le  qua- 
trième ternie  de  la  proportion  est  de  suite  calculé. 

IV.  Pour  trouver  le  nombre  qui  répond  à 1,7393621,  on  voit 
d’abord  que  ce  logarithme , abstraction  de  la  caractéristique , 
tombe  entre  les  nombres  5487800  et  5487400,  et  que  la  diffé- 
rence entre  le  log.  proposé  et  celui  de  5487800  est  34  ; ainsi  on 
fera  la  proportion  suivante,  79  : i ::  34  : ^=77,  inverse  de  celle 
qu’on  vient  d’employer  : on  trouve  a;  =0,48;  ainsi  le  log, 
proposé  est  celui  du  nombre  0,5487843. 

Voici  des  règles  conjointes  où.  les  log.  simpUfient  la  calcul.; 

I.  La  toise  ou  le  pied  anglais  vaut  0,988298  toise  ou  pied 
français , en  trouver  la  valeur  en  mètre  ? 


X mètres  = 1 toise  angl 

I toise  angl.  = 0,9382^3  toise  franf loj;  — 7,9733385 

I toise  fran{.  = 1,9^9036  mètre log  = 0,2898199 

X r=i  ■"828767  = I toise  angl log  = o, 2621584 

On  trouve  de  même  i pied  angl.  = o'"3o47946 log  = 7,4840072 


II.  Un  centimètre  cube  d’eau  pèse  un  gramme;  combien  de 
livres  pèse  un  pied  cube  d’eau  ? ■* 


X livres  xx  i pied  cube. 

39,17386  piwls  cub.  = 1000  déc.  cubes  log  = — 1,4649939 

I décim.  cube  = 1000  cent,  cubes log  = -f-  3,ooooooo 

I ccntim.  cube  m i gramm.  p.  69. 

1000  grammes  r=  2#',o4288 log  = -f-  0,3i024ai 

39,17336  X a:  = 1000  X 2,04288  logx=  .4-  1,8452482 


X =z  7oV-,o242=poids  d’un  pied  cube  d’eau  pmo. 


* 
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ill.  Dans  un  pays  où  la  longueur  du  pied  est  de  1 3 pouces  de 
Paris , et  où  la  perche  vaut  20  pieds , on  demande  combien  cette 
perche  vaut  de  centiares,  et  combien  l’arpcnt  de  ce  pays  vaut 
d’ares? 


I are  = 36,3a45  toises  carrées  169 2,2378867 

I =36  pie<ls  carrés  4°** 2,6020600 

I = 12  X 13  pouces  carrés  26,3245 — i,42o36oo 

i3  X i3  = t pied  carré  36. — l,5563o25 

20  X 20  = I perche  carrée  >44 — ■ 3, 1583625 

I = X ares. 

i3*.20’  = 26,3345  X 36  X 12’. X X T, 6949217 

169.400=  26,3245  X 36  X i44-s^  ^ = 0,4954  ares. 


Ainsi  la  perche  vaut  49>^4  centiares  ; l’arpent  49)^4  ^ces. 

IV.  Pour  montrer  comment  on  a pu  calculer  les  nombres 
qui  composent  le  tableau  suivant , nous  choisirons  cet  exemple. 
En  partant  de  la  longueur  du  mhire  légal,  qui  est  de  443'‘,296 
de  là  toise  du  Pe'rou , et  sachant  que  l’ancien  boisseau  était  une 
capacité  de  655,78  pouces  cubes , on  demande  combien  le  bois- 
seau vaut  de  décalitres. 


X décal.  = I boisseau  100. . 3, 

I = 655,78  pouces  cnb.  1728 8,2375437 

I = 1728  lignes  cubes  ££5,78 2,8167583 

(443,296)’  = I mètre  cube  (443, 296)* — 7,9400814 


I = 1000  décira,  cubes  x 0,1 142306 

I = litre  X = i,3oo83 

10  = 1 décalitre  1 boisseau  vaut  t,3oo83  décal. 

^3,ag6)>.x  = 100.1728.655,78 


■» 
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Un  mètre  = o,5i3o74<>74^‘^^  ~ “ “ — 1>7ioi8o07 

Un  mètre  = 3pi.opo.iili.,Q96=:  3 pi.  ,oj8444=^-  '“C  * =•  o,48833i3a 

Une  toise  = i,g49<>363  mètre  = c log  c = 0,28981993 

Un  pied  = o,3a48394  D'être  — d ....  log  rf  = T, 5i  166868 

Un  pouce  = 2,706996  centimètres. log  ■=  0,48248743 

Une  aune  = 43  po.  iolig.,5=  1,187694  mètre log  = 0,074704.6 

M mètres  valent  ( a x M)  toises  ou  ( i x 3/  ) pieds. 

T toises  valent  (c  x T ) mètres,  P pieds  valent  (<i  x l’)"mètres. 

Un  are  = 26,3243  toises  carrées log  = 1,42086014 

Un  arpent  do  900  t.  carr.  (100  perches  de  18  pi.)  = 34, 18867  “fes- 

Un  hectare  = 2,924944  >‘>'P‘’ds log  = 0,4661 1768 

Une  toise  carr.  = 3,798748  mètres  carrés log  = 0,57968986 

Un  pied  carr.  = io,55a  décimètres  carrés,  i po.  carr. = 7,82782  cent.  carr. 


Un  stère  = o,i35o64  toise  cube=29,t7386pieds  cubes. 

Un  stère  = o,.32i  voie  = o,26i  corde;  t voie=  1,920  stère. 


Une  toise  cub.  = 7,408887  mètres  cubos log  = 0,6694597g 

Un  litre  = i,23oo  litron 103  = 0,0899051 


= (50,4124 pouc.  cub.)  =1,07876  pinte,  log  = 0,0809020 
Un  litron  = 6,81802 litre;  une pinte=o,93i3 litre. 

Un  boisseau  s=  i,3oo8dccalit.  ; i bcctol.  = 7,G374  boiss. 


U ne  livre  = 4,89606  hectogr.  = A logb  = 0,68976788 

Un  kilogramm.  = 2,0428766  livres  = { log  / = 0,81024212 


L livres  valant  (A  X 4)  hectogr.  K Jiilogr.  valent  (I  x K)  livres. 

80  francs  = 81  livres  tournois.  Pour  traduire  des  francs  en  livres  , ajoutes 
le  80®  (ou  le  8*  du  10',  c’est-à-dire  un  liard  par  franc).  Pour  changer  des  livres 
en  francs  , ô^es  le  81*,  ou  le  9*  du  9*. 

D'après  les  réductions  des  anciennes  monnaies , 5 pièces  de  6 livTes  valent 
29  fr.  ; 4 <le  3 livres  valent  1 1 fr.  ; le  louis  vaut  23  fr.  55 , et  le  double  louis 
47  fr.  20. 

* Rapports  approchés. 


76  mètres  = 89  toises. 
19  mètres  = 16  aunes. 
40  hectar.  =117  arpens 
37 stères  = 5 toi.  eu. 
i3  litres  =>  16  litrons. 
Tokilogr.  =143  livres. 


i3  décimètr.=  4 pieds. 
3 décimètr.=  1 1 pouces 
19  mèt.  car.  ==  5 t.  carr. 
5 dccim.cu.=252po.  eu. 
i3  décalitres=  10  boiss. 
Il  hectogr.  = 36 onces. 


81  ceutimètr.  = 2 {pieds 
97  millimètres=43  lignes 

21  dccim.  car.  = 2 pi.  car 

22  centim.car.=  3 po  car 
27  litres  =29  pintes 

8 décigram . = 1 5 grains 


4 myriaraèircs  valent  9 lieues  de  26  au  degré , ou  de  2288  toises  7. 
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Dm  nombres'^  ^2461  qui  sont  multiphs  des  nombres premiers 
autres  que  2 , 3 et  5,  avec  leur  plus  petit  diviseur  d. 


On  demande  si  les  nombres  i843,  1907  et  2go55  sont*pre- 
miers,  ou  quels‘en  sont  les  diviseurs?  1*.  la  table  indique  que 
1843  est  multiple  de  19,  et  = 19  X 97  ; 2°.  r907  est  un  nom- 
bre premier,  puisqu’il  n’est  pas  dans  la  table,  et  que  2,  3 ni  5 
ne  le  divisent  ; 3®.  agoSS  est  divisible  par  3 et  5,  et  le  quotient 
est  1937,  multiple  de  i3  ; donc  29o55=3x5x  i3x  »49- 


; 
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LIVRE  SECOND 


ALGÈBRE  ÉLÉMENTAIRE. 


I.  CAtCOLS  ALGÉBRIQUES. 


Notions  générales. 

93.  Ârllhraëtiqueonapourbutde combiner entreeux des 

nombres,  selon  de  certaines  règles  : en  Algèbre , ce  n’est  pas  un 
résultat  numérique  qu’on  veut  obtenir,  mais  on  cherche  la  ma- 
nière dont  chaque  nombre  entre  dans  le  calcul.  La  solution  de 
tous  les  problèmes  de  même  nature , qui  ont  seulement  des 
données  différentes,  exige  des  calculs  semblables  pratiqués  sur 
ces  données.  Par  exemple , l’intérêt  d’un  capital  se  trouve  en 
multiphant  ce  capital  par  le  temps  écoulé  et  par  le  ioo‘  de  l’in- 
. térét  que  rapportent  100  francs  dans  l’unité  de  temps  (n”  i5o). 
L’Algèbre  s’occupe  de  la  recherche  des  calculs  à faire  dans 
chaque  problème,  et  pour  y parvenir,  on  y représente  les  don- 
nées par  des  lettres  a,  b,  c, . . . . propres  à désigner  tous  les 
nombres , aGn  de  reconnaître  dans  le  résultat,  à travers  toutes 
les  réductions  et  les  modi&cations , la  manière  dont  chacune 
s’y  comporte. 

Cherchons,  par  exemple,  le  nombre  dont  le  triple  est  ^al 
X 100,  plus  la  moitié  de  ce  nombre;  nous  raisonnerons  ainsi  : 
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Z fois  l’inconnue  égale  loo  plus  la  moitié 
de  V inconnue 3 a;  = loo  -f-  ^ x 


Retranchaot  de  part  et  d’autre  la  inàitié  de 
l’inconnue , on  a 

Zfoist  inconnue  moins  sa  moitié  égale  loo,  3ar---jx=  loo 
ou  \fois  l’inconnue  égale  loo J x = loo 

Enfin  (5)  divisant  des  deux  côtes  par  \ , 

U inconnue  égale  ^ de  i oo  ou  égale  4o. . . x ;=  1 1 oo  = 4® 
L’algébriste  repre'scnte  l’inconnue  par  x , età  l’aide  des  signes, 
exprime  les  parties  de  ce  raisonnement,  comme  un  le  volt  ci- 
contre.  Et  s’il  met  a au  lieu  du  nombre  loo , il  aura 

3x  = a-|-ix,  3x — ijc=a,  ou  = ar=‘a. 

Ainsi,  l’inconnue  dont  le  triple  est  égal  à sa  moitié,  plus 
une  quantité'  donnée,  est  les  |-decette  quantité,  quelle  qu’elle 
soit  (voj'ez  page  «47)- 

La  manière  de  démontrer  les  théorèmes  peut  encore  différer 
beaucoup  en  Algèbre  et  en  Arithmétique.  Veut-on  prouver  une 
proposition?  On  prendra  en  Arithmétique  un  exemple  numé- 
rique quelconque,  et  l’on  procédera  de  manière  à conclure  la 
proposition  , non-seulement  pour  l’exemple  individuel  sur  le- 
quel on  a opéré , mais  encore  pour  tout  autre.  On  fera  donc  un 
raisonnement  général  sur  un  exemple  particulier.  En  Algèbre, 
au  contraire,  on  prendra  un  exemple  formé  de  symboles  assez 
généraux  pour  représenter  tous  les  nombres,  on  pourra  raison- 
ner d’une  manière  qui  soit  particulière,  et  souvent  les  com- 
binaisons seront  purement  mécaniques.  C’est  ce  que  la  suite 
expliquera  mieux  (n“  io6). 

g3.  Convenons  donc  de  représenterlesquantitésconnues  par 
des  lettres  U,  b,  c,..\  ce  sont  les  nombres  donnés  qui  servent  de 
base  aux  raisonneinens , et  de  la  grandeur  desquels  nous  vou- 
lons rester  maîtres  de  disposer  ensuite.  Si  s est  la  somme  des 
quatre  nombreso,  ô,  c et  d,  nous  écrirons  s = a -f-  b'+-  c-j-d. 

s=a+a+a+  a,  se  réduit  à s r=4  X a,  ou  simplement 
= 4 a,  en  ôtant  le  signe  de  la  multiplication  qui  devient  inutile. 
T.  I.  9 
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Le  chiftVe  4 se  nomme  Coejfftcienl  Si  le  nombre  a doit  être 

répëléa,5,7 /ifois,  one'criraza,  5a,  ^a na.  De  même 

on  désigne  par  a’,  a*,  a' a"  que  a est  2,5,7...  ” facteur, 

savoir,  aa,  aaaaa,  etc. 

On  nomme  Terme  toute  quantité  séparée  d'une  autre  par  les 
signes  + ou  — ;le  binôme  a deux  termes,  tels  sont  a+b,ac — 
le  trinôme  trois , tels  que  a + é — c , ad  — ^ab  — • aéc  ; le  pçlj- 
nome  enfin  a plusieurs  termes. 

Le  trinôme  a — b — c désigne  qu’après  avoir  ôté de  a,  il 
faudra  encore  retrancher  edu  reste  ; ce  qui  revientà  a — (ô+c); 

a. — b — b est  visiblement  égal  à a — ib\  de  même 

a — b — 36  — 7.b  = a — 66.  ' 

De  la  Réduction,  l’Addition  et  la  Soustraction. 

g4.  On  appelle  Réduction  l’opération  algébrique  qui  tend 
à réunir  plusieurs  termes  en  un  seul  *,  mais  il  faut  ppur  cela 
que  ces  termes  ne  difièrent  que  par  les  coelticiens,  et  qu’ils 
soient  formés  des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposans. 
3a-iab — 6,  3a’ — 2a,  Scéb'^-^ia.^b^ — 36*,  sont  des  quantités 
irréductibles.  On  verra  aisément  qney* 

— flJc*  — hc^  -4-  -f-  = "xabe*  4-  he^  -f- 

, aa—  3A-^a  — e + 3a  — c, 

36  + aac  — 56  — 3ac  ac  4-  d = d — a6. 

En  général , on  ne  prend  d abord  que  deux  termes  semblables, 
et  la  réduction  ne  frappe  que  sur  leurs  coefficietu,  c’est-à-dire 
qtion  ajoute  ces  coejfficiens  lorsque  leurs  signes  sont  les  mêmes, 
et  qu’on  les  retranche  s’ils  sont  différens  : on  donne  ensuite  au 
résultat  le  signe  commun  dans  le  premier  cas,  et  le  signe  du  plus 


(*)  On  doit  bien  sc  garder  de  confondre  les  exposans  avec  les  cocITiciens , 
par  exemple,  avec  : les  exposans  indiquent  la  multiplication  réitérée 
d'une  quantité  par  ellc'inôme;  les  cocniciens  en  marquent  Taddition  , 
d4r=a.a.a  a,  ^ar=z  a^a  : si  a représente  le  nombre  5,  a<  = 

et 
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grand  coejjicient  dans  le  second.  Les  lettres  et  leurs  exppsaus 
demeurent  d’ailleurs  les  memes. 

On  doit  attribuer  le  facteur  i aux  termes  qui  n’ont  pas  de 
coefticient  f II’  54);  ^ et  oc  équivalent  à et  lac, 

A proprement  parler,  il  p’y  a en  Algèbre  ni  addition,  ni 
soustraction,  mais  bien  une  réduction  lorsqu’elle  est  possible  ; 
l’addition  et  la  soustraction  restent  encore  à exécuter  dans 
a-\-b  et  a — b. 

Ainsi , pour  faire  l’addition  ci-contre, 
on  n’éprouvera  d’autre  embarras  que  ~ 

celui  de  la  réduction,  après  avoir  attri- 
bué  le  signe  -f  au  premier  terme  de  ria»  -1 "îic  h- 
chaque  trinôme. 

95.  Proposons-nous  de  soustraire  b — c de  a;  il  est  certain 
qu’on  ne  changera  pas  la  différence  cherchée , en  ajoutant  c à 
ces  deux  nombres;  ainsi  b — c deviendra  b , a sera  changé  en 
O -f-  c ; soustrayant  b de  a -f-c,  on  a 

a — (b  — c)  = a -f-  c — b. 

On  voit  en  effet  (n®  4)  que  si  l’on  ajoute  a -f- c — b àb  — c, 
on  retrouve  a.  Donc,  pour  soustraire  un  polynôme,  il  faut  en 
changer  tous  les  signes,  et  réduire,  s’ il  y a lieu.  Par  exemple  , 


— 3Ac  — 3c»  -h  hc 

— (aa&  — 6&c)  — ( — c»  — gfte) 

f\nb  — 3Îc  Jfab  — 3c»  -f-  Ùc 

— 2ab  -+•  Gbc  ^ ab  + c»  + *ibc 
^ab  Sic  3ai  — le*  -f-  3ic 


5a*  — 3ac 
— (aa*  — 3ac) 
5rt»  — 3oc 
— an»  -+•  3ac 
3a» 


On  remarquera  que,  si  le  premier  terme  ne  porte  aucun  signe, 
il  faut  lui  attribuer  le  signe  +,  afin  de  rendre  applicable  la 
règle  ci-dessus  à ce  terme  comme  aux  autres.  C’est  ce  qu’on 
fera  aussi  dans  la  multiplication  et  la  division,  d’après  le  même 
motif. 


De  la  Multiplication.  , 


96.  La  multiplication  des  monomes  ne  donne  lieu  à aucune 
diflicnilé:  car  soit  4a^X5ct/,  en  changeant  l’ordre  des  facteurs, 

9-  • 


a b 
e d 
ac  •+•  hc 
od  hd 
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on  a 5. ab  .cd  ou  ao  abcd.  S’il  y a des  exposans,  comme 
en  revenant  aux  principes,  on  troifve  aaXaaa  ou 
aaaaa~a^,  de  sorte  qu’on  a ajouté  les  exposans  a et  3 : de 
même  X 4'**^  = En  ge'néral , pour  multiplier  des 

monomes , on  multipliera  leurs  coefficiens,  on  ajoutera  les  ex- 
posans qui  affectent  les  mêmes  lettres  ^ enfin,  on  écrira  à la 
suite  les  unes  des  autres  les  lettres  différentes.  On  attribue  Vex- 
posant  I aux  lettres  qui  n’en  ont  pas. 

Multiplions  maintenant  a-\-b  par  c + rf,  ce 
qu’on  indique  par  {a-\-b)  X (e  + <0-  Il  est  évi- 
dent que  pour  répéter  a-\-b  autant  de  fois  qu’il  y 
a d’unités  dansc-+-d,  il  faut  prendre  fois, 

puis  d fois , et  ajouter.  Mais  pour  prendre  e fois 
ïi-f-i,  il  faut  multiplier  séparément  <i  et  A parc,  de  sorte 
que  (a  + b)  X c = ac-{-bc,  {n  + b)  X d=ad+ bd,  ce  qui 
donne  le  produit  ac  bc ad  -i-  bd. 

Multiplions  a — b parc.  En  prenant  le  produit 
“ — aedea  par  c,  on  est  supposé  avoir  ajouté  c fois  a ; 
ac  multiplier;  non  pas  a,  mais  a — b 

par  c;  chaque  fois  qu’on  a ajouté  a,  ou  a pris  une 
quantité  trop  grande  de  b unités , de  sorte  que  le  produit  av 
doit  être  diminué  de  b pris  auUnt  de  fois  qu’on  a répété  a, 
ou  c fois.  Otons  donc  bc  de  ac,  et  nous  aurons  {a — b)  X o 
= ac  — bc. 

Pour  multiplier  a — b par  c — d,  on  fait  d’a- 
bord le  calcul  précédent  ; mais  au  lieu  de  répéter 
a-,- b,  c fols,  il  ne  fallait  prendre  a — b que 
(c — d)  fois  : on  a donc  pris  d fois  de  trop  (a — b)  ; 
ainsi,  du  produit  précédent  ac  — bc,  il  faut  re- 
4rancherceluidea— ipard,  ouad—bd,  ce  qui  donne (n“  g5) 
(a  — b)  X{c  — d)  = ac  — bc  — ad  bd. 

La  multiplication  de  tout  polyuome  peut  toujours  être  ra- 
menée à ce  derftier  cas , en  représentant  par  a et  c les  sommes 
des  termes  positifs  de  chaque  facteur,  et  par  6 et  d celle  des 
négatifs  ; on  retombe  ensuite  sur  le  premier  cas , quand  il  s’agit 
d’assigner  les  valcùrs  de  <Jc,  de  6c En  observant  ce  qui  vient 


a •—  h 
c — d 
ac  — hc 
^ ad  hd 
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d’clrc  développe  , on  voit  que  chaque  tenue  du  mullipliunde 
a clé  multiplié  séparément  par  chacun  de  ceux  du  multiplica- 
teur : en  outre,  quand  les  deux  facteurs  partiels  inonomes  ont 
' eu  des  signes  différens,  leur  produit  a reçu  le  signe  — , tandis 
que  dans  le  cas  contraire  on  a mis  le  signe  -f-. 

- Concluons  de  là  que  le  produit  de  deux  poljnomes  se  trouve 
en  multipliant  chaque  terme  de  l'un  par  tous  ceux  de  l’autre 
d’après  la  règle  donnée  pour  les  monomes;  puis  on  prend  chaque 
produit  partiel  négativement  lorsque  ses  facteurs  ont  des  signes 
contraires,  et  positivement  lorsqu’ils,  sont  de  même  signe  (tous 
deux  -4-,  ou  tous  deux  — ) {*).  Ou  doit  affecter  du  signe  ■+■  le 
premier  terme , lorsqu’il  n’en  porte  aucun,  comme  n“  qS. 

97.  Voici  quelques  exemples  de  la  multiplication  des  poly- 
nômes : 


« + 3c  — 

— d 

aa*  Gac  — aa<i 
, — ad  — "^d  -4-  d^ 
•itt*  -f-  Gac  — Zad 
Sed  + d» 


aa  -+•  èc  ' 
a<x  — hc 
4<ï*  -f-  ^ahe 

— aa^c  •—  i*c* 
-f-  /^ab*  -f> 

Ja»  Â*c* 


— ai* 
-h  ai* 


— àah* 

-f- 

— 464 

46V  — 


a 6 

a “4"  6 

a*  ^ ah 
, ^ah  -h  6* 

û*  -f.  aa6-f-6* 


a*  -h  0^6-4-  6» 

rt  -+•  6 


a*  -f* 

-4-  a*6  H-  aa3*-H  6P 

a>  3a^6+  3a6*-|-6> 


U -f-  6 
a — 6 
a»  ^ ah 
ab  — 6* 
a*  — 6» 


f 


(♦;On  a coutume  dédire  que  la  multiplication  comporte  quatre  règles,  pour 
les  coefticiens,  les  lettres,  les  exposans  et  les  signes.  Les  premières  ont  été 
données  pour  les  monomes  J îa  quatrième  s’exprime  ainsi 

= + x—  = — . X — +- 

U semble  alors  étrange  aux  oreilles  peu  faites  au  langage  algébrique  d’entendre 

dircque X donne-t- J l’espèce  de  doute  qu’on  éprouve  tient  au  vice  du 

langage  ; car  il  est  absurde  de  prétendre  multiplier  un  signe  par  un  autre  ; il 
ne  faut  pas  attacher  un  sens  rigoureux  aux  expressions  dont  on  se  sert,  qui  ne 
sont  obscures  que  parce  qu’on  sacrifie  la  correction  de  l’énoncé  au  besoin  de 
l’abréger,  pour  en  faciliter  l’appfication.  Ce  n’est  donc  pas  qu  on  multiplie 
par  — , pas  même  — 6 par  — d , mais  bien  a — 4 par  c — d ; et  la  logique  la 
plus  exacte  conduit  au  théorème  que  nous  avons  donné.  En  un  mot,  on  ne 
doit  pas  appeler  le  principe  dont  il  s’agit,  In  Règle  des  signes,  mais  bien  la 
Règle  de  la  multiplication  des  pol/nomes.  ‘ 


i. 


f ^ "y  Googk 


ALGiBRÈ. 


Ces  exemples  nous  fournissent  des  remarques  intéressantes. 

I.  Le  carre'  de  (a  -f-  b)  est  a*  + lab  + A*.  {V oyez  n“ 6i . ) 

II.  Le  cube  est  -f*  3n’6  4-  3aé*  + ^ oyez  n“  67 . ) 

III.  De  (a — b)=.à‘ — A’,  on  conclut  que /a  fommec/r 

deux  quantités  multipliée  par  leur  différence,  donne  pour  pro- 
duit la  différence  de  leurs  carrés  ;{  T 5) 'X['] — 5)=7’ — 5', 

ou  ta  X 2 = 49 — a5  = a4" 

Coupons  a en  deux  parties  quelconques;  si  4 désigne- 

l’une,  l’autre  est  ■;  a + or,  et  le  produit  est  j <*“ — ■»*;  cette 
quantité  est  < j a%  tant  que  x n’est  pas  nul.  Donc , si  l’on  fait» 
croître  depuis  zéro  l'une  des  parties  d'un  nombre  a , l’autre  di- 
minue et  le  produit  augmente  ; mais  dès  que  la  première  partie 
devient  ■;  a , le  produit  est  le  carré  de  cette  moitié,  et  atteint  sa^ 
plus  grande  valeur,  en  sorte  qu'il  décroit  lorsque  la  première 
partie  continue  de  croître. 

Ces  tlicorèines  servent  surtout  à abréger  les  calculs  : ainsi,  ' 
dans  le  secQndexemple  du  n°  97,  on  reconnaît  aisément  qu’on' 
cherche  le  produit  de  aa  4-  (bc—  ^b’’)  par  2a  — (bc  — ai’)  : 
ainsi  l’on  doit  trouver  la  différence  des  carres  de  2a  et 
{bc  — ai’),  ou4o’  — (bc  — ai*)’  : or  la  préinière  de  nos  règles 
donne  {bc  — ai’)’  = i’c’  — l^b^c  4-  4^*  î le  produit  cherché  est 
donc  4«“  — i’c’  4"  4^’c  — 4^** 

IV.  Ou  trouve  que  (a’ -j-i’)  (c’ 4- d‘)  =a’c*  4- i’c’ 4-a’d’ 
4-i’d’;  ajoutant  et  retranchant  labcd,  le  produit  revient  à . . . 

(ac  ± bd)*  4-  {adzf  bc)*  : 

propriété  curieuse  qui  prouve  que  le  produit  est  décomposable 
de  deux  manières  en  deux  carrés.  Ainsi  ( 7*4-a’)(  t o*4~4’)=-^  ' 
nombre  qui  équivaut  à (70  ± 8)’ 4- (28  q:  20)’;  donc  6148 
est  décomposable  en  78’  4*  8’  et  62’  4-48'. 

V.  11  est  facile  d’obtenir  la  forme  du  produit  de  m facteurs- 
binômes  (æ  4-  a)  (a:  -f-  i)  (.r  4-  c) . . . . ; en  effet , pour  deux  ou 
trois  facteurs,  on  obtient  les  produits 

X*  -i-  a X ab  | a:’  -f-  a .r’  4-  ui  -f  4 ttbe 

4-  i -f  I -h  b X*  ■+■  ac  X 
I 4"  c a:’  -4  bc  x 


f 


Digib-  1 


MULTIPLICATION. 


i55 

Or,  il  suit  du  procédé  même  de  la  multiplication , que, 

I®.  Les  divers  termes  du  produit  ne  peuvent  éprouver  de 
Induction  entre  eux  ; en  sorte  que  les  lettres  a,b,c....  n’ont 
ni  coefficiens  numériques , ni  exposons. 

2®.  Le  premier  terme  est  le  produit  de  tous  les  premiers 
termes , et  le  dernier  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes 
des  facteurs  : entre  ces  extrêmes,  les  exposans  de  x vont  en 
décroissant  d’une  unité  de  terme  en  terme,  et  le  produits, 
en  général , la  forme  • 

x"  + Ax”'~'  + Bx’'~*  + . . . . -f-  abed. 

. 3*.  Tous  les  termes  doivent  être  composés  du  même  nom- 
bre mde  facteurs,  en  sorte  que  le  coefficient  A de  x"'"'  ne 
doit  pas  contenir  les  lettres  a,b,x....  multipliées  entre  elles 
que  celui  B de  x*‘~?  doit  être  formé  de  produits  s Â a de  ces 
lettres,, ou  ab,  ac,  bc 

4°.  Si  la  lettre  neutre  d’une  manière  quelconque  dans  l’ua 
des  coefficiens  A,  B , toutes  les  autres  lettres  doi- 

vent y entrer  de  la  même  manière , puisque  le  produit  ne  doit 
pas  changer  en  mettant  a pour  b et  b pour  a,  etc.  ; donc  * 

A est  la  somme  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes  y 

B est  celle  de  tous  leurs  produits  différens  2 à 2 ; 

C celle  de  leurs  produits  différens  3 n 3 , etc. 

Le  dernier  terme  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes. 

On  ne  doit  pas  négliger  les  simplifications  lorsqu’elles  sont 
possibles.  Ainsi,  pour(4o^  — anc)  {6ab  — 3ac) , on  voit  que 
le  premier  facteur  équivaut  à 2a  {2b  — c),  et  le  second  à 
3a(2& — c)  J le  produit  est  donc  6n*(2A—c)*  ou  6a’(4^“—4^c-f-c’). 

11  y a quelquefois  de  l’avantage  à décomposer  les  produits 
en  facteurs  (la  division  nous  apprendra  bientôt  à faire  ces  sortes  v 
de  décompositions  ) : ainsi , pour  Zjr^z  Zjrz*  py  4-  pz , on 
reconnaît  que  les  deux  premiers  termes  équivalent  à Syz  (y+z), 
ctles  deux  autres  à Cy  + 2)  ; donc  on  a (3pz  -f- p)  X 
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98.  Soit  a le  dividende,  m le  diviseur,  q le  quotient  et  r le 
reste,  rélant  < rn,  toute  division  donne  l’équ.  (n“  16)  , , 


a = mq  -f-  r. 

Pour  diviser  un  nionome  par  un  autre , comme  on  peut , sans 
changer  le  quotient , diviser  par  un  meme  nombre  le  dividende 
et  le  diviseur  (n®‘  i5  et  i3) , on  supprimera  les  leUres  com- 
munes à ces  deux  monomes,  on  soustraira  les  exposans  qui  af- 
fectent les  mêmes  lettres,  ■ enfin  on  divisera  les  coejjiciens  entre 
eux.  On  voit  d’ailleurs  que  cette'règle.est  l’inverse  de  celle  de 
la  multiplication  (n°  96) 


1 2a^b"c 


^a'bc  ; 


-3 — r-  = oab^  ; —, — ; — =:  2UC 

> ' > ^ab' 


b*  disparaît  dans  le  troisième  exemple  , parce  que  les  deux 
termes  ont  b*  pour  facteur  communl'  • ’■ 

Zabc  ^ac^dt?  ' ’ ac^e* 

zSTc  ~ fbd^  ' ■ ■ " 

on  ne  peut  pousser  le  calcul  plus  loin  , et  il  restera  à diviser 
par  o.bd' , quand  on  connaîtra  les  valeurs  numériques 
de  a,  c,  d,  e.  * 

Soit  proposé  de  diviser. 

— o.Sa^b^ — 4^®  ^b^-f-2d‘  — 5ab’. 

Le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  devra  reproduire 
le  dividende  : si  l’on  connaissait  un  terme  du  produit 
ao®a5-j-4a® — ...  qui  résultât  ra/ij  réduction  de  la  multiplication 
d’un  terme  donné  du  diviseur  par  un  terme  du  quotient','unc 
simple  division  donnerait  celui-ci.  Or,  011  sait  que  lés  termes 
où  une  lettre  quelconque,  telle  que  a , a le  plus  haut  exposant 
dans  les  deux  facteurs,  donnent  au  produit  un  terme  qui  ne  se 
réduit  avecaucun  autre,  puisque  cette  même  lettre  a y porte  éga- 
lement le  plus  haut  exposant.  Les  termes  4-a®  d’une  part,  et  2a’* 
de  l’autre  étant  dans  ce  cas,  4a®  est  le  produitexact  du  terme  2a? 
parle  terme  du  quotient  où  a est  affecté  du  plus  haut  exposant; 
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'5? 


4a' 


ainsi  cc  terme  est  ^ ou  3a^  Si  l’on  multiplie  tout  le  diviseur 

par  30^,  et  qu’on  retranche  du  dividende,  le  reste  sera  le  pro- 
duit du  diviseur  par  les  autres  parties  du  quotient.  On  est  donc 
conduit  à diviser  ce  reste  par  le  diviseur , afin  d’obtenir  ces 
parties , ce  qui  exi}'e  qu’on  reproduise  le  même  raisonnement , 
et  qu’on  divise  encore  par  aa^  le  terme  du  reste  où  la  lettre  a 
porte  le  plus  haut  exposant. 

Pour  e'viter  l'embarras  de  démêler  parmi  les  termes  du  divi.r 
dende , celui  où  a porte  le  plus  haut  exposant,  ainsi  que  dans 
les  restes  successifs , il  est  convenable  d’ordonner  le  dividende 
et  le  diviseur;  c’est-à-dire  de  placer,  comme  on  le  voit  ici, 
au  premier  rang,  le  tenue  où  a porte  le  plus  haut  exposant  ; au 
second  rang,  le  terme  où  a porte  l’exposant  immédiatement 
moindre,  et  ainsi  de  suite. 


ai' 


reste. ...  — a5a*i<— 4^*^*  *+"  2oai*— 4^* 

*— — loai* 


a*  reste — 

-f»  lOfli*  “t"  4^^ 

3®  reste o 


On  voit  qu’aprës  avoir  divisé  4o^  par  aa^,  on  a multiplié  tout 
le  diviseur  par  le  quotient  partiel  la',  et  retranché  le  produit  du 
dividende,  ce  qui  a donné  un  premier  reste.  On  a divisé  de  nou- 
veauparaa' le  terme -f- loa'i’,  oùlalettreaportc,danslereste, 
le  plus  fort  exposant , ce  qui  donne -f-SaA'*  pour  second  terme  du 
quotient.  Ou  a ensuite  multiplié  le  diviseur  par  ce  terme  -j-5aù^j 
on  a retranché  du  premier  reste,  ce  qui  a donné  un  second 
reste.  Enfin,  — 4“^^’  ' aa' = — zP  a complété  le  quotient 
parce  qu’on  n’a  plus  trouvé  de  reste. 

Lorsqu’on  est  conduit,  comme  ci-dessus,  à diviser  des  termes 
qui  ont  pour  sigues,  l’un-|-,  l’autre  — , on  donne  au  quotient 
le  signe  — , afin  que,  dans  la  multiplication , on  reproduise  le 
premier  terme  du  dividende  avec  son  signe.  Si  les  termes  à 
diviser  eussent  été  négatifs  l’un  et  l’autre , le  quotient  aurait  eu 
le  signe -f-.  Il  faut  prendre  ceci  simplement  comme  un  fait  île 
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calcul,  sans  chercbec  à expliquer  ce  que  peut  signifier  la  divi- 
sion de  deux  termes  qui  ne  sont  pas  positifs  ensemble  ; en  effet , 
U no  s’agit  ici  que  de  trourer  un  système  de  termes  qui , multi- 
plié par  le  diviseur,  d’après  les  règles  connues,  reproduise  le 
dividende.  ^ ' 

Concluons  de  là  que,  /TOur  diviser  deux  polynômes,  on  les  or- 
donnera par  rapport  à une  même  lettre;  on  divisera  le  premier 
terme  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur,  et  ton  aura  un 
terme  du  qmaient;  on  multipliera  ce  terme  par  le  diviseur,  et 
on.  retranehera  du  dividende  : puis  ton  traitera  le  reste  de  là 
même  manière.  On  pratiquera , pour  les  divisions  partielles,  la 
règle  des  signes  delà  multiplication.  Ëufîn , on  poussera  l’opé- 
ration jusqu’à  ce  que  la  lettre  suivant  laquelle  on  a ordonné,  ait 
dans  lê'reste  un  exposant  moindre  que  dans  le  diviseur.  , 

Tl  est  bien  entendu  qu’on  pourrait  ordonner  par  rapport  à b, 
ou  toute  autre  lettre  commune  aux  deux  facteurs , et  même 
dire  du  plus  petit  exposant  d’une  lettre  tout  ce  que  nous  avons 
dit  du  plus  grand. 

99.  Nous  mettrons  ici  deux  autres  exemples  de  division. 


("s;..-  «6-24. 

«»  '«V  't  « . • . ^ 


i®*"  reste. 

.. . . — ^a>h — 

— ab^ 

2®  rostc. . 

3*  reste. 

^5  — iS  J rt  — 

1“  reste. 

a^b — b^ 

1®  reste. 

— a*&**+-é**i' 

3®  reste. 

4*  reste. 

— 45 

—«64  -4-  b^ 

5®  reetc. 

En  suivant  avec  attention  la  marche  de  la  dcrnièi'e  division, 
on  voit  que  si  l’on  divise  a'"  ■ — ô"*  par  a—  , les  exposans  de  a 
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doivent  diminuer,  et  ceux  de  6 croître  d’une  unité  dans  chaque 
reste  et  dans  chaque  quotient;  les  restes  sont  donc  des  binômes 
dont  le  i*'  terme  est  successivement  Lorsqu’on 

arrive  au  reste  — A"",  la  division  par  (a — b)  donne  le  quo- 
tient exact  eu  sorte  que  a” — 6”  est  divisible  sans  reste 

par  {a—b)f  et  l’oa  a 
a" — A" 

J- — a"-'  + -4-  -1- 4-  . , 

I 

a— I • * 

» 

An  reste,  il  est  facile  de  prouver  la  vérité  de  ces  équations 
en  multipliant  les  seconds  membres  par  les  dénominateurs  a — b, 
a — I,  parce  qu’on  reproduit  identiquement  les  numérateurs 
a"' — b",  a” — 1.  ^ 

Quand  on  divise  a par  i — x,  l’opération  n’a  pas  de  fin,  et 
l’on  trouve  ce  quotient  indéfini  _ • ’ . 


1 —X 


.)• 


Ota  peut  donc  regarder  le  i“  membre  comme  la  somme  des 
termes  du  a‘  ; cette  fraction  est  la  somme  d’une  progression 
par  quotient , qui  s’étend  à l’infini , dont  a est  le  i”  terme  et  x 
la  raison.  Si  l’on  à,  par  exemple,  44  ^ | sa  voir  arasa 

et  X = J,  I — ■x=  J,  on  trouve  a : | ou  3,  pour  la  somme  de 
cette  suite  prolongée  à l’infini.  Demêmei(i  4-f-|-(f)’...)  = î , 

parce  que  a = 4,  x = f.  Enfin,  |(i— — J ) = 

en  faisant  a = 2 , x = — j. 

La  fraction  décimale  périodique  o,(54)  revient  à 

+ ou  [i  4-  -f-  (rsô)’*  ••••]  = M». 

en  faisant  a = -^,  xt=-p^.  En  général,  si  p est  la  période 
composée  de  n chiffres,  cette  fraction  est,  comme  n°  53, 

— ■ P P 


lo"  ' 10'"*  ’ ‘ ' 10"  — I 999...' 

Faisons  a=  i et  x = f ; il  vient  — a=  1 -f-  i -|-  f 4-  • • • • 
On  ne  conçoit  pas  d’abord  comment,  en  ajoulanl  des  termes 
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sans  cesse  croissans  et  positifs , on  pourra  trouver  — 2 pour 
somme.  Mais  en  poussant  la  division  de  a par  1 — x,  jusqu’à 
4 termes  seulement,  on  a le  reste  ax*,  eu  sorte  que  le  quotient 

exact  est  a , cette  dernière  frac- 

tion représentant  la  somme  de  tous  les  autres  termes  jusqu’à 
l’infini.  Mais  cette  fraction  devient  — en  faisant  a = i et 
X = ; ; ainsi , lorsqu’on  n’a  égard  qu’aux  premiers  termes , ceux 
qu’on  néglige  forment  une  somme  négative  plus  grande  que  la 

partie  qu’on  prend  : les  deux  parties  réunies  sont  ici 

I -j-  4-  4 — V *1“*  réduit  au  i*''  membre  — 2. 

Ce  paradoxe  vient  donc  de  ce  qu’on  ne  i>eut  regarder  les  n 
premiers  ternies  comme  une  partie  plus  ou  moins  grande  de 

ax*  . 

la  somme,  qu  autant  que  ^ va  sans  cesse  en  diminuant,  à 

mesure  que  le  nombre  n des  termes  conservés  s’accroît  ; il  faut 
donc  que  x i . On  dit  qu’une  série  est  convergente  quand  les 
termes  vont  ainsi  en  décroissant  de  plus  en  plus.  {Voy.  n“  618.) 

100.  On  rencontre  une  difficulté  de  laquelle  il  est  bon  d’être 
prévenu  : lorsqu’il  y a plusieurs  termes  où  la  lettré  suivant  la- 
quelle on  a ordonné  porte  le  même  exposant,  quel  est  celui  qui 
doit  être  écrit  le  premier,  et  que  devient  alors  la  démoiistratiou 
que  nous  avons  donnée?  Avec  une  légère  attention,  on  verra 
qu’il  suffit  de  mettre  dans  les  termes  dont  il  s’agit , la  lettre  avec 
son  exposant  en  facteur  commun,  et,  entre  des  parenthèses, 
la  quantité  qu’elle  multiplie.  On  doit  regarder  alors  cet  assem- 
blage comme  ne  formant  qu’un  seul  terme.  Si  l’on  a,  par  exem- 
ple, 4®'^*  — ^a^bc  on  écrira  a'(4ù’  — ^bc c^) , qu’on 

regardera  comme  n’étant  qu’un  seul  ternie. 

Un  exemple  fera  voir  plus  clairement  la  marche  qu’on  doit 
suivre. 

— (4A--4frc-Hc»)a<-4-(2t  — c)(&-^c:a»A  — (ut— c)  a'b^  j (^},.c  a'-^{b-^c)ab~-hi 
{aA-f)(A4-t')fl'A — (3A’-f-  A-f-c) a^A^-A^  , 

— (aA-f),A4-c)a‘*A-f-(  A*-f-3Ar  t-r*)rt»A» — ( A^^ir)  ah^ 

— (aA— cj  a*A’-f-(  A-f-c,/ïA< — A*" 

, -4-(aA—r)  /ï’A^— ( A-4-r'nA4-f.A^’ 
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Des  Fractions  et  Communs  diviseurs. 

loi . Tout  ce  qui  a été  dit  (page  4^)  sur  les  fractions  numé- 
riques, doit  se  dire  aussi  des  algébriques.  Ainsi 

i“.  ^ désigne  que  l’imité  est  partagée  en  b parties,  et  qu’on 

en  prend  a ; en  sorte  que  le  produit  i est  le  numérateur  a 

(n"  3^); 

* éZ  QTÏt 

2°.  Quel  que  soit  m,  on  a ^ ^ (n“  38)  ; 


...  a , c ad±.bc . „ . . a , a±m 

3 • À ^ -=  (n”  3q);  - ± I = . 

bd  bd  ^ m m 

Le  signe  ± s’énonce  plus  ou  moins  ; il  indique  qu’on  doit 

prendre  le  signe  supérieur  dans  les  deux  membres , ou , si  l’on 

veut,  l’inférieur  dans  l’un  et  l’autre. 


/„  û ac 

^ — T ’ 


a , a a c ac 

— X^=  -,  7 X 

mb  m b a bd 


„ O a am  a a c ad 

■ b‘  bc'  b ‘ b'  b'  d~bc'  • 

102.  Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D de  deux 
polynômes  ^ et  £ : on  nomme  ainsi  une  expression  qui  divise 
exactement  ces  polynômes,  et  telle,  que  les  deux  quotiens  n’ad- 
mettent plus  aucun  diviseur  commun.  / 

I.  Si  et  B sont  divisibles  par  £>,  ils  sont  de  la  forme 
j4=Dx,  D = Dj\  or  en  divisant  A par  B,  et  désignant  le 
quotient  par  q et  le  reste  par  /I , on  a l’équation 

A — Bq-\-R,  d’où  Dx  =Dj-q  + R,  x=J-q+^, 
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en  divisant  l’e'quntion  par  D : ainsi  R doit  aussi  être  divisible 
par  D,  et  de  la  forme  R = Dz,  ce  qui  donne  x 
Tous  les  diviseurs  communs  à k elTi  le  sont  aussi  du  reste  R de 
la  division  de  A par  B. 

Maintenant  supposons  qUe  D soit  le  plus  grand  diviseur 
commun  de  ^ et  fl,  c’est-à-dire  que  x et  y n’aient  aucun  fac- 
teur cuiQinun,  il  s’ensuit  ({vtey  et  z n’en  auront  pas  non  plus; 
car  s’ils  en  avaient  un , on  prouverait  de  même  que  ce  facteur 
diviserait  x,  et  que  x cty  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 
Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  B,  est  aussi  celui 
de  B et  du  reste  R de  leur  division.  C’est  ce  qu’on  a vu  n®  23. 

II.  Si  l’on  multiplie  ou  divise  A par  une  quantité  qui  soit 
premihre  avec  D , le  plus  grand  commun  diviseur  demeurera 
le  meme.  Car  soient  et  fl  de  la  forme  A=Dx,  B=Dy,  x et^ 
étant  premiers  entre  eux  ; il  est  visible  que  D sera  encore  le 
plus  grand  diviseur  commun , si  l’on  supprime  x,ouy,  ou  seu- 
lement quelqu’un  de  leurs  facteurs,  comme  aussi  si  l’on  mul- 
tiplie A par  une  quantité  z qui  soit  première  aveé  fl. 

III.  Si  un  polynôme  A , ordonné  par  rapport  à a,  est  divi- 

sible par  une  quantité  F indépendante  de  a , les  coefficiens  de 
chaque  puissance  de  cette  lettre  a doivent  en  particulier  être  di- 
visibles par  F.  En  effet,  soit  Ma”'  -f-  , le  quotient  de 

A divisé  par  F,  on  a donc  A—FMa”'-\-FHa''  -j-  ...  ; or  F ne 
contenant  pas  a,  il  ne  peut  s’opérer  de  réduction  d’un  terme  à 
l’autre.  Donc  cbaque  coefficient  conserve  le  facteur  F. 

Voici  l’usage  de  ces  théorèmes.  Si , par  la  méthode  que  nous 
allons  exposer,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviscur 
entre' deux  quelconques  des  coefficiens  de  A,  puis  entre  ce 
diviseur  et  quelque  autre  coefficient  de  etainsi  de  suite  pour 
tous  les  coefficiens,  il  est  clair  que  si  y^  a un  facteur  F indépen- 
dant de  <i,  comme  il  devra  l’être  de  chaque  termeen  particulier, 
on  obtiendra  ainsi  ce  diviseur  commun  F indépendant  de  a,  et 
l’on  aura.  A=FA' , y^' étant  un  polynôme  connu,  qui  n’admet- 
tra plus  de  facteur  sans  a.  Le  même  calcul  mettra  en  évidence 
dans  fl  le  facteur  F'  indépendant  de  a,  s’il  en  existe  un,  et  l'on 
aura  B = FB'. 
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Or,  le  plus  grand  diviseur  K , entre  F et  F'  est  le  facteur  in- 
ilépcndanl  de  a , qui  est  commun  entre  A elBi  c'est-à-dire  que 
si  le  plus  grand  commun  diviseur  clierclié  entre  A clB , est  le 
produit  QK  de  deux  facteurs,  l’un  Q contenant  a,  l’autre  K 
sans  a,  on  sera  parvenu  à connaître  ce  dernier,  et  il  ne  restera 
plus  qu’à  trouver  Q , qui  ne  peut  être  divisible  par  un  facteur 
indépendant  de  a.  Une  fois  K connu,  on  aura  donc  F— K*, 
F'=  A'/3,  d’où  A— K A»,  B-=KBf  ; ôtant  le  facteur  F,  Qsera 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A'»  et  B'^ , ou  plutôt 
entre  A'  et  B' , puisqu’on  peut  supprimer  <«  et  |S  (11). 

Concluons  de  là  , qu’après  avoir  trouvé  les  facteurs  F et  F' 
independans  de  a , ou  communs  à tous  les  termes,  l’un  de  A , 
l'autre  de  B , on  supprimera  ces  facteurs , ce  qui  rendra  les  po- 
lynomesplus  simples,  tels  que  A'  et  B'  : mais  on  mettra  à part 
le  facteur  A',  commun  à F et  F';  on  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  Ç entre  A'  et  B\  et  on  le  multipliera  par  A'  ; 
KQ  sera  celui  qu’on  demande. 

Procédons  maintenant  à la  recherche  du  facteur  Q dépen- 
dant de  a. 

Comme  le  quotient  q de  A'  divisé  par  B'  doit  nécessairement 
être  entier,  il  ne  suffit  pas  ici  de  procéder  comme  on  l’a  fait 
sur  les  nombres.  Après  avoir  ordonné  les  polynômes,  ils  de- 
viendront 

A' MaT'  -f-  ÆTa"»'  + ... 

B'....  A’a»  -f  iV'a»'  -f  . . . 

On  divisera  le  premier  terme  Ma”  par  le  premier  A'd";  or  si 
^ contient  quelque  facteur  «qui  ne  divise  pas  M,  le  quotient 
n’est  pas  entier.  Pour  éviter  cette  difficulté,  comme  on  admet 
r|u’ou  a délivré  B'  de  tous  les  facteurs  communs  independans 
àea,m  n’est  pas  diviseur  de  A',  et  l’on  ale  droit  de  multiplier  .<4' 
en  totalité  par  « : alors  M deviendra  M»  divisible  par  N.  Ainsi 
les  deux  premiers  termes  seront  toujours  réduits  à l’état  conve- 
nable pour  que  la  division  soit  possible,  parce  qu’on  aura  ôté 
de  N,  ou  introduit  dans  M,  les  facteurs  qui  s’opposaient  à la  di- 
vision exacte.  On  aura  soin  de  faire  une  semblable  opération  sur 
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chacune  des  divisions  subse'quentes  qu’exige  le  théorème,  afin 
de  rendre  tous  les  quotiens  entiers. 

Soient , par  exemple , les  polynômes 

36a’crf — i20abcd-{-  loob'cd,  et36a’c  — 6a'‘bc — goab’c. 


Le  commun  diviseur  entre  i2oabcd  et  loob'cd  estaobcd;  entre 
2obcd  et  36a*cd,  il  est  ^cd.  On  obtient  de  même  6ac  pour  fac- 
teur commun  de  tous  les  termes  du  second  polynôme., Suppri- 
mant ces  facteurs,  les  proposés  se  réduisent  à 

ga’  — 3oab+25b*  et  6a* — oô—  i5b‘. 

Mais  comme  ^cd  et  6ac  ont  ac  pour  diviseur,  on  réservera  ac 
pour  multiplier  le  commun  diviseur  entre  les  polynômes 
réduits  : ac  est  le  facteur  indépendant  de  a.  Voici  la  fin  du 
calcul  : 


9^’  — îoafr  + 25J^*  ( ah  — 

I&I*  — 6oafc  -f-  ) |Cr  quot.  3 

Reste—  ^ab  4-  Reste  Qai  — i5&» 

ou  — 5t)  l ü 


3a  — 51/  coinin.  divis. 
la  -f“  3b 


On  voit  que  la  division  de  ga*  par  6a*  ne  pouvant  se  faire  exac- 
tement, il  a fallu  multiplier  la  totalité  du  dividendepar  a ; après 
quoi  le  quotient  3 a conduit  au  reste— SyaZ» +g5i%  et  la  ques- 
tion est  réduite  à trouver  le  plus  grand  facteur  commun  entre 
ce  binôme  et  le  diviseur;  il  faut  donc  réitérer  les  calculs  de  pré- 
paration sui  l’un  et  l’autre.  Or,  on  trouvequele  binôme  a — igb 
pour  facteur,  qu’il  faut  supprimer  ; et,  comme  la  division  par 

(3a 5b)  réussit,  le  plus  grand  diviseur  commun  cherché  est 

2C  (3a  — 5b)  ou  6ac  — i o 6c. 

Soitproposé  de  réduire  à sa  plus  simple  expression  la  fraction 


6a^— 6a*j-4-2a7-*—  2 
laa*— i5q7--f-3j-* 


ces  polynômes  ont  respectivement 


a et  3 pour  facteurs  qu’on  peut  ôter  sans  changer  le  plus  grand 
facteur  commun  des  deux  termes  : le  diviseur  sera  réduit  A 

Saj"  +J'",  et  le  premier  terme  du  dividendes  3a^.  Pour 

rendre  la  division  exacte , il  faudra  multiplier  par  4,  c’est-à-dire 
doubler  le  numérateur;  ainsi  ilfautchercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  laa’ — laoy -f-4qr®  — 4j'^et4a*  — 5a^-t~jr\ 
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Une  première  division  donne* le  quotient  3a  et  le  reste 
3a’j"  4*  — 4t^*  Pour  rendre  de  nouveau  la  division  pos- 

sible , on  multipliera  ce  reste  par  4 ; on  pourra  aussi  supprimer 
le  facteur  J';  et  le  dividende  deviendra  laa*  -f-  l^aj  — i6y^. 

Une  seconde  division  conduit  au  reste  i9qr*~*97“>  qui  doit 
être  pris  pour  diviseur  de  4^’ — 5qy-fj^.  On  supprimera  les 
facteurs  ig  et  j'  dans  ce  diviseur,  qui  devient  a—j^  et  qui  di- 
vise exactement  ; a — y est  donc'le  plus  grand  commun  divi- 


En  cherchant  le. plus  grand  diviseur  des  deux  termes,  qui 


6a<-|-4a'’i — ga*^»’  — 3ab'^-\-'i-b^  3a* — ab — 2^*' 


mun  indépendant  de  a est  3h  } en  le  supprimant  dans  les  deux 
termes,  ainsi  que  2 au  numérateur,  on  est  conduit  à chercher 

le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ga* — 4^*  et 

i5a'-|-a’é — 3a'é*q- 2Ô^.  On  trouve  qu’il  est  3a-f-2^>;  ainsi 
3h  (3a  -f-  aè)  est  celui  qu’on  cherche , et  la  fraction  se  réduit  à 
6a  — 4^ 

5a* — 3ab-\-  A*" 

On  ne  doit  pas  oublier  qu’ici , comme  aU  n”  i oo , il  faut  re- 
garder les  ternaes  qui  contiennent  une  même  puissance  de  la 
lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne , comme  ne  faisant 
qn’un  seul  terme.  C’est  ce  qui  a lieu  pour  la  fraction 

a*  (6*— ,c’)  — ab  (26*-)-  bc  — c')  + P (b  -J-  c) 

. a^  9.bc.-i-  c^y—a^b  (a^’+  3bc  c’)  -f-a^'(6  -t^c)* 

T.  I.  10 


est  2a* -4-206  — 6*,  on  verra  de  même  que  la  fraction 


4a> — ^a’b’‘ -i-^ab^  — b^  2a’ — 2a6 -+-  6* 


, le  facteur  com- 
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La  coâBÛlëration  des  coefiiciens  (tà*  ^ ), 

{b‘  — c^),etc. , fait  bientôt  reconnaître  que  9Bt  un 

facteur  cominunindépendaotdeo.  En  le  supprimant,  oncherche 
le  plus  grand  diviseur  entre 


a’ (fr — c)  — ab  (nb  — c)  -f- ô* 
eta^(é  +c)  — a’ft  (ai -J- c)  + 

qu’on  tro\»ve , par  le  calcul , être  a-~-b  ; ainsi,  celui  des  deux 
termes  delà  fraction  proposée  est  a (b-f-c)-*-b  (b-hc);  elle  se 
a (b  — c) — 6“ 


réduit  à 


a’  (i  + c)  — ai*’ 


io3.  Cherchons  /e  ^lus  petit-  nombre  n divisible  par  deux 
nofnbres  donstés  a et  b.  Ce  nombre  serait  aX^ , si  a et  ^ étaient 
premiers  entre  eux  ; mais,  soit  £7  jui  diviseur  quelconque  de  a 
et  de  è , a = Da',  b = Db'  ; comme  Da'b'  = ab'  — db,  Ddb' 

est  divisible  par  a et  par  b.  Mais  — est  d’autant  plus  petit  que 

D est  plus  grand  ; donc  la  quantité  n — Da  b'  est  le  plus  petit 
nombre  divisible  par  a et  par  b , quamLZ}  est  leur  plus  grand 
commun  diviseur.  Ainsi,  3i2  et  i32  ont  ta  pour  plus  grand 
diviseur  ; les  quotiens  sont  26  et  11;  doi^i  2 , ^ 1 1 343^ 

est  le  plus  petit  multiple  de  3i2  et  i32. 


II.  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


Premier  Degré  à une  seule  incotmae.- 

io4*  be  degré  d’une  équation  est  marqué  par  la  plus  haute 

paissance  deil’incnnnue  qu’elle  renferme,:  a:, z, 

désigneront  les  inconnues  ; a , b , c.. . . ..  les  données.  Ainsi , 

O* -4-  6 =c«4at  du  premier  degré  ; mr’-f-  dx— c est  du  second  j 

-J-  qx'  = r est  du  troisième,  etc. 

Pour  résoudre  un  problème  proposé,  il  faut  d’abord  expri- 
mer , par  une  équation , les  conditions  qui  lient  les  données  aux 


3 

t 
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inroDnues  : cette  traduction  du  problème  en  lan^'^ge  algébrique 
une  fois  faite , il  faut  résoudre  l’équation , c’est-à-dire  dégager 
l’inconnue  de  tout  ce  qui  l’affecte,  et  l’amener  à la  forme 
esl  la  yaleur  cherchée.  -i 

Par  exemple , un  père  a 4 fois  l'âge  de  son  fils,  la  somme  des 
deux  âges  est  45  ans  > quel  est  l’âge  de  chacun  ? Soit  x l’âge  du 
fils,  4*^  sera  celui  du  père  ; ainsi , a;  -f-  4^  doit  faire  45  ans,  d’oti 
5xs=45.  Telle  est  l’équation  qui,  dans  notre  problème,  ex- 
prime la  liaison  «le  l’inconnue  aux  quantités  données  5 et  45- 
Il  faut  maintenaut  résoudre  cette  équation , ce  qui  se  fait  en 
divisant  le  produit  45  par  5 ; le  quotient  9 est  l’autre  facteur 
(n®  5)  ; arriq  donne  9 ans  pour  l’âge  du  fils,  et  36  ans  pour 
celui  du  père. 

Ou  voit  ici  bien  distinctement  les  deux  difficultés  qu’offre 
tout  problème  : i”.  poser  i’é^uation,  2®.  la  résoudra.  Nous 
traiterons  ces  deux  sujets,  en  commençant  par  le  second. 

io5.  L’inconnue  ne  peut  être  engagée  dans  une  équation  du 
premier  degré,  que  par  addition , soustraction,  multiplication 
et  division.  Voici  les  règles  qU’il  faut  pratiquer  pour  la  dégager. 

I.  Si  T inconnue  a quelques  coeffleiens  fractionnaires,  multi- 
pliez toute  l’équation  par  le  nombre  qui  serait  dénominateur 
commun  (n®  38,  i®.  et  a®.).  Cette  opération,  sans  altérer  l’é- 
quation, fera  disparaître  les  diviseurs.  Cela  revient  à réduire 
tout  au  même  dénominateur,  puis  à le  supprimer.  Soit,  par 
exemple, 

f X -i-  fx—  20  — I X =|x—  T^X  — 8. 

£n  multipliant  tout  par  12,  cette  équation  devient 

8x-|-6x — 240  — 2x  = gx  — X — g6,  _ 

qui  se  réduit  à 12X — 240  = 8x  — 96.  ^ 

II.  On  réunira  tous  les  termes  inconnus  dans  l’un  des  mem- 
bres, et  les  quantités  connues  dans  l’autre,  en  donnant  un  signe 
contraire  aux  termes  qui  changent  de  membre;  c’est  ce  qu'on 

appelle  transposer.  Ainsi  notre  exemple  deviendra 7. 

12X  — 8.r  = 24o — 96,  ou  4*  ~ i44-  0'*  qu’eu 

10.. 
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effaçant  -j.^o  dit  premier  membre  i2:r — 240,  ce  qui  le  réduit 
à I -XX,  on  l’augmente  de  24®  ; pour  «e  point  troubler  l’égalité , 
il  faut  donc  ajouter  24©  au  second  membre.  Pareillement,  en 
supprimant  8x,  on  diminue  de  82:  le  second  membre  ; il  faut 
donc  aussi  retrancher  82:  du  premier. 

’ III.  L’équation,  d’après  ces  deux  règles,  sera  amenée  à la 
forme  cix—b-,  b est  le  produit  de  a multiplié  par  2:  (n°  5)  ; en 

divisant  b par  a,  le  quotient  donnera  donc  x;  ainsi  x = ~. 

a 

Ddnc,  pûur  dégager  F inconnue  de  son  coefficient',  il  Jaut 
diviser  toute  F équation  par  ce  coefficient. 


C’est  ainsi  que  l’équ.  4*^=  i44»  donne  x—  — 36j  ce 

nombre  résout  l’équ.  que  nous  nous  étions  proposée  ci-dessus , 
c’est-à-dire  que  les  deux  membres  seront  égaux , si  l’on  met  par- 
tout 36  pour  X ; c’est  ce  qu’on  vérifie  aisément , car  on  a 
24“l-t8  — 20  — 6 = 27  — 3 — 8=t6.  ' 

IV.  Une  équ.  du  premier  degré  n’admet  qu'une  solution  } car 
on  peut  toujours  la  mettre  sous  la  forme  (n*  1 07)  ax-^b=s:cx-\-d-, 
or,  si  X pouvait  avoir  deux  valeurs  « et  /8 , on  aurait  les  équa- 
tions - 


na 0/8 -4- 6 -f- d , .'IV,- 

et  retranchant,  on  trouverait  a («  — /?)  =c  (<« — /3)  , équ.  qui 
revient  à (« — c)  (« — ^ ) = o , et  ne  peut  être  satisfaite  à moins 
qu’on  ait  <e=/3,  puisque  a et  c sont  donnés  et  inégaux.  ‘ 

Voici  plusieurs  exemples  de  ces  diverses  règles  : 

^ ax  ex  , , c*  . .... 

!•  — supprimant  la.fraction 


-J  commune  aux  deux  membres , on  a m — px-{-n  ; mul- 
tipliant tout  par  b,  il  vient  ax-l~bm=:bpx  + bn; 

transposant  bm ét  bpx , on  a ax  — bpx=  bn — bm, 

ou  X (a  — bp)=.b  (n — m);  en'divisant  par  a — bp,  il  vient 
enfin  ' 

b (n — m) 

T* ^ 1 

• • . a — bp  ' 
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a®.  5 X — go  -(--J  x = 5 X — 8a;  transposant,  on  trouve 
I x + jX  — x = go  — 8a,  qui  se  réduit  à |x — -^x=8;  mul- 
tipliant l’équation  par  i5,  on  obtient  i8x — iox  = 8x  iS, 
ou  8x  = 8.  i5,  et  enfin  x=  i5. 

3®.  * X -f-  9=  jx  — lo  donne  g lo  = -rX — y x,  et  multi- 

pliant par  ai,  il  vient  igX2i=7x — 6x,  d’où  x=ig.ai=3gg. 

4°.  Enfin  l’équation  |x  — 4®  — jx=6o  — ~ x donne.... . . 

j X — ix-f-jX=ioo;  on  multiplie  par  gX4x5,  ou  i8o,  et  l’on 
obtient  4ox  — ^5x  ■+  25ax=  i8o  X lo®,  ou  i8ooo  : 

donc  X = = 72,8745. 

106.  Venons-en  maintenant  à la  principale  difficulté,  cpii 
consiste  à poser  le  problème  en  équ.  Pour  cela,  on  examinera 
attentivement  l’état  de  la  question  pour  en  bien  comprendre  le 
sens  ; et  donnant , au  hasard , une  valeur  à l’inconnue , on  sou- 
mettra ce  nombre  à tous  les  calculs  nécessaires  pour  s’as.surer 
s’il  convient  ou  non.  Ou  connaîtra  ainsi  la  suite  des  opérations 
numériques  qu’il  faut  faire  subir  au  nombre  cberché,  lorsqu’il 
est  trouvé,  pour  vérifier  s’il  convient  en  effet  au  problème.  Enfin 
on  fera,  à l’aide  des  signes  algébriques , sur  x représentant  l’in- 
connue , toutes  ces  mêmes  opérStions , et  l’équ.  sera  posée. 

I.  Soit,  par  exemple,  demandé  quelle  était  la  dette  d’un 
homme  qui,  après  en  avoir  acquitté  la  moitié  une  première 
fois,  le  tiers  une  seconde,  le  douzième  une  autre  fois,  se 
trouve  ne  plus  devoir  que  63o  fr. 

Supposons  que  cet  homme  devait  1200  fr.  ; la  moitié  est  600  ; 
le  tiers,  4®®  : 1®  douzième,  100  : il  a donc  payé  1100  fr.  ; mais  il 
redoitencore63o;  donc  il  devaiten  tout  i ioo-f-63o,ou  1780  fr., 
et  non  pas  1200  fr. , comme  011  l’a  supposé.  Ainsi , cette  hypo- 
thèse est  fausse  ; mais  il  en  résulte  une  suite  de  calculs  qu’on 
pratiquera  aisément  sur.x,  et  qui  donnera 

XXX 

"=i  + 3 + 72  + ^3- 

Le  reste  n’a  plus  de  difficulté  ; en  multipliant  paria,  çu 
a i2x=6x  -|-  4x-(-x-+- 7560=1  ix-f-7560 , d’où  x-=’]56o  fr,  ; 
c’est  le  upmbre  cberché , ainsi  qu’on  peut  s’en  assu^i:r. 
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• Notre  règle , pour  poser  un  problème  en  équation , consiste 
donc  à faire  subir  à x toutes  les  opérations  qu’on  fera  sur  le 
nombre  cherché,  lorsque  après  l'avoir  trouvé,  on  voudra  vérifier 
s’il  répond  en  effet  à la  question. 

La  valeur  arbitraire  attribuée  à l’incormue  ne  sert  qu’à  mettre 
ces  calculs  en  évidence , et  l’usage  apprend  bientôt  à s'en  passer. 
Voici  divers  autres  problèmes. 

II.  Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  quart  ajoutés  ensem- 
ble font  63.  Soit  a:  ce  nombra,  5 a:  en  sera  le  tiers,  jx  le  quart; 

donc  5X+^x  = ^ + ^ =63;  cette  équation  se  ..fédutt  à 


108. 


/•»  J.  . 12.63 

= ia.63,  d ou  X = — - — =12.9': 

Remarquons  que , pdur  obtenir  le  nombre  dont  le  cinquième 
et  le  sixième  ajoutés  forment  22 , il  faut  recommencer  de  non- 


X- 


= 22; 


veau  à poser  l’équ. , puis  la  résoudre  ; on  a ainsi  + 6 

d’où  iix  = 3o.22  et  x = 3o.2  = 6o.  > ' 

Si  donc  on  veut  résoudre  à la  fois  ces  deux  problèmes,  et  tous 
ceux  qui  n'en  diffèrent  que  par  des  valeurs  numériques , il  faut 
remplacer  ces  nombres  par  des  signes  a,  b,  ç..  propres  à 
représenter  toutes  valeurs , puis  résoudre  cette  question  : Quel 
est  le  nombre  qui , divisé  par  a et  ô , donne  a pour  somme  des 
quotiens?  On  trouve  .... 

X . X ,,  , abs 

= doux  = — — V. 

a b a -{-b 


Cette  expression  n’est  pas , à proprement  parler , la  valeur  de 
l’incounue  dans  nos  problèmes  ; mais  elle  offre  le  tableau  des 
calculs  qui  les  résolvent  tous.  On  donne  le  nom  de  formule  à 
cette  expression.  Cette  formule  montre  qu’on  a l’inconnue  en 
multipliant  les  trois  nombres  que  renferme  la  question  , et 
divisant  ce  produit  abs  par  la  somme  n-)-ô  des  deux  diviseurs  ; 
ou  plutôt  notre  formule  n’est  qu’une  manière  abrégée  d’écrire 
cet  énoncé.  L’algèbre  n’est  donc  qu’une  langue  destinée  à e.\  pri- 
mer les  ratsomiemeiis,  et  qu’il  faut  savoir  lire  et  écrire. 
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Tel  est  l'avantage  qu’ofi're  cette  formule , que  l'algébristc  le 
plus  expert,  et  l’aritliméticieh  le  moins  intelligent,  peuvent 
maintenant  résoudre  l’un  et  l’autre  le  problème.  Mais  ce  dernier 
n’y  parviendra  qu’en  s’abandonnant  à une  routine  aveugle  ; 
d’ailleurs  les  diverses  questions  exigent  des  iormulesdiflerentes, 
et  l’algébriste  a seul  le  secret  de  les  obtenir.  Ou  voit  par  là 
pourquoi  quelques  personnes  calculent  souvent  avec  une  iacilité 
surprenante  sans  comprendre  ce  qu’elles  font,  quoiqu’elles  sa- 
chent  trouver  exactement  les  résultats. 

III.  La  somme  des  âges  de  deux  frères  est  5^  ans,  l’ainé  u y ans 
de  plus  que  l’autre  : on  demande  l’âge  de  chacun.  Soit  x l’âge  du 
plus  jeune,  *-{•']  est  celui  de  l’ainé;  il  faut  donc  que  x ajouté 
à X + 7 donne  5^  ; d’où  ax  + 7 = 5^  et  x = 25  : le  plus  jeune 
a 25  ans,  l’ainé  32  ans. 

.En  examinant  l’énoncé  de  cette  question , il  sera  facile  de  re- 
connaître qu’elle  renferme  des  circonstances  inutiles  : elle  se  ré- 
duit visiblement  à la  recherche  de  deux  nombres  dont  la  somme 
est  Sj  et  la  différence  7.  En  général,  il  convient  de  dépouiller 
les  questions  de  tout  appareil  étranger,  quine  peut  qu’obscurcir 
les  idées , et  faire  perdre  la  liaison  des  quantités.  C’est  un  tact 
particulier  qu’on  doit  à l’exercice;  ni  maîtres , ni  livres , ne 
peuvent  donner  la  sagacité  nécessaire  pour  démêler,  dans  l’é- 
noncé, ce  qui  est  indispensable  ou  inutile. 

Pour  généraliser  le  problème  précédent;  cherchons  /es  deux 
nombres  qui  ont  a pour  somme,  et  d pour  différence.  Soitx  le  plus 
petit;  x+d  est  le  plus  grand;  donc  ajoutant  .r -f- (x+d)  = j ; 
d’où  2x  = i — d,  etx  = ;(.r  — d).  C’est  le  plus  petit  des  nom- 
bres cherchés  ; le  plus  graud  est  x -f-  d,  ou 

\{s  — d)  4- <^=ï  Donc 

— d),  x-t-d  = | (s-f  d) 

sont  les  nombres  qui  répondent  à la  question.  On  prendra  la 
moitié  de  la  somme,  et  la  moitié  de  la  différence  données;  on 
auruje  plus  grand  en  ajoutant  ces  deux  moitiés , et  le  plus  petit 
•n  les  retranchant  i’une  de  l’attire. 
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Une  maison  composée  de  deux  «ilages  a i5  mètres  de  haut  i 
le  premier  est  plus  élevé  que  le  second  de  i mètre  : on  de- 
mande la  hauteur  de  chaque  étage.-  7 ^ et  -j  sont  les  moitiés  des 
nombres  donnés  : ainsi  7 î î > ^ mètres , est  la  hauteur  du 

premier  éUge;  7 j ou  7 mètres,  est  celle  du  second. 

IV.  Partager  un  nombre  a en  deux  parties  qui  soient  entre 
elles  comme  ;»  est  à n?  x éUnt  l’une  des  parties,  pour  avoir 

l’autre,  on  pose  la  proportion  m n x ",  — ; la  somme  d^ 

nx  J,  . ma 

CCS  parties  étant  a,  on  a x -1-  — = <* ; n ou  x = — — . 

‘ nt  m-f-n 

Pour  partager  a en  trois  parties  qui  soient  entre  elles 

m : n : U,  X étant  l’une,  — et^  seront  les  deux  autres: 
'mm 

donc  X + = a , d’où  x = — »^oglc 

m m m-i-n-\-p 

de  société,  n“  7g.) 

V.  Un  père  a 4®  ans,  son  lils  en  a 12  ; on  demande  dans  quel 
temps  le  père  aura  le  triple  de  l’âge  du  fils.  Dans  x années,  le 
père  aura  4®  + J?  ans , et  le  fils  1 2 -f-  x j or , 4®  + •*  ‘^®>t  être 
le  triple  de  1 2 + ■»  : ainsi , 

4®  -d-  a:  = 36  3x  ; d’où  x = 2. 

VI.  Plusieurs  associés , que  je  nommerai  >4 , B,  C....,  font  un 
bénéfice  ; et  conformément  à leurs  conventions , A prend  sur  la 
masse  commune  10  lottis , et  le  6*  du  reste  ; B prend  à son  tour 
20  louis , et  le  6'  du  reste  ; C en  prend  3o , et  le  6*  du  reste. . . , 
ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  qui  prend  ce  qui  reste.  Le  par- 
tage fait,  chacun  a une  somme  égale;  on  demande  la  masse, 
le  nombre  des  associés  et  la  part  de  chacun. 

Quoiqu’il  y ait  ici  trois  inconnues,  un  peu  d’attention  fait  re- 
connaître que  si  la  masse  x était  trouvée , en  efl'ectuant  le  par- 
tage , on  aurait  bientôt  les  deux  autres  ; ainsi , le  pi  oblèinc  peut 
être  traité  comme  s'il  n’y  avait  qu’une  inconnue  x. 


V- 
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Puisque  A prend  i o louis,  il  reste  x—to,  dontle6®  est  — g — ; 

- . X — lo  x4-5o 

sa  part  est  donc  lo  -j g — 


ou- 


6 


B prend  20  ; le  reste  est  x- 
5x  — 


x+5o  5x— 170 

20 — — — 


, dont  le 


5x — 1 


70 


6*  est  --O  ' ; la  part  de  B est  donc  20  -t ou 

3b  3b 

5jc 

— gg-- ■ Puisque  ces  deux  parts  doivent  être  égales,  on  a 
ou6x+3oo  = 5x-}-55o;  d’oùx  = 25o. 

b 3b 

La  masse  étant  formée  de  25o  louis,  la  part  de  chacun  est 

X 00 

— — ou  5o;  divisant  25opar5o,  on  trouve  5 pour  le  nombre 
des  associés. 


VII.  Avec  un  nombre  ode  cartes,  qn  forme  b tas,  composés 
chacun  de  c points  : la  première  des  cartes  de  chaque  tas  est  comp- 
tée pour  1 1 points,  si  elle  est  un  as , 10  si  elle  est  une  figure  ou 
un  dix. . . . etc.  Les  autres  cartes  du  même  tas  ne  valent  qu’un 
points  Ces  tas  formés,  on^us  remet  d cartes  qui  restent,  et  l’on 
demande  la  somhie  x des  points  formés  par  les  seules  cartes  qui 
commencent  chacun  des  tas. 

Le  nombre  des  points  de  chaque  tas,  multiplié  par  celui  des 
tas,  ou  &c,  est  le  nombre  total  dés  points;  si  de  ce  nombre  on 
retranche  les  cartes  qui  ne  comptent  que  pour  un  point,  le 
reste  sera  = x.  Or,  le  nombre  de  ces  cartes  est  a' — d — le 
nombre  b des  cartes  qui  comptent  pour  plus  d'un  point.  Ainsi, 
x=^bc  — (a — d — ou  x=b{c-\-  i)4-d — a. 

Si  l’on  a 32  cartes,  qu’on  fasse  trois  tas  de  12  points,  on 
aurax=d-j-7.  , 

VIII.  Lorsqu’on  a obtenu  une  formule  qui  exprime  en  let- 
tres l’inconnue  d’un  problème,  en  regardant  à son  toun cette 
inconnue  comme  donnée,  et  quelqu’une  des  données  comme 
inconnue,  il  suHit  do  résoudre  la  même  équation  par  rapport  à 
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ccUe  dernière,  pour  obtenir  la  solution  du  nouveau  problènie 
auquel  ce  cliangenieut  d’inconnue  donne  lieu.  En  général,  dans 
toute  équation,  on  peut  prendre  pour  inconnue  celle  qu’on  veut 
des  lettres  qui  jr  entrent.  Il  n’est  donc  plus  nécessaire  de  dis- 
tinguer les  éléiuens  d’un  problème  en  données  et  inconnues  : on 
exprime  par  ude  équation  la  relation  de  ces  diverses  quantités, 
et  l’on  regarde  ensuite  comme  inconnue  celle  de  ces  lettres  qu’on 
juge  à propos.  Cette  remarque  tend  à faciliter  la  résolution  des 
problèmes  où  l’inconnue  est  engagée  d’une  manière  embarras^ 
santé.  Voici  un  exemple  assez  compliqué  auquel  ces^ronsidé- 
rations  peuvent  s’appliquer. 

La  Mécanique  enseigne  que  les  temps  t,  t*,  des  oscillations  de 
deux  pendules  sont  comme  les  racines  carrées  de  leurs  lon- 
;>,ueurs  l,  t,  comptées  du  point  de  suspension  au  centre  d’oscil- 
lation, ou  t : t'  ::  V/f;  y//';  connaissant  trois  de  ces  quantités, 
on  tire  la  4*  de  l’équation  l' V = li^.  Mais  un  pendule  fait  d’au- 
) tant  plus  de  vibrations  qu’il  va  plus  vite  ; les  nombres  n et  n' 
d’oscillations  faites  dan*^  la  même  durée  quelconque  par  les 
deux  pendules  / et  ï , sont  donc  en  raison  inverse  des  temps  de 
chacune,  t \ i n'  \ n-,  donc 

n'  : n ::  ^l  : y t , n'^r  z=n\/i. 

Or,  l’expérience  apprend  qu’à  Paris,  dans  le  vide,  le  pendule 
à secondes  (celui  qui  bat6o  coups  par  minute,  ou  86400  coups 
par  a4  heures  moyennes),  a pour  longueur 

./=  0,9938267  mètres,  log/=  1,9973106, 
ou  f = 36,71 3285  pouces,  log  Z = 1 ,5648232. 

Il  est  donc  bien  facile  d’évaluer  la  quotité  n'  d’oscillations 
faites  dans  un  temps  donné  par  un  pendule  connu,  ou  récipro- 
quement de  trouver  la  longueur  Z'  d’un  pendule,  connaissant  le 
iionibre  n'  de  ses  vibrations  dans  une  durée  déterminée.  Car 
le  second  meiubre  de  notre  équation  est  connu,  et  il  ne  s’agit, 
que  de  trouver  l’un  des  nombres  Z'  ou  n . Le  calcul  des  log. 
facilite  l’opératioiu  ......  ; 
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log  n = 4,j)365i:t7 
double  = ^8730274 
log  l = T, 9973106 
— 10 

log  1 = 7,8703^0 
I'  =0», 7418873 
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Par  exemple,  quelle  est  la  lon5ueur 
«l’uii  pendule  qui  bat  100  000  oscillations 

en  a4  heures?  On  a l’équ.  f où 

n SC  86400,  n'cziooooo;  le  calcul  ci- 
contre  donne  f en  mètre»;  c’est  la  lon- 
gueur du  pendule  qui  bat  les  secondes, 
quand  on  divise  le  jour  en  10  henres,  l’heure  eu  100',  la  mi- 
nute en  too''v  ' 

IX.  A et  JS  se  sont  mis  au  jeu  ebaedn  avec  une  somme  égalé  : 
la  perte  de  A est  la  fr.  ; celle  de  5,  5^  fr.  ; par  là,  B n’a  plus 
que  le  quart  de  ce  qui  redté  à' ^.'Combien  chaeùb  àvait>il  avant 
le  jeu?  Réponse,  7a  fr. 

’ X.  Si  l’on  doublait  le  nombre  de  mes  e'eus , un  homme , 
j^en  donnerais  8;  on  accomplit  ce  souhait  trois  fois  consécutives, 
et  ne  lui  reste  rien  : combien  cet  homme  avait-il  d'éens? 
Réponse,  7. 

’ Xl.  Quel  est  le  nombre  qui , divisé  par  a et  b , donne  deux 

abd 

quotiens  qut  ont  d pour  dinérence?  On  trouve  x = ^ 

XII.  Trouver  un  nombre  dont  le  produit  de  ses  m parties 
égales  soit  le  même  que  celui  de  ses  m-h  i parties  égales  ( le 
produit  des  3 tiers  égal,  par  exemple,  à celui  des  4 quarts). 
On  a 


XIII.  Un  chasseur  promet  à un  autre  de  lui  donner  b fr. 
toutes  les  fois  qu’il  manquera  une  pièce  de  gibier,  pourvu  que 
celui-ci  donne  a fr.  chaque  fois  qu’il  l’atteindra.  Après  n coups 
de  fusil , ou  les  deux  chasseurs  ne  se  doivent  rien , ou  le  premier 
doit  d au  second , ou  le  contraire  a lieu  : on  demande  une  for- 
mule propre  à ces  trois  cas , et  qui  fasse  connaître  le  nombre  x 
de  coups  manqués.  Le  gain  est  c fois  le  nombre  n — x des  coups 
heureux , la  perle  est  b foi.s  x ; d’où  bx  — c (n  — x)  = it  d. 
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en  zt  d 

On  trouve  x=  ; d est  nul  dans  le  i"  cas;  on  prend 

le  signe  supérieur  dans  le  a*,  et  riuférieur  dans  le  3‘. 

XIV.  Une  fontaine  einplitun  réservoir  en  un  nombre  d’heures 
désigné  par  h ; une  autre  peut  le  remplir  en  h'  heures  ; on  de- 
mande combien  ces  fontaines  mettraient  de  temps  en  coulant 

hh' 

ensemble  ? Réponse , x = résoudra  facilement  le  pro- 

blème pour  plus  de  deux  fontaines , même  eu  admettant  que  le 
réservoir  se  vide  ( Vqy.  IV,  p.  102.) 

Rematÿjues  sur  les  Équations  du  premier  degré. 


1 07 . Les  formules  algébriques  ne  peuvent  offrir  d’idée  nette 
à l’esprit  qu’autaut  qu’elles  représentent  une  suite  de  calculs 
numériques , donc  l’exécution  est  possible.  Ainsi  la  quantité 
isolée  b — a ne  peut  signifier  qu’une  chose  absurde  lorsque  a 
est  > b.  Il  convient  donc  de  reprendre  les  calculs  précédeus, 
parce  qu’ils  offrent  quelquefois  cette  difficulté. 

Toute  équation  du  premier  degré  peut  être  ramenée  à avoir 
ses  signes  tous  positifs , telle  que  (*) 

ax-f-b=cx  + d (1). 

Retranchons  cx+b  de  part  et  d’autre,  il  viendra  ax — cx==4 — b, 

..  . d—b 

d ou  x= ....(2). 

a — c 

Cela  posé,  il  se  présente  trois  cas  : i®.  ou  d > t et  a > c; 
2”.  ou  l’une  de  ces  conditions  a seule  lieu  ; 3®.  ou  enfin  b'^det 
il.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  (2)  résout  le  problème  , 
dans  les  deux  derniers,  on  ne  sait  plus  quel  sens  on  doit  attacher 
à la  valeur  de  x , et  c’est  ce  qu’il  faut  examiner. 


(*}  On  changera  les  termes  négatifs  de  membre , ce  qui  sera  toujours  pos- 
sible, puisque  rien  n’empèche  d’ajouter  aux  deux  membres  une  même  quan- 
tité. On  lie  pourrait  pas  la  soustraire  dans  tous  les  cas  , puisqu’il  faudrait  quq_ 
les  deux  membres  fussent  plus  grands  que  celte  quantité  soustractive: 


PREMIF.n  DECRK.  1 5y 

Dans  le  lieux ième  cas,  l’une  des  soustractions — b,  a — c,  est 
impossible  : soit , par  exemple,  ft>rfet  a > c;  il  est  clair  que  la 
proposée  (i)  est  absurde,  puisque  les  deux  termes  ax  et  b du 
premier  membre  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  ex 
et  d du  second.  Ainsi,  lorsque  cette  difficulté  se  présentera , on 
sera  assuré  que  le  problème  est  absurde  , puisque  l’équ;  n’en  est 
que  la  traduction  fidèle  en  langage  algébrique. 

Le  troisième  cas  a lieu  lorsque  b"^  d etc  a;  alors  on  a 
deux  soustractions  impossibles  : mais  nous  avons  ôté  des 

deux  membres  de  l’équation  (i)  afin  de  la  résoudre,  ce  qui  était 
manifestement  impossible,  puisque  chacun  est  <[  cjc -f- ô.  Ce 
calcul  étant  vicieux , nous  ôterons  ax  + dde  part  et  d’autre , et 
il  viendra  b — d=xcx  — ax , d’où 


Cette  valeur,  comparée  à (2) , n’en  difière  que  parce  que  les 
signes  sont  changés  hautet  bas;  elle  nepréseiite  plus  d’obscurité. 
On  voit  donc  que  lorsque  ce  troisième  cas  se  rencontre,  il  an- 
nonce qu’au  lieu  de  passer  tous  les  termes  inconnus  dans  le 
premier  membre , il  aurait  fallu  les  mettre  dans  le  second  : et 
il  n’est  pas  nécessaire , pour  rectifier  cette  erreur , de  recom- 
mencer les  calculs;  il  suffit  de  changer  les  signes  haut  et  bas. 

Un  des  principaux  avantages  qu’on  se. propose  en  Algèbre 
est  d’obtenir  des  formules  propres  à tous  les  cas  d’une  même 
question , quels  que  soient  les  nombres  qu’elle  renferme  ( p.  1 5o 
et  i5i).  Or,  nous  remplirons  ici  ce  but  en  convenant  de  prati- 
quer sur  les  quantités  négatives  isolées  les  mêmes  calculs  que  si 
elles  étaient  accompagnées  d' autres  grandeurs.  Par  exemple,  si 
l’on  avait  m -f-  d — b et  b "j>  d,  on  écrirait  m — {b  — d)  -, 
lorsque  m n’existera  pas  ,■  nous  convenons  d’écrire  encore 
d — A = — (b  — d),  quand  b sera  > d. 

La  valeur  de  x,  dans  le  second  cas,  devient  x = — ^ —, 

a — c 

et  nous  dirons  que  toute  solution  négative  dénote  une  absurdité. 


Di. 
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PareiUernent,  ^our diviser  le  polynôme  — «4  +3n‘A*-f^ctc., 
par  — a*  4- A*  -+-  etc.  , q%  divisera  d’abord  le  premier  terme 
fTP^paivxa*,  etl’onfMit  (n°98)  que  le  quotient  a*,  a le  signer^-, 
üous  en  dirons  autant  de  ces  qu^ntit^s  isolées  — a* , — a*  ; de 
sorte  que  dans  le  troisième  cas, ->la  valeur  (a)  dexaura  Itt  forme 

*—  qui  se  re'duit  comme  elle  doit  être  (3). 

— (c  — a)  ’ ' • c —a 

to8.  Cette  convention , qui  n’entralne  aucun  inconvénient, 
réunit  donc  tous  les  cas  dans  la  formule  (a).  Mais  on  ne  doit 

pas  oublier  que  les  quantités  négatives  isolées  — k , — ^ , ne 

sont  que  des  êtres  de  conv  ention , des  tfmbolev , qui  n’ont  au> 
cune  existence  par  eux-mêmes , et  qu’on  ne  les  emploie  comme 
s’ils  en  avaient  une , que  parce  qu’on  est  assuré  de  remplir  un 
but  important , sans  qu’il  en  puisse  résulter  d’inconvénient.  En 
cdet , de  deux  choses  l’une  : ou  le  résultat  aura  le  signe  — , 
et  l’on  en  conclura  que  le  problème  est  absurde,  le  — n’étant 
qu’un  symbole  qui  annonce  cette  absurdité'  ; ou  le  résultat  aura 
le  signe  -f-,  et  il  est  prouvé  qu’alors  il  est  ce  qu’il  doit  être,  quoi- 
que provenu  de  là  division  de  deux  quantités  négatives.'  Con- 
cluons de  là  que  ; ' 

1°.  On  a le  droit  de  changer  tous  tes  signi^s  d'une  équation  i 
et  de  la  multiplier  par  une  quantité  négative.  En  effet , si  l’on 
est  dans  le  premier  de  nos  trois  cas , l’équation  deviendra , il 
est  vrai , absurde  d’exacte  qu’elle  était  ; mais  la  division  des 
quantités  négatives  rétablira  les  choses  dans  leur  état  primitif. 
Dans  le  deuxième  cas , l’absurdité  du  problème  sera  encore  ma- 
nifestée par  une  valeur  négative  ; et  enfin , s’il  s’agitdu  troisième^ 
le  changement,  de  signes  aura  rectifié  le  vice  du  calcul. 

2°.  Lorsque  l’équation  seraabsu|rde , on  pourra  encore  tirer 
parti  de  la  solution  négative  obtenue  dans  le  deuxième  cas;  car, 
mettant — xpourr,  l’équ.  proposée  de  vient— ax-j-A= — cx-{-d, 

cl’èû'a?  = ^ ^ , valeur  égale  à (2),  mais  positive.  Si  donc  on 

modifie  la  question,  de  manière  qqe  cette  équ.  lui  convienne. 


« 
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ce  Second  proUèiite , qui  aui-a  avec  le  prenù,çi-  uncjfje^injbUnce 
inarquée,  ne  $era  pas  absurde,  et,  au  signe  piès^  Uaura  iQêtue 
solution.  , - . ..  ,, 

Présentons I par  exemple,  le  problème  Y comme i^  sujit.ruq 
père  a 4^  aos , son  fils  eu  a i a ; dans  combien  données  l’àge  du 
fils  sera-t-il  le  quart  de  celui  du  père?  Oua42  + a^=4(ta-i-a^), 
d’où  x = — a ; ainsi , ce  problème  est  absur  de.  Mais  si  l’on 
met  — X pour  x,  l’équ.  devient  4^  — x ■=  ^ {12  — x) , et 
les  conditions  qui  y correspondent  çliangent  le  problème  en 
celui-ci  : un  père  a 4^  ans,  son  fils  en  a 12 , combien  d’années  se 
sont  écoulées  depuis  l’époque  où  l’âge  du  fils  était  le  quart  de 
celui  du  père?  On,a  x =;  2. , , 

Quel  est  le  nombre  x qui,  divisé  par  a,  donne  s pour  somme 
du  dividende  x,  du  diviseur  a,  et  du  quotient? 

PC  O Çs  — 

Oti3L  a-^x+ - ■=  s,  d'oùx  = — Or,  sin^s,  xést 
, a ’ «-I-  I 

négatif,  et  la  quesüou  est  absurde  ; ce  qui  était  d’ailleurs  visible 
d’avance;  par  exemple,  0=  1 1 , s=5;  donnent  x=  — 5j.  Mais 
changeant X en  — xdansl’équ.,  on  trouveii— x — -^x=5; 
de  sorte  que  x = 5 ^ est  le  nombre  qui , joint  au  1 1*  de  5 j , et 
retranché  de  1 1 , donne  5 pour  reste.  Sous  cef  énoncé , le  pro- 
blème a cessé  d’être  absurde. 

Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  oinqniènie  ajoutés , di- 
minués de  7,  donnentee  même  nombre?Ona  jx-J-  jx  — 7=x; 
d’où  X = — i5.  La  question  est  absundr;  mais  remplaçant  x 
par  — xdans  l’équ.  (ou  plutôt — 7 par  4-7),  on  verra  que  i5  est 
le  nombre  dont  le  tiers  et  le  cinquième  ajoutés  à 7.  forment  1 5. 
109.  L’c.quation  (a)  présente  encore  de<rx  singularités.  Si 

a = c,  on  a xixz- — - ; mais  la  proposée  devient  dans  ce  cas 

ax  + b=:ax-j-d,  d’où  h — d\  ainsi  tant  que  b est  différent 
de  d,  le  problème  est  absurde , et  n’est  plus  de  nature  à être 

modifié  coiniue  ci-dessus.  En  faisant  décroître  n,  la  fraction  — 

- ' n 

augmente';  pourn=ci,  TiVô>  les  r^ulmts deviennent  2, 
100,  1000  fois  plus  grands.  La  limite  est  Yinfni , qui  répond 
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à n = 0 ; on  voit  donc  que  le  problème  est  absurde  quand  Ut  so^ 
lutîon  est  infinie;  ce  qu’on  désigne  par  le  signe  a;  = 00  . 

Mais  si  az=  c et  b — d,  ulors  ar=  j ; et  la  proposée  devient 
ax-i-b  = ax-j-b  ; les  deux  membres  sont  égaux  quel  que  soit  x, 
qui  est  absolument  arbitraire.  Ainsi,  le problème  est  indéterminé, 
ou  reçoit  une  infinité  de  solutions,  lorsqu'on  trouve  x=~  dans 
Véqu.  (1).  Voy.  n®  ii4-  ' 

Premier  Degré  à plusieurs  inconnues. 


1 10.  Lorsqu’on  a un  nombre  égal  d’inconnues  et  d’équations, 
pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  inconnues , on  peut  opérer  de 
trois  manières. 

1.  On  tirera  de  chaque  équation  la  valeur  d’une  inconnue 
comme  si  le  reste  était  connu;  on  égalera  ces  valeurs. deux  à 
deux , et  l’on  formera  ainsi  autant  d’équ.  moins  une,  qu’On  en 
avait  d’abord  ; en  répétant  ce  calcul , on  éliminera  chaque  fois 
une  inconnue  ; puis , lorsqu’on  aura  obtenu  la  valeur  de  la  der- 
nière , on  remontera  de  proche  en  proche  pour  avoir  celles  des 
autres  inconnues. 

Ainsi,  pour  5x — iy—  1 , — 4'*^=  i3,  on  tirera 

J 1 • • 3 r 4-  I ’ 

de  la  première x =.  ^ — , 

et  de  la  seconde. .. . x=  ^ i 

4 

.1  1 3 y -f- 1 TT — 13 

égalant  ces  valeurs , ou  a *1“* 

renferme  plus  qu’une  inconnue  j',  et  d’m'i  l’on  tire  ïiy  -J-  4 
= 35j" — 65;  puis,  35j^— i2j-=65-f-4;  ou 23^=69;  enfin, 
^■=3  : remontant  à la  première  des  valeurs  de  x,  il  vient 


Pareillement 


3.3  + 1 

x=z — = 2. 

5 

2X  5y  — 3s  = 3 , 
3*— 4>+  Z=B— 2, 
y +2z=9. 
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î » + — 3',  _ 9 + J" — 5x 

donnent  Z 5 ==4j^  — 3x — 2 = 2 _ 

3 ' 2 

Chassant  les  dénominateurs  (io5,  I) , on  trouve 
2x  -j-  — 3 = 17.JT  — ga:  — 6, 

Sjr  — 6x  — 4 = 9 + J — 5x, 

ou  -jx  — lia:  3,  7/  — x = i3; 

on  en  tire  ■yï=3  + 1 ix=  i3+x,  d’où  *=  i ; et  remontant 
aux  valeurs  dej'  et  z ci-dessus,  on  trouve  enfin 
- 3 •+■  > * 2-J-2.5  — 3 _ 

jr  = ~: — = 3,  z= 5 =3. 

7 ^ ' 

II.  La  méthode  des  substitutions  consiste  à tirer,  comme  ci- 
dessus  , la  valeur  de  l’une  des  inconnues  ; puis  à la  substituer 
dans  les  autres  équ.  : on  a ainsi  une  équ.  et  une  inconnue  de 
'moins,  et  l’on  réitère  le  meme  procédé. 

Sôient  3*  + 2^  = 12,  2z  -\~jr  = 5,  x 3z  = 8;  la 

seconde  donne<^  = 5 — 2Z;  en  substituant  dans  les  deux  au- 
tres , elles  deviennent  3.r  — 4^  = ^ r x + z = 3. 

Celle-ci  donne  x=3— z,  ce  qiû  change  la  précédente  en 
9 — 3z  — 4*  = 2;  d’où  z=  I , et  par  suite,  x = 3 — z = 2 , 
jr=z5  — 2z=z  3.  * 

III.  Le  premier  procédé , quoique  plus  simple  que  les  autres, 
est  rarement  employé  à cause  de  sa  longueur  ; le  second  ne  sert 
guère  que  quand  toutes  les  inconnues  n’entrent  pas  dans  les  équ.; 
venons  maintenant  à celui  qui  est  le  plus  usité.  Prenons 

ax  -f-  = c , a'x  -f-  b'jr  — c' . . . . . 

Supposons  que  a et  a soient  égaux,  en  soustrayant  l’une  de 
ces  équ.  de  l’autre , x disparaîtra  ; si  a et  a'  étaient  de  signes 
contraires , il  faudrait  ajouter  les  équ.  'Mais  lorsque 'a  et  a'  ne 
sont  pas  égaux , on  multipliera  la  première  par  a , la  seconde 
par  a,  et  notre  condition  sera  remplie , puisque  aa'  sera  le  coef- 
ficient commun  de  x(^).  On  obtiendra  donc,  en  retranchant  ces 


(*}  Si  a et  a'  ont  un  facteur  commun  , il  ne  faut  prendre  pour  multipli- 
cateurs respectifs  que  les  facteurs  non  communs  à a et  à a' , comme  pour  la 
réduction  au  mâme  dénominateur  (n®  38,  i®.  et  a®.) 

T.  I.  Il 
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produils  l’un  de  l’autre,  ahj  — ab'y  — ac — aai.  De  même, 
éliminons  en  multipliant  la  première  équation  par  b'  et 
1,1  seconde  par  b , puis  retranchant  les  produits , d’où 
abx  — ab'x  — bc  — b'c.  Donc  enfin  on  a 

bc  — b'c  ac  — ac'  , 

a'b  — ab' . 

III.  En  traitant  de  la  même  manière  les  équations 

ax  by  c z=.d  ) 

a'x  + b'jr  4-  c'a  = > (C), 

a"x+b"y+c"z  = d"...\ 

qui  sont  les  plus  générales  à trois  inconnues,  on  trouverait  les 
valeurs  de  a: , et  z.  Mais  ce  calcul  ne  permettrait  pas  de  dé- 
couvrir la  loi  des  résultats  sans  recourir  à l’induction  ; c’est 
pourquoi  nous  le  présenterons  d’une  manière  up  peu  différente. 
Multiplions  la  première  par^,  la  deuxième  par  k',  et  de  la 
somme  de  ces  produits  retranchons  la  troisième , il  viendra 
/ 

(ka-\-  k'd  — a")  X + (kb  k’b'  — b“)y 
+ (ic  •{•k'c  — c")  Z = kd-\-k^d'  — d“ . 

Les  nombres  k et  k'  étant  arbitraires , on  peut  leur  attribuer 
des  valeurs  propres  à chasser  deux  inconnues , et  z , par  exem- 
ple. On  posera  pour  cela  les  équ. 


kb  + k'b'  = b\  kc  + k'c'  z=c“ ( D) , 

qui  serviront  à faire  connaître  A et  A-'  ^ et  l’on  aura 

• • 

Ad+A'd'  —æ 


ka  -4-  k'a'  — «' 


V.  . . (£)• 


Il  faut  ensuite  déterminer  A et  k',  et  en  substituer  ici  les  valeurs; 
mais  on  peut  abréger  beaucoup  ce  calcul.  En  effet,  le  numé- 
rateur de  X se  déduit  du  dénominateur , en  changeant  a,  a , a" 
en  d,  d'y  d"  ; et  comme  A et  A'  sont  indépendans  de  ces  quan- 
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titcs , la  même  chose  aura  lieu  egalement  après  la  substitution 
(les  valeurs  de  A et  A'. 

Il  s’agit  donc  d’e'valuef  le  de'nominateur,  puisque  le  numé- 
rateur s’en  déduit  en  changéant  simplement  les  a en  d ; les  for- 
mules B appliquées  aux  équ,  D donnent 

^ b'd’—c'V  cb"  — bc" 

cb'  — bc'  ’ ^ cb'  — bc' 


d’où  ha  -f-  k' a'  — a‘ 


a{b'c"  — c'b")  + a'{cb"^  bc") 


cb'—bc' 


On  réduira  au  même  dénominateur,  qu’on  supprimera  comme 
étant  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  E,  et  l’on  aura 
pour  le  dénominateur  cherché . 


= — c'6")  -f  a'{cb"—bc")  -f-  a\bc'  — cb'). 


En  faisant  attention  à la  manière  dont  il  faut  exécuter  ces 
multiplications,  on  observera  que  le  calcul  se  réduit  à l’opé- 
ration suivante.  On  prendra  la  différence  bc — cb,  entre  les  deux 
arrangemens  des  lettres  b et  c;  puis  on  introduira  la  lettre  a 
à toutes  les  places,  en  commençant  par  la  première  à gauche, 
et  cbangeau^de  signe  chaque  fois  que  a changera  de  place  ; -f-  bc 
engendrera  -f-  abc,  — bac  et  -q-  bca;  — cb  donnera  — acb , 
-|-  cab  et  — cba.  Enfin , on  réunira  ces  six  termes , et  l’on  mar- 
quera d’un  trait  la  seconde  lettre  de  chacun , et  de  deux  la  der-  ‘ 
nièrc;  le  dénominateur  K est  donc 

K = ab’c"  — ba’c"  + bc'a"  — ac’b"+  ca'b"  — cb'a". 

Pour  trouver  y , il  faudrait  égaler  pareillement  à zéro  les 
coefficiensdex  et  z dans  l’équation  ci-dessus;  mais  la  symétrie 
des  calculs  prouve  qu’il  suffit  de  changer  b en  a,  et  réciproque- 
ment dans  la  valeur  de  x.  On  changerait  c en  a pour  la  valeur 
de  Z.  Concluons  de  là  que,  i®.  /e  dénominateur  des  valeurs  de  x, 
y et  Z,  est  le  même  j 2®.  le  numérateur  de  chacune  se  déduit  du 
dénominateur,  en  changeant  les  coefficiens  de  l'inconnue  en  les 

II.. 
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termes  connus.  Ainsi 

db'c''—b)rt"  -f-  bc’d"  — dc'b"+cd'b'’  — cb'd'’ 
X—  ^ , 

atTc"  — dac"  4-  dcar—ac'd!'  + ca'd"  — cda“ 

-jr , 

_ ab'æ  — ba'æ  + bd: a"  — ad' b'  4.  da’b"  — db'ji" 

X 


La  loi  que  nous  avons  démontrée  suit  de  la  nature  même  du 
calcul  ; en  sorte  que  si  l’on  a quatre  inconnues  et  quatre  e'qu. , 

ax  + bj  + ci  + dl=f,  a’x  •\-b'jr-\-c'z-\-dl=zf , etc., 

il  mfllra  de  chercher  le  dénominateur  commun , et  l’on  en  dé- 
duira chaque  numérateur  ; de  plus , ce  dénominateur  sera  formé 
suivant  la  même  loi.  • 

On  prend  donc  les  six  arrangemeiis  des  lettres  abc  qui  servent 
de  dénominateur  ci-dessus  (en  supprimant  les  accens),  ou 
abc  — bac  4*  — etc.  : on  fait  occuper  à la  lettre  d , dans 

chacun  de  ces  termes  , toutes  les  places , à commencer  par  la 
première  à gauche  ; puis  on  change  de  signe  chaque  fois  que  d 
passe  d’une  place  à la  suivante  ; enfin  on  marque  d’un  trait  la 
deuxième  lettre , la  troisième  de  deux  et  la  dernière  de  trois  : le 
dénominateur  commun  est 

Voici  quelques  problèmes. 

I.  Une  personne  a des  jetons  dans  ses  mains;  si  elle  en  pprte 
un  de  la  droite  dans  la  gauche , il  y en  aura  un  nombre  égal 
dans  chacune  ; mais  si  elle  en  passe  deux  de  la  gauche  dans  la 
droite,  celle-ci  en  contiendra  le  double  de  l’autre  : on  demande 
combien  chaque  main  en  contient.  On  trouve 

i=j^4 1*  etx4-2  = 2(^  — 2);  d’où  a:==to,  etj^=8. 


t 

rn'c*— dtc... 


II.  Ou  a acheté  trois  bijoux  dont  on  demande  les  prix;  on  sait 
que  celui  du  premier,  plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres, 
fait  25  louis  ; le  prix  du  deuxième , plus  le  tiers  du  prix  du  pre- 
mier et  du  troisième,  fait  26  louis  ; enfin  le  prix  du  troisième. 
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plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres,  fait  29  louis.  On  a 
^ + ï 2 = 25,  j-4-ix+^jZ=26,  z+ix-t-i^  = 29, 

d’où  l’on  tire  x = 8,jr=  18,'^=  16. 

111.  A , B etC  ont  ifn  certain  nombre  d’écus  ; A distribuant 
des  siens  à ^ et  C,  leur  en  donne  autant  qu’ils  en  avaient  déjà; 
B double  à son  tour  ceux  qui  restent  k A ceux  que  C a entre 
les  mains;  enfin  C distribuant  à et  double  pareillement  les 
nombres  qu’ils  se  trouvent  avoir  ; tout  cela  fait , chacun  en  a 16  ; 
on  demande  combien  ils  en  avaient  d’abord.  x,jretz  désignant 
les  nombres  d’éçus  respectifs  àe  A ,B  et,  C,  avant  ces  distribu- 
tions , on  trouve  ces  équ. 

X — J- — Z = 4,  — X — z=  8,  -jz  — X — jr—  16  , 

d’où  l’on  tire  a:=:26,j'=  i4, z = 8. 

1 1 2.  Il  arrive  quelquefois  qu’une  équation  ne  peut  exister  à 

moins  qu’elle  ne  se  partage  en  deux  autres;  ainsi  a;*  = o , 

suppose  ar=o  et  j^  = o,  puisque  deux  carrés  étant  positifs, 
l’un  ne  peut  détruire  l’autre,  et  rendre  la  somme  nulle.  De 
même  (a: — i)*  + Ij"  — 2)*  = o,  donne  a;si,  et^=2;  et 
quoiqu’il  n’y  ait  qu’une  seule  équ. , c’est  comme  s’il  y en  avait 
deux.  Il  faut  en  dire  autant  de  la  question  suivante , qui  n’a 
qu’une  seule  condition.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  si  l’on 
ajoute  9 au  carré* de  l’un  et  à 5 fois  le  carré  de  l’autre,  le  ré- 
sultat soit  le  produit  du  double  du  second  nombre,  par  3 plus  le 
double  du  premier.  On  a 

5a:* -f- + 9 = 2X  (2J- 4- 3) , 
qui  revient  à 4*“  — 4^  + J"'  + a:*  — 6z  + 9 = o , 
ou  (2X — + — 3)’  = o;  donc  2X — j-=o,  etx  — 3 = o; 

partant  x = 3,  etj-=6. 

C’est  par  la  même  raison  que  l’équation  x*4-^*-f-  i r=  o est, 
absurde. 

1 13.  Voici  un  cas  bien  remarquable  dans  lequel  une  équa- 
tion se  partage  en  deux. 

Supposons  que  les  élémens  Aune  question  soient  liés  par 
l’équation  = que  plusieurs  4e  ces  élémens  soient 
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variables  ensemble,  el  que  V équation  doive  subsister  dans  toits 
leurs  états  possibles  de  grandeur;  qu  enfin  quelques  termes  A,  B,  ' 
demeurent  cosstans,  tandis  que  les  autres  a.,  fi , seraient  va- 
riables et  susceptibles  de  décroître  ensemble  autant  qiion  le 
veut;  cette  équation  se  partage  en  deux , F une  Â=B  entre  les 
termes  cons  tans  ; Vautre  a.— fi  entre  les  termes  variables , la- 
quelle aura  lieu  pour  toutes  les  grandeurs  que  la  question  permet 
d'attribuer  à la  fois  à a et  fi.  En  effet , si  l’on  admet  qae  les  cons- 
tantes ^ et  5 ne  sont  pas  égalesi,  leur  différence,  étant  K , 
ou  ^ — B-=z±K  ,onen  tire  fi — <fX=±K;  les  variables  /3  et  • 
conserveraient  donc  entre  elles  une  différence  fixe  AC , et  ne  se- 
raient pas  de  nature  à pouvoir  être  moindres.que  K , ce  qui  est 
contraire  à l'hypothèse. 

C’est  ce  principe  qui  constitue  la  méthode  des  limites,  dont 
nous  ferons  un  fréquent  usage  par  la  suite.  Quand  on  peut  faire 
approcher  une  grandeur  variable  A — » d’une  autre  A qui  çst fixe, 
de  ma  niere  à rendre  leur  différence  a moindre  que  toute  grandeur 
donnée,  sans  cependant  quelles  puissent  jamais  devenir  rigou- 
reusement égales,  la  seconde  A est  dite  LiMiTE  .de  la  première 
A — a.  Au  res  te,  chaque  fois  que  nous  appliquerons  ce  théorème, 
ou  fera  bien  de  s’exercer  à reproduire  le  raisonnement  ci-dessus, 
afin  de  répandre  sur  les  résultats  la  clarté  convenable;  nous 
exhortons  les  étudians  à se  soumettre  à ce  conseil,  dont  ils  re- 
connaîtront l’utilité.  En  voici  deux  applications,  propres  à 
montrer  la  marche  du  calcul  et  du  raisonnement. 

1.  Soient  ^ti  et|/&  deux  incommensurables , zet  t leurs  va- 
leurs approchées,  xetjr  les  différences  qui  existent  entre  ces 
valeurs  et  les  radicaux;  on  a z = ^/a  — x , tz=z  \/ b —jr  ; 
or,  les  produits  rationnels  z X t et  t X 2 sont  égaux  ; donc 

n X \/  b ± <t=  1/^X  V/flih/8,  en  représentant  par  uct  fi 
tous  les  termes  où  x et  sont  facteurs  dans  chaque  membre. 
Observez  que  si  l’on  pousse  davantage  l’approximation , les  er- 
i-eurs^  et  x décroîtront , et  cela  autant  qu’on  voudra , sans  que 
cette  équ.  cesse  d’avoir  lieu  ; les  facteurs  \/  a,  ^ b demeurant 
’ invariables,  a et  0 décroîtront  indéfiniment  : donc  l’équation  sc 
{lartagc  en  deux  , \/  a X fi  z=  V/6x  )/  a,ctai  = fi-,  c’est-  • 
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à-dirc  qu’on  peut  aussi  bien  intervertir  V ordre  des  facteurs  irra- 
tionnels que  celui  des  rationnels. 

II.  Soit  demandée  la  valeur  S de  la  fraction  décimale  pério- 
dique 0,(54)  ) d’après  la  notation  du  n°  5i . £n  ne. prenant  que 
deux  fois  la  période , et  représentant  par  k la  valeur  des  frac 
tions  négligées,  ona5  — ^=o,5454;  multiplions  par  100,  nous 
aurons  lOoS — looA:  r=  54,54  ; et  retrancbant , gg5  — ggA 
— 54  — 7^^-  Mais  si  l’on  eût  pris  trois  ou  quatre  fois  lapé 

riode , ce  dernier  terme  fût  devenu  , ou  ; ainsi , l’on 

voit  qu’on  peut  faire  décroître  indéfiniment  ce  terme , eu  uièin» 
temps  que  l’erreur  k , en  prenant  la  période  un  plus  grand  nom- 
bre de  fois;  on  peut  donc  donner  à l’éq.  la  forme  99S — «=54— yS; 
d’où  l’on  tire  995=  54,  et5=^,  comme  ou  le  sait  déjà.  On  a en 
outre  ct  — 0,  quelque  nombre  de  périodes  qu’on  ait  considéré; 
en  effet,  si  l’on  prend  la  période  deux  fois,  par  ex.  i=o,oooo(54)  * 
d’où  ioo’A  = 0,(54)=^,  etygk  =rié^,  ou  «=i8. 

Soit  S=o,{p),  la  période  p étant  composée  de  n chiffres, 
on  a io"5=/>,(/>)  ; et  par  le  même  raisonnement  (10* — i)  S=p, , 


d’où  S=  — — — . . . . , comme  n®  53,  3®. 

‘O*  — I 999 

1 1 4 ■ Les  formules  d’élimination  {B)  présentent  quelques  par- 
ticularités qu’il  convient  d’examiner.  Tant  que  ces  valeurs  de  a: 
et  y sont  positives , la  solution  résulte  de  ces  formules , et  il  n’y 
a ni  doute,  ni  difficulté.  Mais  il  peut  en  être  autrement , ce  qui 
conduit  à trois  cas  d’exception  de  nos  équ.  {B). 

1®.  a:  ouji"  peut  être  négatif;  alors  le  problème , tel  qu’il  est 
proposé,  est  absurde,  et  on  peut  le  rendre  possible  à l'aide  d’une 
simple  modification  qu’on  trouve  en  changeant  cette  inconnue 
de  signe  dans  les  équ.  {A)  : le  calcul  réduit  en  effet  la  question 
à n'avoir  qu’une  seule  inconnue,  et  l'on  est  ramené  à ce  qui  a été 
dit  (n®  107).  ' 

2°.  Lorsque  les  formules  {B)  sont  infinies,  les  coefficien 
ont  des  valeurs  numériques  telles,  qu’il  en  résulte  a'û— aû'=o, 

ou  Pour  connaître  alors  la  nature  cle  là  question  ‘ 
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il  faut  introduire  cette  condition  dans  les  équ.  (yé)  ; mettons 

donc  ^ pour  a',  la  seconde  devient  ^ ar  -f-  ^ = c'  ; donc 

pour  que  le  cas  présent  ait  lieu , il  faut  que  les  équ.  proposées 
soient  or  + by—c,  b'  (ax  -f-  by)^bc'.  Or,  elles  ne  s'accordent 

b'  c 

entre  elles  qu’autant  que  b'cxsbc' , ou  ^=— , Cette  relation 

peut  être  satisfaite , ou  ne  pas  l’être  ; si  elle  n’a  pas  lieu , le  pro- 
blême  est  absurde,  puisque  les  conditions  de  la  question  sont 
contradictoires  : celte  circonstance  est  annoncée  par  des  valeurs 
de  X et  y infinies.  Alors  les  coef&ciens  forment  une  proportion 
a la'  : : b I b',  À laquelle  le  rapport  des  termes  connus  c et  c'  ne 
> peut  faire  suite. 

3°.  Mais  si , outre  la  relation  qui  rend  k dénominateur  nul , 
QU  — = on  a encore  , les  deux  équations  (A)  U équiva- 

lent plus  qu’à  une  seule,  les  deux  cdnditions  de  la  question  ren- 
trent l’uné  dans  l’autre  ; et  comme  on  ii’a  qu’une  équation  et 
deux  inconnues,  le  problème  est  indéterminé  (n“  i vj).  Cela  ar- 
rive quand  les  coefficiens  de  l’équation  forment  trois  rapports 
égaux  entre  eux,  ala'  H b I b' Hc  le  -,  et  attendu  qu’on  a aussi 
a'c  =:ac',  ce  cas  est  mis  en  évidence  par  des  valeurs  de  x et  y 
qui  ont  la  forme  . 

A d B ' C k n ly  C 

Prenons  pour  exemple  ce  problème  : deux  courriers  partent 
l’un  de  A , l’autre  de  27,  et  vont  dans  le  même  sens  AC-,  le 
premier  fait  n kilomètres  par  heure , le  second  m ; la  distance 
initiale  est  A£=d;  cherchons  à quel  instant  les  courriers  se 
trouveront  à la  distance  CD  = K l’un  de  l’autre.  A parcourt 
la  distance  AC  = x dans  une  durée  qu’on  trouve  par  la  pro- 

portion  ml  i II  x I de  même  - est  le  temps  que  B met  à 

parcourir  BD  = y.  Si  les  mobiles  sont  en  meme  temps , l’un 
en  C,  l’autre  eu  D , ces  fractions  sont  égales,  d’où  nx=rpy. 


t 
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Mais  d’un  autre  côté  AD=zx-\-kz=:jr-\-di  donc  l’élimination 
donne 

m(d — k)  n(d — k) 

^ — ■ • 
m—n  m—n 

• X Y 

C’est  ce  qui  arrive  dans  le  nombre  d’beurès  — = - = . 

^ m 71  m — n 

En  faisant  A = o , on  a le  lieu  et  l’instant  de  la  rencontre  des 
deux  courriers. 

Mais  les  mobiles  seront  encore  distans  de  /t , après  que  A aura 
dépassé  B : alors  ils  auront  parcouru  l’un  AC  =.  x , l’autre 
Bjy  et  on  aura  x — k—jr^d;  il  suffit  donc  de  changer 
le  signe  de  k dans  nos  équ.  C’est  une  seconde  solution  du  pro- 
blème. 

Pour  donner  à cette  analyse  plus  de  généralité , il  faut  sup- 
poser que  les  courriers  sont  en  route  depuis  quelque  temps , et 
que  A et  B sont  des  points  où  ils  se  trouvent  ensemble.  Et  si 
la  valeur  de  jr  est  négative , comme  cela  arrive  quand  m^n 
etd"^  k,  cela  annonce  que  le  lieu  du  2'  courrier  est  situé  à 
gauche  de  B,  quand  sa  distance  au  i‘'estt=A  ; l’instant  est  an- 
térieur à l’arrivée  en  B. 

Qiland  les  courriers  marchent  en  sens  contraire , il  suffira 
de  prendre  n etj-  négatifs,  ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer  direc- 
tement. Voyez  ce  qui  sera  dit  ci-après  sur  l’emplof  des  signes 
négatifs  en  géométrie. 

Si  m=n,  X et  J- sont  infinis , et  le  problème  est  absurde  : ce 
qui  vient  de  ce  que  les  courriers,  ayant  la  même  vitesse,  ne 
peuvent  satisfaire  à la  condition  prescrite.  Cependant  si  d=ky 
X, et  J'. sont  I , et  il  y a une  infinité  de  points  de  rencontre;  en 
effet  les  mobiles  partent  du  même  point  sans  que  leur  distance 
change. 

Des  Inégalités. 

Il 5.  Les  expressions  où  entre  le  signe  ^ pour  marquer 
quelle  est  la  plus  grande  de  deux  quantités,  sont  desim'galilés. 
La  différence  demeurant  la  même  lorsqu’on  y ajoute  ou  qu’on 
en  ôte  le  même  nombre , on  peut,  sans  troubler  une  inégalité  , 
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ajouter  aux  deux  membres  , ou  en  ôter  des  quantités  égales  , et 
par  conséquent  les  soumettre  aux  mêmes  calculs  que  les  équa- 
tions (ii“  io5),  c'est-à-dire  en  inulliplier  ou  diviser  tous  les 
termes  par  un  même  nombre , et  transposer  quelque  terme  en 
changeant  son  signe.  Soit  3a: — 1 1 ; ajoutons  7 aux  deux 
membres  , puis  retranclions-en  x,  nous  avons  3x — x>i 
ou  2x  > 18;  d’où  x>9-  Cette  question , Trouver  un  nombre 
dont  le  triple,  diminué  de  7 , donne  un  excès  qui  surpasse  ce 
nombre  plus  ii , a une  infinité  de  solutions,  puisque  toute 
quantité  >>  9 y satisfait. 

Plusieurs  inégalités,  renfermant  x,  donnent  chacune  une 
limite  de  cette  inconnue;  or,  1°.  si  ces  limites  sont  dans  le 
même  sens,  comme  x>g  et  x >7,  alors  il  y a une  des  inéga- 
btés  qui  dispense  d’avoir  égard  aux  autres  ; 2“.  si  les  limites 
sont  dans  des  sens  opposés,  comme  x^g  et  x i5 , alors  on 
ne  peut  prendre  pour  x que  les  valeurs  intermédiaires.  Il  se 
peut  même  que  ces  limites  s’excluent  mutuellement , comme 
x^^etx  <3,  alors  le  problème  est  absurde,  et  renferme  des 
conditious  contradictoires. 

Quel  est  le  nombre,  plus  grand  que  i5,  dont  le  triple,  plus  1, 
est  moindre  que  le  double  plus  20  ; et  tel  eu  outre  que,  diiAinué 
de  I et  augmenté  de  3 , le  quotient  de  cette  différence  par  cette 
somme  surpasse  J?  Ces  conditions  s’écrivent  ainsi  ; 

x>i5,  3x+ I <2x-f  20, 

On  en  tire  x>  i5,  x < 19  et  x > 17.  Il  est  clair  que  le 
nombre  devant  être  compris  entre  17  et  19,  la  i”  condition 
donnée  est  inutile  ; et  l’on  peut  prendre  pour  • 7 i , 1 7 g . . . , 
et  un  nombre  infini  d’autres  valeurs.  Mais  si  x doit  être  entier, 
le  problème  ne  comporte  que  cette  solution  x=  i8. 

Quand  on  a a ù et  a'  <;  b',  on  en  tire  visiblement 

a + a -h  , U — b' <^b  — a\  ad'<^bb', 

Jÿ^~i  U*  1 \'n<ê^\/b-, 

donc,  on  peut  ajouter,  multiplier  membre  à membre  , deux  iné- 


iURlités.  1^1 

galilés  dont  le  signe  est  dans  le  même  sens  ; former  les  puis- 
sances, extraire  les  racines , en  conservant  les  mêmes  signes 
d inégalité  : on  peut  soustraire  ou  diviser  membre  à membre 
deux  inégalités  dont  les  signes  sont  inverses,  en  conservant  le 
signe  de  l’ine'galité  qui  a fourni  les  dividendes. 

L’expression  a non  >>  b , qui  désigne  que  a ne  peut  être  plus 


grand  que  b , s’écrit  souvent  ainsi  a ^b-  elle  est  soumise  aux 

mêmes  calculs  que  les  inégalités  simples.  Par  exemple,  quel  est 
le  nombre  dont  le  triple  diminué  de  2 ne  peut  être  moindre 
que  7 , et  dont  le  décuple  moins  i , ne  peut  surpasser  1 1 plus 
6 fois  ce  nombre?  Ces  conditions  s’écrivept  ainsi  : 


3a: — 2 


lOX — I 


^ 1 1 + 6x , 


d’où 


+2, 


lor- 


-6x^11  + 1 


ainsi  x = ou]>3,  etx  = ou<^3,  ou  plutôt  x=z3. 

1 16.  Nous  terminerons  par  une  remarque  importante.  Faisons 
varier  x dans  a — x.  A mesure  que  * croît  pour  s’approcher 
de  a,  a — x,  qui  est  positif , diminue,  et  devient  enfin  nul  lors- 
que X ~ a : si  x continue  de  croître , a — x devient  négatif. 
Nous  exprimerons  ces  circoustaoces  en  écrivant  a — x )>  o,  tant 
que  a — X est  positif  j et  a — x <;  o , dès  que  x surpasse  a.  Ce 
n’est  pas  qu’en  effet  il  puisse  y avoir  des  quantités  moindres 
que  zéro  ; mais  il  est  visible  que  si  l’on  convient  qu’on  traitera 
à l’avenir  ces  inégalités  à la  iiranière  des  équations , l’une  don- 
nera O > X , et  l’autre  a x ; et  ce  ne  sera  qu’une  façon  d’é- 
crire que  a — x est  positif  dans  un  cas,  et  est  négatif  dans 
l’autre.  Nous  regarderons  donc  les  quantités  négatives  comme 
moindres  que  zéro,  et  les  positives  comme  plus  grandes  que  zéro; 
ce  qui  n’est  en  effet  qu’une  convention  commode  pour.faciliter 
les  calculs. 

Comme  a — x^o  donne  — -x>a,  et  a,}>.T,  on  voit 
(|u’ori  n’est  pas  en  droit  de  changer  les  signes  de  tous  les  termes 
d’une  inégalité,  à moins  qu’on  ne  change  aussi  ]>  en  < , ou  rc- 
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ciproquement;  on  ne  peut  non  plus  multiplier  une  inégalité' 
par  une  valeur  négative , sans  le  même  changement  : ce  qui 
établit,  dans  les  calculs,  une  diflerence  importante  entre  le 
mécanisme  propre  aux  inégalités  et  celui  qui  convient  aux  équa- 
tions : 1 , 2,  3.'  . sont  des  quantités  croissantes;  et  — i , — 2, 
— 3 . . . sont  décroissantes  ;ona4<5et  — — 5. 

Des  Problèmes  indéterminés. 

117.  Lorsqu’on  n’a  pas  un  nombre  égal  d’équations  et  d’in- 
connues , il  peut  arriver  deux  cas. 

1"  CAS.  S’iljr  a plus  d’inconnues  que  d’êqu. , le  problème  est 
indéterminé , puisqu’on  peut  disposer  arbitrairement  de  quel- 
ques inconnues,  afin  qu’il  n’en  reste  plus  qu’un  nombre  égal  à 
celui  des  équ.  : l’élimination  fait  alors  connaître  ces  dernières 
incônnues.  Les  valeurs  qui  satisfont  aux  équ. , ou  au  problème 
dont  ces  équ.  expriment  les  conditions,  sont  donc  en  nombre 
infini.  Cherchons,  par  exemple,  deux  nombres  a;  et  z , dont  la 
somme  soit  ^o  ; il  faudra  trouver  deux  quantités  qui  satisfassent 
àl’équation  uniquea: -|-z=:^o;  d’oùx='jo  — z.  OnvoitqUe 
X ne  peut  être  connu  qu’autant  que  z est  donné;  et  si  l’on  met 
tour  à tour  1,2,  3-t...  pour  z,  on  trouvera x = 6g,  68,  66  j,..  ; 
donc  1 et  69,  a et  68,  3 ^ et66^  . . . remplissent  la  condition 
exigée,  ainsi  qu’une  infinité  de  nombres  tant  entiers  que  frac- 
tionnaires. « 

Soient  demandés  trois  nombres  x,  y,  z,  dont  la  somme 
soit  io5,  et  dont  les  différences  deux  à deux  soient  égales  : on 
z = I o5 , X — y =y  — z , c’est-à-dire  trois  incon- 
nues et  seulement  deux  équ.  Ce  cas  revient  au  précédent;  car, 
en  retranchant  ces  équ.  pour  en  éliminer  x,  il  vient^  = 35, 
d’où  X 4.  z = 70.  On  fera  donc  z ou  x égal  à telle  grandeur 
qu’on  voudra;  l’autre  inconnue  s’en  déduira,  et  ces  nombres, 
concurremment  avec  35,  seront  des  solutions  de  la  ques- 
tion. 

Soit  encore  l’équation  x’  — ax  —y^  — ay,  on  eu  tire 


Digitized  by  Googli 


PKOBLÊMFS  INDÉTEBMmÉS.  lyS 

x'  — + aj"  — ax=  O ; et  tomme  a.*  — jr'=  C^+J')  {x  — j), 

il  vient  (.r-j-jT')  — J') — = o** 

(x  — J-)  (x  -f- J" — a)  = O.  Cé  produit  ne  peut  être  nul,  à 
moinl  que  l’un  des  facteurs  ne  le  soit;  on  a donc,  à volonté , 
l’une  des  équ.  x =j~  ou  x = a — jr.  En  attribuant  à j"  toutes 
les  valeurs  possibles , il  en  résultera  des  valeurs  de  x qui  seules 
satisfont  au  problème  : il  suffit  que  les  deux  inconnues  soient 
égales , ou  bien  que  leur  somme  Soit  = a , ce  qui  arrive  d’une 
infinité'  de  manières. , 

La  Règle  d’alliage  peut  rentrer  dans  cette  théorie. 

1°.  Supposons  qu’on  mêle  ensemble  deux  substances  qui  n’é- 
prouvent pas  d’action  chimique;  soient petq  les  prix  de  l’unité 
de  mesure  pour  chacune  ; le  prix  total  du  mélange  est px  -f-  qj, 
en  désignant  par  a:  et^  les  nombres  d’unités  mélangées.  Mais 
le  tout  est  composé  de  a; unités;  donc  le  prix  de  chacune  est 


px^\;qj 

x+r 


.{F). 


Ainsi  8 bouteilles  de  vin  à iS-*'  le  litre,  et  12  à lo-^,  font 
20  bouteilles , dont  Iç  prix  estSX  iS  + iaX  to  = 24o;  donc 
le  prix  de  chacune  est  ou  12-''. 

On  a un  lingot  d’or  formé  de  4 hil.  à o,g5  de  fin  (■*■),  et  de 
5 kil.  à 0,86  ; quel  est  le  titre  du  mélange  ? La  formule  ci-dessus 
4 X 0,95  ■+■  5 Xo,86 


donne  z: 


4+5 


:o,g. 


(*;  Lorsque  l’or  ou  l’argent  contiennent  0,1  d’alliage,  et  que  le  reste  est 
pur,  on  dit  que  le  métal  est  à 0,9  de  fin.  Autrefois  le  degré  de  pureté  s’esti- 
mait différemment.  : on  partageait  par  la  pensée  le  lingot  d’or  en  34  parties , 
qu’on  nommait  karats,  de  sorte  que  l’or  à 3i  karats  contenait  3 parties  d’al- 
liage et  31  d’or  pur.  Le  karat  se  divisait  on  33  parties  ou  grains;  ainsi  l’on 

désignait  par  18  karats  30  grains,  18  parties  ^ d’or  pur,  «t  5 ^ d’alliage. 

L’argent  se  divisait  en  la  parties  ou  deniers,  chacune  de  grains;  ainsi  un 

20 

lingot  d’argent  à 10  deniers  30  grains  contenait  10  parties  ^ de  métal  pur  et 
i.^  d’alliage. 
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2°.  Réciproquement , si  l’on  demande  quelle  doit  être  la  com- 
position du  mélange,  la  valeur  moyenne  étant  donnée,  on  cher-i 
che  les  quantités  x et  jr,  connaissant  les'j)rix  j>,,qetz\  alors 
l’cqu.  F contient  deux  inconnues,  et  le  problème  est  indéter- 
miné. On  a x = ainsi  l’on  y satisfait  en  prenant 


x = z — q,  jz=p  — z-, 

Z est  d’ailleurs  intermédiaire  entre  p etq.  Ou  pourra;  outre 
ces  valeurs,  en  trouver  une  infinité  d’autres , en  les  multipliant 
ou  divisant  par  un  même  nombre  quelconque  : on  aura  par  là 
toutes  les  solutions  entières  de  la  question , si  l’on  veut  que  ce 
facteur,  et  z , petq  soient  entiers  (n”  1 18). 

Un  boulanger,  par  exemple,  veut  faire  du  pain  qui  revienne 
à 8-^  le  kilogramme;  combien  doit-il  mêler  de  farine  de  blé  à 
10-^,  et  de  seigle  à le  kilo-  . 

gramme?  Après  avoir  écrit  ces  3 Prix  moyen  8 I ,,.,..Seiele 
nombres,  comme  on  le  voit  ci- 

contre  , on  mettra  8 — 7,  ou  i,  à côté  de  10;  puis  10  — 8,  ou 
2 , près  de  7.  Ainsi  i kilogramme  de  farine  de  blé  sur  2 de 
seigle , répondent  au  problème.  On  peut  aussi  prendre  2 sur  4 , 
ou  3 sur  6,  etc. 

Si  l’on  donnait  une  seconde  condition  pour  déterminer  le  pro- 
blème, on  latraduiraitalgébriquemeut,etronélimineraitjretj' 
en  trel’équ.  (F)  et  cette  dernière.  Ainsi,  lorsque  la  quantité  ar-f-j" 
du  mélange  est  donnée  = m , alors  on  a ♦ 

x+y  = m,  etpx  + qjz=zm., 

..  . . V 'w  , 


Après  avoir  obtenu  les  valeurs  ci-dessqs,  on  les  multipliera 
donc  par 


p — q 


Dans  notre  exemple,  si  l’on  veut  que  le  mélange 
des  farines  pèse  2 ikil.,  onmultiplieralesrésultatsobtenus  i etx, 
17;  de  sorte  que  7 kil.  de  farine  de  blé  à lo-'", 


par 


10  — 7 
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mêlés  à i4  de  seigle  à '■/ , forment  21  kil.  de, farine  à 8^. 

De  même  soit  demandé  de  former  7,54  kil.  d’argent  à 0,9  de 
fin  avec  de  l’argent  à 0,97 

et  0,84.  L’opération  prouve  ( 0,97...  0,06  x ^^  = 3,48 
qu’il  faut  3*‘,48  de  la  pre—  ®i9  \ 5/ 

mière,  et  4*jO^  "l® f o,84  ..  0,07  x j,  ,3  = 4. 06 
espèce. 

On  appliquera  facilement  cette  théorie  au  cas  où  l’on  voudrait 
mêler  ensemble  plus  de  deux  substances. 

2'  CAS.  Si  l'on  a,  au  contraire,  plus  d’êqu.  que  d'inconnues , 
le  problème  est  plus  que  déterminé,  c’est-à-dire  que  si  l’on  éli- 
mine toutes  les  inconnues,  il  restera',  entre  les  données , un  cer- 
tain nombre  d’e'qu.  auxquelles  elles  devront  satisfaire , et  qu’on 
nomme , pour  cette  Raison,  équations  de  condition  : si  elles  ne 
sont  pas  satisfaites,  la  question  est  absurde  ; et  si  elles  le  sont , 
plusieurs  conditions  rentrent  dans  les  autres;  les  conditions 
sont  en  nombre  égal  à celui  des  inconnues , et  sont  expri- 
mées par  autant  d’équ.  distinctes , auxquelles  les  proposées  se 
réduisent. 

Cbcrcbons  deux  nombres  x etjr,  dont  la  somme  soit  5,  la 
différence  d et  le  produit  p t on  x -è-y^s,  x — y — d et 
xy  = p.  Les  deux  premières  équations  donnent  (n°  106,  III) 

X = ^ (s'-^ d), y = ^ (s  — d);  substituant  dans  la  troisième,  on 
trouve  4/>  = s’  — d\  Si.  les  données  s,d  etp  ne  satisfont  pas  à 
cette  relation , le  problème  est  impossible  ; et  si  elle  subsiste, 
l’une  des  équ.  données  est  inutile , comme  exprimant  une  con- 
dition qni  a lieu  d’elle-même , et  est  comprise  dans  les  deux 
autres. 

Quelle  est  la  fraction  qui , lorsqu’on  ajoute  m à son  numéra- 
teur , devient  = ^ , et  qui  est  = ^ lorsqu’on  ajoute  m'  à son 
dénominateur?  En  désignant  par  x et  y les  deux  termes  , on  a 

X -è-  m a X a'  * 

y ~~  y ~~ 
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L’élimination  donne 

{ab'  — a’b)  x=a'  {bm-\-  am') , {cb' f— a b)  jr= b {b' al  ni)  ; 

mais  X et  X sont  entiers  ; donc , ou  ab'  — a' b =z±l  i,  ou  bien 
ce  binôme  divise  les  seconds  membres.  On  a donc  une  con> 
dition  , sans  laquelle  ce  problème  est  impossible , quoiqu’on 
ait  eu  autant  d’équ.  que  d’inconnues. 

Il 8.  Cherchons  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  dex 
et  J-  qui  satisfont  à l’équ.  indétenninée 

ax  + bj  = k (ij, 

a, b, A,  étantdesnombresdonnés,  positifs  ou  négatifs,  etqu’on 
peut  toujours  rendre  entiers.  Du  reste,  a eth  doivent  étré  pre- 
miers entre  eux  j car  s’ils  avaient  un  facteur  commun  J,  en  di- 

j . a A ♦ A . . , . 

visant  tout  par  a , on  aurait^a: = ainsi  le  second 

membre  devrait  être  entier,  puisque  le  premier  l’est  ; le  pro- 
blème est  donc  absurde  quand  Â n’a  pas  aussi  d pour  diviseur  ; 
et  s’il  l’a , on  peut  supprimer  ce  facteur  dans  tous  les  termes. 

Soit  a:  = «,  j'  = une  solution  de  l’équ.  (i),  ou  anf^b$=iA.] 
retranchant  de  l’équ.  (i) , on  trouve  a(x—»)  = — b^  — fi) , et 
comme  a et  b sont  premiers  entre  eux,j-  — 18  doit  être  un 
multiple  de  a ( n®  aS  ) , tel  que  at  ; d’où 

x = » — bt,  j'  = fi  + at. . . . {2). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équ.  (i) , il  est  visible  qu’elles 
y satisfont,  quel  que  soit  le  nombre  entier  t,  positif  ou  négatif. 
Mais  ces  expressions  sont  les  seules  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété; car  soit  a:=w',^=i8',  une  autre  solution,  ouo«'-l-ù(S'=A; 
en  retranchant  de  a» b fi= A,  on  a a (a.' — «)  =3  — ù (^' — 0)  ; 
donc/S' — 0 est  un  multiple  at  de  a,  fi^=0-^-at,  a'=m—bt, 
valeurs  comprises  dans  la  forme  (2). 

Il  suit  de  là  que  si  l’on  avait  une  des  solutions  («  et  0) , on 
connaîtrait  toutes  les  autres,  en  faisant  t=o,i,3....;  et 
comme  les  résultats  «,<t  — b,m  — 2b. ..  ,fi,  fi-{-a,  0-f-2a... , 
sont  des  équidififérences , on  voit  que  toutes  les  valeurs  de  x et 
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d£  y forment  des  progressions  arithmétiques,  dont  les  coeffi- 
ciens  réciproques  h et  a.  sont  les  raisons,  F un  pris  avec  un  signe 
coninaire  ( elles  sont  croissantes  toutes  deux,  si  a et  6 ont  des 
■ signes  dilTérens;  l’une  est  croissante  et  l’autre  décroissante,  dans 
le  cas  contraire  ). 

1 19.  La  question  e?t  ramenée  à trouver  une  solution  x=«, 
y=^.  Soita>i  : résolvant  l’équ.  (i)  par  rapport  à et 
extrayant  les  entiers  contenus  dans  la  fraction , on  a 


A — ax 


■ k — ix 


B — ex 


b 

k et  l sont  les  quotieus,  B et  c les  restes,  de  A et  a divisés 
par  b.  Le  problème  consiste  à trouver  les  valeurs  de  x qui 
rendent  B — ex  divisible  par  b.  Or,  si  c=  1 , en  luisant 
B — X 

— g — = entier  z,  on  a a:  = B — bz,  et  toute  valeur  entière 

de  Z rendra  x etj^  entiers;  le  problème  sera  donc  résolu.  Mais 
J B — ex 

quand  c>  i , ou  posera  — ^ = entier  z,  ou  é>z  + ca:  = B, 

et  il  s’agira  de  résoudre  en  nombres  entiers  cette  équ.  où 
c a b.  On  opérera  donc  comme  ci-dessus,  c’est-à-dire  qu’on 
résoudra  l’éqa.  par  rapport  à x,  on  extraira  les  entiers,  et  il 
viendra 

c ^ c ’ 

k'  et  F sont  les  quotieus,  et  C,  d,  les  restes  de  la  division  de  B 
et  b par  c ; il  faudra  que  cette  dernière  fraction  devienne  un 

nombre  entier  U ; orsiif=i,  on  aura  C — z=cu,  z=C eu, 

et  toute  valeur  entière  de  u rendra  z entier,  et  par  suite  aussi 
X etjr.  Mais  quand  i , on  pose 


dz 


C — eu 


etc. 


Les  coefiieiens  des  inconnues  successives  z,u,v,. . . sont  visi- 
blement les  restes  qu’on  obtient  parla  méthode  (n'aS)  du 
commun  diviseur  entre  a et  ù ; et  comme  ces  nombres  sont 
T.  1.  . m 
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piemiers  entre  eux , on  est  assuré  d’arriver,  en  dernière  ana- 
lyse , à un  coeflScient  = i , qui  donnera  une  relation  de  la 
forme  v-t-g’f=G,  entre  les  entiers  vetJ,  d’où  v = G — gs. 
Ainsi  tout  nombre  entier  pris  pour  valeur  de  s rendra  v entier, 
et  par  suite  u,z,x  et  : on  obtiendra  donc  une  solution  du 
problème  ; les  équ.  (a)  seront  alors  applicables. 

Un  exemple  éclaircira  ceci.  L’équ.  8x — 2'iy  = 7 donne 


■■  I + — 

X—  g 

3r  -1-  7 . 

posons  — - =*,  d ou_7'= 


3r 


5L±JZ- 

' 8 ’ 


faisons 


2Z  • 


— = M,4l’oÙ  Z = 


8z  — 7 , 

-3  + 

3«  -f-  > 


7.Z  • 


U + I 


; en6n  , 


3 2 2 

égalant  cette  fraction  à v , il  vient  u = 2v  — i . Faisons , par 
exemple , v—  i , nous  aurons  u — 1 ,z  = 2,  j"=  3,  x = 1 1 ; 
donc  le.s  formules  (2)  deviennent 

a:  =:  1 1 27/,  = 3 -f-  8t. 

Si  l'on  eût  pris  pour  v toute  autre  valeur  entière,  on  serait 
parvenu  aux  mêmes  valeurs , quoique  dilférentes  en  apparence. 
Soit  v=— 3,  il  vient  u= — 7,  z=— lo,  — 29,  x=— 97, 

d’où  x=  — 97  + 274,  jr  = — 29  + 8t  : mais  on  peut  mettre 
I -f-  4 au  lieu  de  t,  ce  qui  ramène  aux  valeurs  ci-dessus.  En 
faisant  t=...— 2,  — 1,0,1, 2,...  on  trouve  des  équidilFé- 
rences  croissantes , inbnies  dans  les  deux  sens , dont  les  raisons 
sont  27  et  8 , et  dont  les  termes , correspondans  deux  à deux , 
sont  autant  de  solutions  de  la  question  , et  les  seules  qu’elle 
puisse  comporter. 

X r=  ...  — 43?  — *6,  II,  38,  65,  92... 
y ~ — i3,  — 5,  3,  II,  19,  27... 

120.  Récapitulons  tous  les  calculs  , omettant  les  raisonne— 
mens  sur  lesquels  ils  sont  fondes.  Nous  avons  trouvé  les  frac- 
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lions  successives , qui  tloi vent  sc  rëduiUfe  àr  des  nombres  en- 
tiers : 


A — ax 


B — bz 


Z — - 


■ eu 


D — dv 


(M) 


les  facteurs  c,  d,e,. ..  sont  des  restes  de  divisions,  ainsi  que 
B,C,D, . . . Nous  donnerons  à ces  quantités  la  disposition  sui- 
vante, et  nous  en  tirerons  un  algorithme,  ou  procédé  de  calcul 
rapide,  qui  conduira  aux  valeurs  entières  des  inconnues  j*,  ^ 

X,  Z,  u,v. . . 


a b c i e f g etc. ...  i 1 

A B C D E P etc o | (N) 

y X Z U V S etc.  ..t...  o ' 


La  1"  ligne  est  formée  des  diviseurs , dividendes  et  restes  de 
l’opération  du  commun  diviseur  (n°  s3)  entre  a et  6 , condui- 
sant nécessairement  à un  dernier  terme  = 1.  La  2*  ligne  se 
compose  ainsi  qu’il  suit  : après  avoir  écrit  le  second  membre  A ' 
de  la  proposée  sous  a , on  divise  A par  b , et  on  écri  t le  reste  B 
sous  b : puis  on  divise  B par  c , et  on  écrit  C sous  c;  on  divise 
C^r  d,  et  ainsi  de  suite,  les  diviseurs  étant  successivement 
les  mêmes  que  dans  la  i'*  ligne.  On  ne  tient  aucun  compte  des 
quotiens,  parce  qu’ils  sont  sans  usage. 

Quant  à la  3'  ligne,  elle  est  composée  des  valeurs  entières 
Y,x,z,. . . qu’on  calcule  sur  le  type  des  équ.  (M),  en  commen- 
çant par  la  droite.  Ainsi  pour  trouver  z,  il  faut  avoir  d’abord 

calculé  U , puis  chercher  le  quotient  entier  , qu’on 


écrira  sous  C.  Toutes  ces  fractions  de  même  form»  doivent  se 
réduire  à des  nombres  entiers,  en  ayant  soin  d’avoir  égard 
aux  signes  des  produits , des  différences  et  des  restes. 

On  écrit  la  valeur  fi  de  jr  sous  le  coefficient  a de  x,  et  celle  c 
de  X sous  celui  b 'de^,  et  l’on  obtient  ainsi  une  solution  de 
l’équ.  (i)  ; enfin  on  complète  ces  valeurs  par  des  multiples — bt 
et  of,  conformément  aux  équ.  (2]. 

Il  faut  observer  que  le  dernier  diviseur  de  la  i'*  ligne  étant 
I,  le  reste  qui  lui  correspond  au-dessous  est  zéro,  nombre  ter- 

12.. 
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Hlinal  de  la  2*  ligne,  cl  que  par  conséquent  le  reste  précédent 
est  la  valeur  du  dernier  quotient  entier. 


ex.  l’éqn 

. 328X 

+ 229  J- 

ii 

f 

828 

229 

99 

3i 

6 I 

74 1 

i38 

39 

8 

2 0 

io5 

-68 

3o 

—9 

2 0 

X 

2 

U 

V 

On  chcrcbe  le  commun  diviseur  entre  les  coefliciens  828  et  229, 
et  les  restes  successifs  donnent  les  nombres  de  la  1”  ligne.  On 
écrit  le  2'  membre  174»  sous  828,  on  divise  par  229,  et  l’on 
écrit  le  reste  i38  sous  ce  diviseur  : on  divise  i88  par  99,  et 
l’on  écrit  le  reste  89  sous  99  ; ou  divise  89  par  8 1 , et  on  écrit  le  ' 
reste  8 sous  81 , etc.  Le  reste  2 est  la  valt^^r  de  la  dernière  in- 
connue v;  puis  on  dit  2 X 81  =62 , qui  retranché  de  8,  donne 
— 54;  divisant  — 54  par  6,  le  quotient  — 9 est  la  valeur  de  u ; 

9X99=  — 891 , ôtant  de  89,  le  reste  est  -I-980;  divisant 

par  81,  le  quotient  est  80,  valeur  dez;  et  ainsi  des  autres.  On 
a ainsi  J' io5,  x — — 68,  d’où  * 

y—\o5  — 8281,  x = — 68-|-22gt. 

Pour  l’équ.  8702: -j- i58_t'=  2001 


on  a 


870 

i53 

64 

25 

'4 

1 1 3 

2 t 

2001 

12 

12 

12 

12 

I I 

1 0 

— io3 

+48 

— 20 

+8 

-4 

+4  — « 

.+  ' « 

X 

Z 

Donc  J"  : 

=* — io3  -t-  8701 

, x = 

= + 48 

— iÔ3t. 

Ces  calculs  supposent  que  la  proposé&a  tous  ses  termes  po- 
sitifs : s’il  en  était  autrement , on  prendrait  en  signe  contraire 
la  valeur  de  l’inconnue  dont  le  coefficient  a:  le  signe  — ; et  on 
aurait  la  solution  de  l’équ.  ux  — bj'  = A.,  ou — ax-f-ôj-  = A, 
A étant  positif.  Par  exemple,  l’équ.  870X — i53^=2ooi,. 
donne 

j-=  io3-f-370<,  x = 48-f-i53i. 
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Résolvons  encore  l’équ.  29a:  — 477"  = u 2 

4^  29  18  II  7 4 ® * 

II2  25  7 7 O O O O 

— I -}-3  — i +it  0000 

X jr  Z U V 

La  dernière  inconnue  =0,  il  en  faut  dire  autant  des  précé- 

dentes , jusqu’à  v = i,  etc.  -,  ainsi  changeant  le  signe  de 

J-  (à  cause  de  — 4 77')  > ^ a:  = — • i +47<»  J — — 3 + 2g<. 

12 1.  La  proposée  est  quelquefois  susceptible  de  simplifica- 
tions. 

1°.  S’il  y a un  faefeur  cpmmun  m entre  a et  A,  en  divisant 

itj  , \ ox  br  A br  . 

1 équ.  (i)  par  m,  on  a 1-— = — ; A.  doit  etre  entier, 

m m mm 

puisque  les  autres  termes  le  sont;  ainsi  est^iultiple  de 
Posons  J'  = , il  vient , en  divisant  la  proposée  par  m,  unç 

équ.  plus  simple. 

Soit  I200J?  — 677'=  1000  ; on  fera^  = 200^',  et  divisant 
l’équ.  par  200 , on  aura  62:  — 677^  = 5;  on  en  tire  aisément 
y = — 5,  jr  = — i<)po,  x = — 55;  ainsi 

jr  = — iooo-^i2oot,  X — — 55  + 671. 

Pour  l’équ.  44*  — 3^  = 1 65,^  comme  44  *65  ont  le  fac- 

teur 1 1 , et  que  35  et  i65  sont  multiples  de  5,  on  fera  j'=i  i+, 
x=t Sx', d’où  4a:' — 77^=  3 : on  trouve  de  suite /'=  — i ,x'= — i , 
puis  J' = — ii+44<»^  = — 5 + 3^.  . 

2°.  Observez  que  dans  toute  équidifférence  A , A b , 

A 7.b,. . . si  l’on  divise  les  a premiers  termes  par  a , tous 
les  restes  sont  différens , quand  a et  b sont  premiers  entre 
eux  ; en  effet , si  deux  termes  pouvaient  conduire  au  même 
reste,  leur  différence  serait  divisible  par  a (n®  16),  ce  qui 
est  absurde,  puisque  cette  différence , est  de  la  forme  kb,  k 
étant  <[  a.  Concluons  de  là  que  ces  a restes  inégaux  accom- 
plissent tous  les  nombres  o,  i,  2,  3 (n— 1),  mais 

rangés  dans  un  ordre  différent  : ainsi , l’un  de  ces  divideudçÿ 
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A+lb  donne  zéro  pour  reste,  ou  est  multiple  de  a; 

rend  un  nombre  entier.  Or,  il  arrive  souvent  qu’en 

a 

substituant  o,  1,2,  3, paurj^,  on  découvre  la  valeur  l<^a 

qui  satisfaità  cette  condition.  Ainsi,  pour  que  (premier  exemple) 
3v  ”4"  T 

-^^-7; — i soit  entier,  on  faitj'  = o,  i,  2,  3....  les  restes  de  ^+7 

O 

divisé  par  8 sont  7, 2,  5,  o,..  Chaque  ternie  de  cette  série  se  forme 
en  ajoutant  3 au  reste  précédent,  et  supprimant  8 de  la  somme 
lorsqu’elle  surpasse  8.  Il  est  visible  que^=3estla  valeur  cher- 
cbée.  Au  reste,  on  ne  peut  re{5arder  ceci  que  comme  un  tâton- 
nement souvent  plus  long  que  la  méthode  générale. 

^ 1 35  -f-  ^ . 1 1 -f-  7X 

Pour  rendre  entier  r = — =2  + x-\ — , 

12  12 

faisons  x ~ o,  i , 2 ; cette  dernière  fraction  conduit  aux 

restes  it,  6,  1^8,  3,  10,  5,  o,...  en  ajoutant  sans  cesse  7,  et 
ôtant  12  lorsque  cela  se  peut;  ainsi  x = 7 donne  le  quotient 
exact  J- = 14 ; d’où  i4-f-  igt,  a:  = 7 I2t. 

122.  Il  arrive  quelquefois  que  la  question  ne  peut  admettre 
que  des  solutions  positives;  alors  on  ne  doit  plus  prendre  dans 
les  formules  (2)  toutes  les  valeurs  entiers  pour  t;  mais  on  po- 
sera a — bt'^o,  /3-f-at>o,  d’après  ce  qu’on  a dit  p.  170; 
ces  inégalités  donneront  les  limites  de  t.  , 

1°.  Si  ces  limites  sont  dans  le  même  sens,  elles  n’en  donnent 
qu’une.,  et  la  question  a une  inbnité  de  solutions  croissantes 
ensemble  ; dans  ce  cas,  g et  b sont  de  ngnes  contraires  dans  la 
proposée , car  sans  cela  ax  -f  bjr  ne  pourrait  constamment  être 
= c.  Dans  le  i " problème  onai>  — 1 

peut  prendre  t=  o,  i,  2 ,...  maison  ne  peut  donner  à t aj||,cune 
valeur  négative.  Dans  le  2*  problème  p.  180,  on  a *•=  ou  ]>  o. 
Savoir,  t =0,  1,  2,  3,  4--* 

2®.  Si  ces  limites  sont , l’une  par  excès,  l’autre  par  défaut,  on 
trouve  les  valeurs  intermédiaires  que  t peut  recevoir,  et  il  n’y 
a qu’im  nombre  fini  dte  solutions  : x croît  quand  décroît,  ce 
•qui  exige  que  a et  b aient  mêmes  signes.  11  pourrait  même  se 
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faire  que  ces  limites  s’excluassentmutuelletnent,  et  iaquestioH 
serait  impossible  en  nombres  entiers  et  positifs.  Dans  le  i*' 
exemple , p.  i8o , on  a t < et  > ; ainsi  il  n’y  a aucune 

solution  positive. 

Voici  encore  diverses  applications  de  cette  the'orie: 

Partager  1 1 7 en  deux  parties,  dont  l’une  soit  un  multiple  de  1 9 

• et  l’autre  de  7;  on  a igr-f-  1 17  ; d’où^=  ; 

7 

5 5j;  5(l  — x) 

donc , ou  - - --f  est  un  nombre  entier.  Faisons  a:  = 1 , 

7 7 

d’où  ^ = i4,  puis  ar  = I — 7t  et  j"  = i4  + 19t. 

Si  l’on  veut  que  les  parties  de  1 1 7 soient  positives , il  faut  en 
outre  qu’on  ait  i — «7<>o  et  i4+  d’où  /<  } et 

>•  — On  ne  peut  alors  satisfaire  au  problème  que  d’une 
manière;  ( =s o donne  a:  = 1 et^=i4«  de  sorte  que  19  et 
98  sont  les  parties  demandées. 

Payer  2000  fr.  en  vases  de  deux  espèces , les  uns  à 9 fr. , les 

autres  à i3fr.  On  trouve  9r-l-i3j^=2ooo;  d’où  ; 


il  faut  rendre  ou  ■ 


9 9 

= — -4>  x = 2a8;  puis  enfin 


un  nombre  entier:  ainsi 


X = 228 — i3t,  j'  = — 4+9*' 

« 

Les  valeurs  négatives  de  indiquent  combien  on  reçoit-de 
vases  de  la  2*  espèce , en  échange  de  ceux  de  la  1 , pour  ac- 
quitter 2000  fr.  dns.  Mais  si  l’on  veut  que  x etjr  soient  posi- 
tifs, il  faut  que  l’on  ait  228  i3<  > o et  — 4 "H  9*  > 

d’où  t<[i8  et  ^ O.  En  faisant  t— 1,2,3....  17,  on  a,  pour 
les  17  solutions  de  la  questiôn,  x = 2t5,  202,  189....  7; 
X=5,  i4,  s3. . . . i49-  Ainsi,  on  peut  donner  2i5  vases  à 
9 fr. , et  5 à i3  fr.  ; ou,  etc. 

Un  négociant  a changé  des  roubles  estimés  4 f>*-  contre  des 
ducals  de  9 fr.;  il  a donné  i5  fr.  en  sus;  on  demande  combien 
de  sortes  de  marchés  il  a pu  faire.  On  a ç^=^x  >f-  i5;  d’où 


t 
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CkY  1 S Y 3 

■T=  ^ ; ainsi, — = t;  d’oùj^=4^+3etx=g/-}-3. 

Lorsqu'on  veut  que  xetjr  soient  positifs , les  limites  de  t coïn- 
cident, et  l’on  a — i;  faisant  t=o,  i,  2, . . . on  a un  nombre 
infini  de  solutions  renferme'es  dansles  sëriesa:=3,  12,  21..., 
j'  = 3,  1 1 . . on  a donc  pu  changer  3 roubles  contre  3 du- 

cats, ou  12  roubles  contre  7 ducats,  ou  etc. 

L'équ.  6x — 12^=7  ne  peut  être  résolue  en  nombres,  en- 
tiers, parce  que  7 n’a  pas  le  facteur  6,  commun  à 6 et  12.  - 
Il  en  est  évidemment  de  même  pour  2X  -{^3jr= — 10,  quand 
X etjr  doivent  être  positifs  : au  reste , le  calcul  le  prouve , puis- 
qu’il donne  x=^3i  — 5 et  ,7^=  — 2/  ; et  les  limites  / > ® et 
^ O sont  incompatibles.  , 

"v  Partager  en  deux  la  fraction  dont  le  dénominateur 

d=ab,  est  le  produit  de  deux  nombres  a et  b premiers  entre 

eut;  pour  cela  on  fera  - = ■=■  -f- - , et  l’on  devra  résoudre  en 
^ a 

nombres  entiers  l’équation  ax bj-=n. 

Ainsi , pour  comme  77  =y  i X 7,  on  a i iar-4- 
d’où  x=7<  — 3,  ,7'  = i3  — lit;  il  y a un  nombre  infini  de 
solutions , quand  doit  être  la  différence  des  deux  fractions 
cherchées  ; mais  si  en  est  la  somme , il  n’y  a qu’une  solution 
qui  répond  à i=i  ; ona||  = f-f-TT- 

Faire  5o  s.  avec  des  pièces  de  2 s.  et  de  18  d.  Sqient  x le 
nombre  des  pièces  de  2 s. , et  celui  des  pièces  de  | s.  ; on  a 
2X-1-|*,7'=5o,  ou  4^;  4-  ^ = ioo;  on  en  tire  x = 1 — 3/ 
etj'=32-l-4t;  en  faisant  t = o,  — i,  — 2,  jusqu’à — 8,  on 
a x=e  I,  4>  7-  ..,^■  = 32,  28,  24. . . Si  l’on  prenait  aussi  les 
valeurs  négatives  de  x ou  de,7',  alors  les  pièces  de  2 s.  seraient 
données  en  échange  de  celles  de'  18  d. , de  manière  à produire 
5o  s.  de  différence. 

123,  La  même  méthode  s’applique  lorsqu’il  y a 3,  4*  • • 
inconnues  et  autant  d’équ.  moins  une.  En  voici  divers  exemples. 

Quel  est  le  nombre  iVqui,  divisé  par  5 et  par  7,  donne  4 
et  2 pour  restes , c’est-à-dire  qui  rend  entières  les  quantités 
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et  —y—  ? Désignons  par  x et  ^ les  quotiens  respectif  ; 

noos  aurons  N=5x  + ^,  A^=^  + 2;  d'où  5^— 54t=2; 
on  résout  cette  équation  par  les  moyens  indiqués , et  l’on  a 

X = + I et  ^ = 5<  -f"  * I “ <1*^*  donne  N=  35t  + 9.  Le 

nombre  demandé  est  l’un  de  ceux-ci  ; 9,  44>  79v  Dn  serait 

parvenu  plus  aisément  au  résultat , en  remarquant  que  iV=4 

rend  visiblement  la  i’*  fraction  un  nombre  entier,  et  que  tous 

les  nomb|||l-qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  compris  dans 

iV  = 4 + > Pottis  on  ne  doit  prendre  pour  v que  les  valeurs 

J , . , N — 2 5v-t-2 

qui  rendent  aussi  entiere  la  quantité ou ; on  voit 

7*  7 

de  suite  que  vs=  i , et  plus  généralement  v=  i -f-  7<;  donc, 
en  substituant,  N=g  + 35t. 

En  comptant  les  feuillets  d’un  livre  7 à 7,  il  en  reste  i ; 
10  à 10 , il  en^^te  6;  enSn  3 à 3 , il  ne  reste  rien  ; combien 
le  livre  a-t-il  i^jfeuillets?  On  suppose  que  ce  nombre  N est 
entre  100  et  3a>o.  11  s’agit  de  trouver  pour  N un  nombre  qui 


rende  entières  les  fractions 


TV—  I , N— 6 . N 


et  — . .La  dernière 


donne  A^=  3s;  les  deux  autres  deviennent  — -,  — — 

7 10 

celle-ci  exige  que  z = 2'4'  lov;  ainsi,  en  substituant,  l’autre 


, 5 -f-  3ov  , . 5 -f-  2v 

s«  change  en , ou  -|- 


donc  V = I -1-  7/ , 


7 7 

d^où  s=  i2-f-7o<»  et  enfin,  A^=36-|-2iot.  Par  conséquent , 
si  l’on  fait  t = o,  i , 2, . . . on  trouve  JV=36,  246,  456»  • • • 
Le  livre  a 246  feuillets. 

Trouver  un  nombre  N qui , divisé  par  2 , 3 et  5 , donne  i , 2 
et  3 pour  restes.  On  trouve 

iV=: 3ot-f-23;  ainsi,  N—i3,  53,  83,  n3,.... 

121* — 4* 


On  propose  de  rendre  entières  Içs  trois  quantités 


5o4 


^ et  ^2 — y.  ; voici  comment  on  simplifiera  les  calculs. 


35 


16 


l86  ALGÈBRK. 

Comme  5o4  = a^.  3*.  7,  35  = 7.5,  16  = on  de'compose 
les  t rois  fractions  en 

121X — 4*  121T — 4*  121a: — 4*  9*4"t  n(a^ — •) 

^5  » 3Î  » - ' -y-.  —5-»  * 

X — 1 ^x — 5.  2x+>  2X+1  4^+t  ar  — i, 

°"~r*  "T~’  ~T“’ 

en  extrayant  les  entiers.  On  supprime  la  3‘  fraction  qni  est  la 
même  que  la  quatrième  , et  la  1"  qui  est  complae  dans  la 
dernière,  car  x — i ne  peut  être  divisible  par  16,  sans  l’étre 
aussi  par  8.  11  reste  donc  à rendre  entières  les  quantités 


4x  — 5 2x  + I 4^  + * a:  — I 
‘ ‘ ~~5~'  ~T6“’ 


9 ’ 7 ’ 


la  t"  donne  x= — i -4-9<>  ce  qui  change  la  2*  en 

4t— I ’ 

ou -î ; ainsi  t = 2 -|-  7*'.  et  x=  17  +63//^ta  3*  devient 

7-^  -Mr- 

d’où  <’  = — 2 -4-5t",  et  x = — 109  + 3i5<°.  Enfin 

la  4*  donne  - * , d’où  /''  = 10  + 16s;  et  enfin , quel  que 

soit  l’entier  Z , x=3o4t +5o4o  z.  , 

Lorsqu’on  n’a  qu’une  équ.  et  trois  inconnues , on  opère  ainsi 
qu’il. suit.  Soit  5x-f-^+  7*  = 5o.  En  faisant  5o  — jz=:u, 
pn  a 5x  + ^ = U , d’où  l’on  tire , par  noUe  méthode,  en  re- 
gardant U comme  donné,  x = 8<  — 3m  et  j^=2u  — 5/;  re- 
mettant 5o  — 7Z  pour  ,M , il  vient 

x = 2iz-f-8l — i5o,  j^=ioo  — i4a— *5<. 
s et  t sont  des  nombres  entiers  quelconques. 


Digilized  by  GoogI 


/ 


PUISSANCES  ET  RACINES. 


187 


III.  DES  PUISSANCES,  DES  RACINES  ET  DES  ÉQUA.TIONS 
DU  SECOND  DEGRÉ. 


Des  Puissances  et  Racines  des  Monomes. 

\ 

t24*.  tjA  règle  (p.  81)  simpli6e  l'élévation  aux  puissances,  en 
évitant  la  muHiplicalion  réitérée  ; car  soit  proposé  d’élever  a à 
la  puissance  m-=n  + p-,  on  a a"  = o*  X de  sorte  qa’après 
avoir  formé  a*  et  oP , le  produit  donnera  a".  De  même  on  pourra 
décomposer  m en  trois  parties  n-\-p-\-q,  d’où  a*=a*Xa*’Xa*> 
comme  n®  96,  etc • 

125.  Il  suit  des  règles  de  la  multiplication  (n^gS),  que  pour 
élever  un  monome  à une  puissance , il  faut  multiplier  F ex- 
posant de  chaque  lettre  par  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi , 

(2aùT=4«A^;(-^)  = -^. 

On  tire  encore  de  là  un  moyen  facile  ^de  former  certaines, 
puissances  des  nombres:  car  a”,  lorsque  m-=np,  revient  à 
a"P  = (a*)<’.  Si  m-=.npq.. . . , on  fera  la  puissance  n de  a , la 
puissance  p de  a*,  la  puissance  q de  a®i’. ...  De  même  pour  l’ex- 
traction des  racines  : ainsi , comq|e  12  = 3.2.2,  on  trouvera 

y^53i44i  prenant  la  racine  carrée,  qui  est  729;  puis  celle 
de  72g  qui  est  27  ; puis  enfin  la  racine  cubique  de  27  qui  est 

3=*  V^53i44>- , 

Réciproquement , pour  extraire  la  racine  m'  d'un  monome, 
on  extraira  celle  de  chaque  facteur;  cette  Æbine  se  trouve 
en  divisant  chaque  exposantpar  m.  En  effet , pour  que  a'b^-, 

soit’^  {a^b^),  il  suffit  que  a’ù^,  élevé  au  cube,  reproduise  a^és  ; 
or,  c’est  ce  qui  a lieu" d’après  la  règle  qui  précède,  si  l’on  a di- 
visé les  exposans  par  3. 
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Lorsque  le  degré  de  la  cacine  est  pair,  on  doit  affecter  cette 
racine  du  signe  dz  ; y/g  = ±:  3.  Cela  vient  de  ce  qu’algé- 
briquement  parlant , pour  qu’un  nombre  m soit  racine  de  9, 
il  suffit  que  m*  = g , ce  qui  a lieu , que  m ait  le  signe  -1*  ou  — 
(p.  157).  Si  le  degré  delà  racipe  est  impair,  le  signe  de  la  puis- 
sance est  le  même  que  celui  de  la  racine  : 

• y/^27— -“3,  3. 


ia6.  Les  expressions  radicales  éprouvent  souvent  des  simpli- 
fications. Ainsi 


✓43a=a.V54=3.  ✓16=6.  C’a  ; v'CA»»)  =9 

/ /c«J*N  ed  S • 

y/  (-^)=  - +34-)  -(«-4^3. 

J î 3 

v’fl-f-  — 3 ^4 3 \/a  — a ^4  ; 

« 4 ' « 4 

v’-rV'— « v^ïV-+-4  v'xV=(i— a+4)  v^xyj  — 4 V^3=  v3; 

v/75û44^— 4 v’3«44*=o4  ^3tf j ^a^û^S— v'3a34*z=a(3— 4*)  ^3a4. 


127.  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  pour  extraire  la  racine 
d’un  produit , il  faut  extraire  celle  de  chacun  des  facteurs  ; 
or , cela  est  vrai  même  lorsque  les  extractions  ne  se  peuvent  faire 

*3  3 3 

exactement  : par  exemple,  y/ (a*A)  = yZ«*  X y/^,  puisque  le 
cube  de  cette  dernière  quantité  se  forme  visiblement  en  éle^ 
vant  chaque  facteur,  ce  qui  donne  a* A.  En  général , de  ce  que 
la  racine  d’une  quantité  est  le  produit  des  racines  de  chacun 


de  ses  facteurAfiaS),  il  suit  que  y/a  X |/^  = Donc, 

pour  multiplier  ou  diviser  deux^quantités  affectées  du  meme 
radical,  il  faut  faire  le  produit  ou  le  quotient  de  ces  quan- 
tités, et  V affecter  de  ce  radical.  Par  exemple. 


1/6 

2y6 


1/6 X y/8  = y/48 =4 y/3; 

I " '• " , 

= y/5x*^X  V^2oax:=y/iooaj;y  i 


IHAGrNAIRES. 
l/ii \/n  


►189 


4l/33~4\/3.v/ii  4V‘3’. 

n _ --  n 

\/ax 


Vpx.V^—g=V—P^< 


Vbxjr 

{V^a+\/by  = a + b + :t.\/ab-, 
{a-^^bŸ^a^-^Zà^^b  -^ZaI)-\-b^b. 

En  supprimant  le  radical, 

1 a8.  Comme  il  n’y  a pas  de  nombre  qui , multiplié  par  lui- 
même,  puisse  donner  un  résultat  négatif  — m , ^ — m repré- 
sente une  opération  impossible  : c’est  ce  qui  lui  a fait  donner 
le  nom  d’/mag-inatrey  est  appelée  flée/2e.  Nous  aurons  par 
la’suite  (n®  iSg,  i®.)  occasion  de  remarquer  que  ces  symboles, 
quoique  vides  de  sens,  n’en  sont  pas  moins  importuns  à consi- 
dérer. Ajouter,  multiplier....  de  semblables  symboles,  sont  des 
opérations  dont  il  est  difficile  de  se  rendre  raison  ; cependant  on 
convient  de  faire  ces  calculs  sur  les  imaginaires,  comme  si  elles 
étaient  de  véritables  quantités,  en  les  assujettissant  aux  mêmes 
règles;  nous  en  reconnaîtrons  l’utilité  par  la  suite. 

La  règle  n°  127  doit  éprouver  quelques  modifications;  ainsi 
\/ — a XV/  — <*,  n’étant  autre  chose  que  le  carré  de  y'  — a, 
est  visiblement  — a : or,  la  règle  ci-dessus  semblerait  donner 
pour  produit  a*  ou  a.  Mais  observons  que  y' a'  est  ± a ; 
l’incertitude  du  signe , en  général , n’a  lieu  que  lorsqu’on  ignore 
si  n'  provient  du  carré  de  -f-  o,  ou  de  celui  de  — a - or,  c’est 
ce  qui  ne  peut  exister  ici , et  l’on  a — a pour  produit,  à l’exclu- 
sion de  -t-  a.  . " 

Concluons  de  là  que  ^/ — — a = — a. 

De  même  v/ — V/— ^jevient  à ' 

V/a.  l/— iXV/^-V/ — i,ou— 

On‘  verra  que  1/ — a a pour  puissances  1*,  2*,  3*,  4'  - • • • , 

V/ — a,  — a, — a\/— a,-f-a*,-4-a’v/ — a, — a^,  etc 

Celles  de  — p'  — a sont — a,  -j-a  \/  — a,  a*,  — a'p^  — a. . . 
Le  carré  de  i + V/  — i se  réduit  à i\/ — i.  Le  cube  de 
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— I + V/— 3 est  8; 


V/ — a \/a.  \ -' — I 

^—b  ^b.  1/ — 1 


Le  produit 

Çx-\-a+b{/—i)  X {x-i-a—b\/—i)  est  =:  (x+a)’4-f»% 

quantité /îee//e  (n°  97,  III.). 

lag.  Il  suit  de  la  règle  (127)  que  pour  élever  à une  puis- 
sance un  monome  déjà  affecté  d’un  radical,  il  faut  élever  à 
cette  puissance  chaque  facteur  sous  le  radical.  Aiusi  le  cube 
de  v/(3«*6)est  ^/(a7o*é^  ; celui  de  est  y/8  = a K a. 

Concluons  de  là  que  lorsqu’on  veut  extraire  une  racine  d’un 
monome  déjà  affecté  d’un  radical,  il  faut,  s’il  se  peut,  extraire 
la  racine  delà  quantité  radicale;  ou,  dans  le  cas  contraire,  mul- 
tiplier l’indice  du  radical  par  le  degré  de  la  racine  à extraire. 


î 9F"  "F 

Ainsi  la  racine  cubique  de  est 
y y/(a’i*)  = \/ab'‘. 


i3o.  On  peut  donc,  sans  changer  la  valeur  ef  une  quantité 
radicale,  multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  les  expo- 
sons et  V indice  du  radical,  puisque  c’est  d’une  part  élever  à la 
puissance , et  de  l’autre  extraire  la  racine  ; 

V/a=y/a*,  y/«^=y/fl9,  y/(3n’6’)  = y/(9<i^é®). 

Par  là , il  devient  facile  de  multiplier  et  diviser  les  quantités 
affectées  de  radicaux  différens  ; car  il  suffit  de  les.  réduire  à 
être  de  même  degré;  on  multipliera  pour  cela  les  exposans  et 
l’indice  du  radical  par  un  même  nombre  qu’on  choisira  con- 
venablement, comme  pour  la  réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur .(38).  Par  exemple, 

i/n.y/6=  y/n’X  yb*=  \/{e^b’‘), 

M • I/4Z 

y/flJ’,  ybt  = yaf'bi'^,  = 

Vb 

m a 'ma 

a js  ,c  /jr ad  /s^z'^ 

J byt‘  dy  Z bc  \‘  fj’"" 
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. Des  Exposans  négatifs  fit  fractionnaires. 


#1*** 

i3i.  Nous  avons  démontre  que  le  quotient  de  — esta™"", 

eu  supposant  que  m soit  ^ n;  sans  cela,  m — n serait  un  nom- 
bre négatif,  tel  que  — p\  ei  comme  on  ignore  encore  le  sens 
qu’on  doit  attacher  à a~i’,  on  ne  pourrait  multiplier  a“i’par  a'; 
ainsi  on  ne  saurait  prouver  que  a*  X a’”""  doit  reproduire  a“. 

Mais  remarquons  que  l’expression  a~f  n’a  aucun  sens  par 
elle-même , puisqu'on  ne  peut  y attacher  l'idée  propre  aux 


exposans  (12).  On*  est  donc  le  maître  de  désigner 


ainsi  que  nous  le  ferons  dorénavant.  D’après  cela,  dans  tous 
les  cas,  on  pourra  dire  que  = a"*-";  car  la  chose  est  dé- 
montrée , si  m > n , et  elle  résulte  de  notre  hypothèse , lorsque 
m /I , puisqu’en  divisant  le.s  deux  termes  par  a",  on  a 


= «-('— ■)=a-r. 


L’Algèbre  apprend  à trouver  des  formules  qui,  par  leur  gé- 
néralité, couvieijiient  à toutes  les  valeurs  numériques  qu’on 
peut  imposer  aux  lettres  : on  doit  donc  regarder  comme  un 
grand  avantage  de  n’avoir  pas  besoin  de  distinguer  , dans  une 
expression  algébrique , qui  renferme  des  quantités  de  la  forme 
a" 

— , tous  les  cas  qui  peuvent  résulter  des  suppositions  de  m 

a'” 

ou  n ; on  mettra  a’”~*  au  lieu  de  — ^ , et  la  formule  sera  vraie 

a.^ 

dans  toutes  les  hypothèses  (comme  au  n®  108). 

Il  faut  aussi  avoir  égard  au  cas  de  m = alors  a*"”"  de- 
vient a®,  symbole  tout  aussi  insignifiant  par  lui-mênle  que 
a~f.  Nous  conviendrons  donc  de  faire  n®=  1 , puisque  alors 
a” 

— = I.  expression  a®  est  un  symbole  équivalent  à l'unité. 
Ainsi , lorsque  nous  rencontrerons  dans  une  formule  a®  et 
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a~)’,  ces  expressions  seront  faciles  à comprendre,  en  exa- 
minant leur  origine  : a"  et  a~f  n’ont  pu  provenir  que  d’une 


division  — , dans  laquelle  on  avait  m=n  dans  le  premier  cas, 


etn=m+p  dans  le  second.  D’après  cette  convention , on  peut 
faire  passer  un  facteur  du  dénominateur  au  numérateur,  en 
donnant  à son  exposant  un  signe  négatif  : ainsi 


«•  = *•  = (/»  + ?)'’  = (t)  ; 


cP<i^  JC' 

? ^ , =(a^-f.&^)  (n*-f  6’)-'. 

Voilà  donc  les  puissances  nulles  et  négatives  introduites  dans 
le  calcul , par  une  suite  de  principes  qui  ne  souffrent  aucune 
difficulté.  Venons-en  aux  puissances  fractionnaires. 

i3a.  La  règle  donnée  pour  l’extraction  des  racines  des  mo- 

m n • 

nomes,  prouve  que  a”;  mais  il  faut  pour  cela  que  n 

soit  un  multiple  de  m,  car  on  tomberait  sûr  un  exposant  frac- 
tionnaire, dont  la  nature  est  encore  ignorée,  et  on  ne  pourrait 


démontrer  qu’en  rendant  a”  m fois  facteur,  le  produit  seraita*. 
On  est  donc  ici  dans  le  même  cas  que  pour  les  exposans  néga- 

n 

tifs,  et  il  est  visible  que  a”  n’ayant  aucun  sens  par  soi-même, 

m 

on  peut  4ui  faire  désigner  \/a*  ; par  là  les  formules  pourront 
convenir  à tous'les  cas , que  n soit  ou  non  multiple  de  m ; ce  qui 
est  conforme  au  génie  de  l’Algèbre. 

n 

Donc,  lorsque  nous  rencontrerons  a”'  dans  une  formule  , il 
sera  facile  d’en  avoir  une  idée  nette,  en  observant  que  cette  ex- 
pression n’a  pu  provenir  que  dé  cè  qu’on  a voulu  extraire  la  ra- 


I 
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cine  m*  de  a".  La  règle  donnée  pour  faire  cette  extraction  est 
donc  générale  dans  tous  les  cas. 

Ainsi  v/(3a)  = (3a)% 

(>3=Ÿ'lt,  c^p^={/(cp), 

v/(^)=¥.  \/e)=--=" 

c' 

» 

1 33.  a“,a“P,  a“  sont  les  expressions  de  convention  attribuées 

I n 

aux  valeurs  i , — Mais o,  — pet  — ne  doivent  point 

être  regardées  ici  comme  de  véritables  exposans , dans  le  sens 
attaché  à cette  dénomination , quoique  ces  quantités  occupent 
la  place  réservée  aux  exposans.  Ce  serait  donc  abuser  des  ter- 
mes que  de  se  croire  autorisé  à dire , sans  démonstration , que 
quand  m et  n ne  sont  pas  tous  deux  entiers  et 
positifs.  Tl  en  est  de  même  de  la  division , de  l’élévation  aux 
puissances  et  de  l’extraction  des  racines.  Démontrons  dquc  que 
ces  symboles  suivent  les  mêmes  règles  que  les  vrais  exposans 
entiers  et  positifs  ; qu’on  a , quels  que  soient  m et  n, 

P - 

a”  : a»=a"-“,  (a")P^a"P,  \/a"=aP. 

‘ I . S’il  s'agit  d’exposans  négatifs  : on  a (m,  netp  étan  t positifs) 

I «3® 

i®.  a®  = X — = — = •. 

a* 

On  voit  de  même  que  a”"  X 

a”  I . 

2°. = a"  ; — = a“  X a"  = a"'^''. 

a— « a» 

. a”"*  a”"" 

De  meme  on  trouve  que  — a~"*~“,  et  que  = a"'*"  ; 

3».  (a-)P=  = 

m m • 

4--  i>»-=v/i=i  =“”‘ 
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II.  Pour  les  exposaus  fractionnaires,  on  peut  d’abord  en 
multiplier  les  deux  termes  par  un  même  nombre  p -,  car 

” m # 1 • 

(n®  i3o)  On  peut  donc  réduire  au 

même  dénominateur  les  exposaus  des  quantités  qu’on  veut  mul- 
tiplier ou  diviser  entre  elles.  ^ 

n ^ ,n  m ' 2Z~£- 

i”.  Soit  fl"*  X fl’"=  I/®"  X \/a'’=  V'a"'*’'’  = « ■"  ; 

2®.  a”  : a^=  v^«"  I Ç' a’’ ={/ a*~P  = a ; 

/ 

(iV  m !ï£ 

a”  J = (ÿ/a'-y  = \/a"P  = a’ 


3® 


K' 


4®.  ^a"  = \/(V/fl")  = K 

Remarquons  en  outre  que  ces  calculs  relatifs  à Pexposant  frac- 
tionnaire permettent  de  le  supposer  aussi  négatif. 

III.  Prenons  le  cas  des  exposans  irrationnels  , et  soit  par 
ex  ay'^  X ' désignons  par  z et  z'  les  valeurs  approchées  de 

ces  exposans, ouz=V/2-h/*.  + /i  et  étont  des 

erreurs'*',  qu’on  peut  diminuer  à volonté , en  poussant  plus  loin 
Vapproxiination.  Or,  si  l’on  se  contente  des  valems  appro- 
chées z et  z' , le  produit  ne  sera  lui-même  qu’approché  : et  en 
désignant  par  et  l’erreur  qui  en  résultera,  erreur  qu’on  peut 
rendre  aussi  petite  qu’on  voudra , on  aura  exactement 

mais  plus  h et  h'  seront  petits , plus  a'-*-*'  approchera  de  i ; ainsi 
on  peut  donner  à ce  a*  membre  la  forme  -b  0,  ^ dé- 

croissant indéhniment  avec  .t,  h et  h'.  Égalant  les  termes 
constans  (ti3),  on  trouve  X aV'^=  On  prouve- 

rait de  même  que  les  exposans  inationnels  sont  soumis  aux 
mêmes  règles  que  les  entiers , dans  la  division  et  l’extraction  ; 
c’est  d’ailleurs  une  conséquence  de  ce  qui  vient  d etre  dé- 
montré. . • ^ 1 c • • 

IV.  Quant  aux  exposans  imaginaires,  d’après  leur  dënnition 

(ia8),  les  règles  relatives  aux  quantités  réelles  s’appliquent 
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i celles  qui  sont  imaginaires  lorsqu’on  veut  les  livrer  au  calcul 
quoique  celles-ci  ne  soient  que  des  êtres  de  raison  ; ainsi  il  ‘ 
a heu  à aucune  démonstration.  • ^ 

On  facilite  quelquefois  les  calculs  par  ces  principes;  par 
exemple , pour  diviser  par  on  écrir.-i 

S4:>3  

a b^  : a'b^ , et  réduisant  les  exposans  au  même  dénominateur 
Il  vient  ’ 

±2.  1 a ^>3  o- 
û*’  ^35  _ ^35^35  _ ^^a"b'\ 

Les  polynômes  qui  contiennent  des  exposans  négaüfs  ou  frac-  • 
tionnaires  sont  soumis  aux  règles  ordinaires , et  il  convient  d’ac- 
querir  l’exercice  de  ces  calculs.  La  division  suivante  indique  la 
marche  à observer.  , » 

-Cal+ioa.v'-i-t.  ga6  ^ t 

I reste — 8a > y/" — i — ^ab — 20-^-22a-'4 

8a»  1 -f-20— iaa-'iy-i 

•‘este]  — 4"*  -f-ioa-*i 

3®  reste,  „ 

Observer  que  le  quotient  peut  admettre  des  exposans  négatifs 
pour  a,  et  cependant  être  exact;  or,  si  la  division  se  fait  exac- 
tement , il  est  clair  que  la  somme  des  moindres  exposans  de  a 
dans  le  quotient  et  le  diviseur,  doit  donner  le  moindre  dans  le 
dividende.  Ainsi,  retranchez  les  plus  petits  exposans  de  a dans 
ces  deux  premiers  polynômes,  et  vous  aurez  le  plus  petit  dans 
le  quotient , si  la  division  se  fait  exactement.  On  est  donc  assuré 
qu’on  n’est  pas  dans  ce  cas,  lorsque  le  quotient  est  poussé  jus-  ' 
qu’à  un  exposant  moindre  que  cette  différence. 

l>es  racines  carrées  et  cubiques  des  Poljrwmes. 

i34.  1°^  Tout  nombre  composé  de  n chiffres  est  entre 
lo"  et  lo”  ■;  son  carré  est  donc  compris  entre  10“"  et  lo”— * 
qui  sont  les  plus  petits  nombres  de  an-f-  i et  an  — 1 chifl’res  - 
donc  le  carré  a an  ou  an—  i chiffres,  ainsi  qu’on  l’a  dit  (6a).’ 

i3.. 
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a".  Soient  a et  a i deux  nombres  consecutifs;  leurs  carres 
a®  et^  a’  + 2a  + I diffèrent  entre  eux  de  2a  -f- 1 ; ce  qui  est 
d’accord  avec  ce  qu’on  sait  (n®  66,  4°-)- 

Gomme  2a  i repre'sente  tous  les  nombres  impairs,  on  voit 
que  tout  nombre  impair  est  la  différence  des  carrés  de  ses  deux 
moitiés  inégales  et  entières  ; 57=39® — 38®,  37=19® — i8’,elc. 
Du  reste  nous  prouverons  en  traitant  des  équ.  indétermine'es 
du  3*  degré,  que  lorsqu’un  nombre  impair  n’est  pas  pre- 
mier, il  y a plusieurs  manières  de  faire  cette  décomposition. 
Ainsi,  27=14® — i3’=6* — 3*;  io5  = 53* — 5a®=  19® — 16® 
• = i3®— 8®=ii*— 4*. 

3*.  Si  A®  est  le  plus  grand  carré  contenu  dans  N,  k et  k+i  sont 
approchés  de  y/iV  à moins  d’uue  unité  ; r étant  le  reste  entier 
que  donne  k , ou  2V=  È*-|-r,  comme  -f-  î)*  = ^’  -f-  ■+•  j , en 
retranchant  ces  équ.  on  a 


N-{k  + \)'  = r-k-l, 

or  si  r > on  a ^N'^k  +5,  et  è-(-i  est  plus  voisin  que  k 
de  V/fV;  c’est  le  contraire  quand  r<^k.  Ainsi  selon  que  le  reste 
r est  > ou  la  racine  entière  ^ , on  prendra  A -j-  i ou  k pour 
valeur  approchée  de  ^N. 

4°.  Lorsqu’on  a poussé  le  calcul  de  l’extraction  jusqu’à  con- 
naître plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine,  les  autres  se 
trouvent  par  une  simple  division,  ce  qui  abrège  surtout  les 
calculs  d’approximation. 

En  effet,  soit  N le  nombre  dont  on  cherche  la  racine  a + x, 
a étant  la  partie  déjà  calculée  par  le  procédé  ordinaire , et  x 
celle  qui  est  inconnue  et  doit  compléter  la  racine , ^N=a+x. 
Bien  entendu  que  pour  donner  aux  chiffres  de  a leur  valeur 
propre,  on  a dû  ajouter  à la  droite  n zéros,  c’est-à-dire  au- 
tant que  Æ a de  chiffres,  autant  qu’il  reste  de  tranches  de  Nk 
descendre  près  des  restes  successifs.  N = a' 9.ax-f-x*  donne 

JJ»  fl 

= * -1 = — , R étant  le  reste  N — a®  qu’a  donné 

aa  2a  2a  ^ 

a,  près  duquel  on  a descendu  toutes  les  tranches  de  deux 

chiffres  non  encore  employées.  Cela  posé  x étant  composé  de 


* 


f 
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n chiffres , x'*  en  a au  plus  2n , tandis  que , par  hypothèse , a 
en  a au  moins  n 4-  i > lesquels  sont  suivis  de  n ze'ros  ; on  voit  , 

que  a sera  > x*,  et  par  conse'quent  “ i > P“  donc 

X = ^ , lorsqu’on  ne  voudra  que  la  partie  entière  de 

\/N\  ce  qui  arrive  toujours,  puisque  dans  les  approximations, 
et  même  pour  les  racines  des  fractions , les  nombres  doivent 
être  prépare's  de  manière  à ce  que  l’extraction  ne  porte  que  x 
sur  des  parties  entières  (n“  66,  i“.). 

On  divisera  donc  N — a’,  ou  le  reste  de  l’opération  qui  a 
servi  à trouver  a,  par  le  double  de  a;  et  pour  cela,  on  regar- 
dera la  partie  connue  a de  la  racine  comme  des  unités  simples 
( en  omettant  les  n zéros  qui  devraient  être  mis  à sa  droite) , et 
l’on  supprimera  aussi  n chiffres  à la  droite  de  iV.  * 

Ainsi , pour  y/3 . Sy . 67 . 98 . 1 7 , les  trois  i tranches  donnent  ( 
d’abord  i83  pour  racine,  et  278  pour  reste  : si  donc  on  divise 
27898  par  2 fois  i83,  ou  366,  on  aura  76  pour  les  deux  autres 
chiffres  de  la  racine,  qui  est  18376. 

De  même,  y/2=r,4i4a>  en  ne  poussant  l’approximation 
(n®64)  qu’aux  10000”  : pour  trouver  4 autres  décimales,  comme 
le  reste  est  3836,  on  divisera  3836oooo  par  2 X i4>4*  ou 
28284  : le  quotient  est  i356;  donc,  etc.  On  trouve 

y/2  = i, 4142135623732,  y/3  = i,732o5o8a76. 

i35.  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  de 

90*  — 1 7,a^b  -f*  — 20aô^  + iSb^  ; 

représentons  ce  polynôme  par  X.  Nous  dirons , pour  abréger, 
que  le  terme  où  la  lettre  a porte  le  plus  haut  exposant , est  le 
plus  grand.  Soient  x le  plus  grand  terme  de  la  racine  cher- 
chée, J-  la  somme  des  autres  termes  j d’où  (n®  97,  i®), 

X = (*  +J^)*  = X*  -f-  ixj  4-^’  ; X"*  est  visiblement  le  plus 
grand  terme  du  carré  X , ainsi  x’  = 9»^ , ou  x = 3a*  pour 
1®'  terme  de  la  racine,  et  X = 9a^  -\-6a’y  Otant  904 

des  deux  membres,  il  vient 

— 1 2a’6  4“  34a*i*  — 2006’  4"  256*  = 6a’^  4"  J'’» 
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■ ♦ jr  est  en  general  un  polynôme,  aussi  bien  queôn’j';  or,  y 
t n’ayant  que  des  termes  où  l’exposant  de  a est  moindre  que  2 , 
* il  est  clair  que  le  plus  grand  terme  de  (6a*  +y)  X J'  est  le 
produit  de  6a*  par  le  plus  grand  terme  de  y ; ainsi  ce  dernier 
sera  le  quotient  de — i2a’6,  divisé  par  6a*,  double  de  la  racine 
trouvée.  Il  en  résulte  que  — lal/  est  le  2'  terme  de  la  racine. 

Poui-  achever  le  calcul , faisons  3a*  — aeUt , ou  a:  — 2oi  =sa:', 
et  désignons  par  y'  les  autres  termes  de  la  racine.  On  a 
X = x'’ 2x'y' -f- y'^  ; ôtons  x'“  de  part  et  d’autre;  x'*  se 
compose  de  x‘ , déjà  ôté,  puis  de  — 2X  X 2aô  -j-  {lab)' , ou 
— 7.ab  (2x — 7.ab).  Si  donc  on  écrit  le  2' terme  — 2ai  de  la 
racine,  à côté  de  6a*,  double  du  i**,  et  si  l’on  multiplie  par 
— 2ab , en  retranchant  le  produit  du  reste  ci-dessus,  on  aura 

3oa*ô*  — 2oab^  -f-  250^  = ^x'y'  -4* 

» 

Si  y'  est  un  polynoine,  il  est  aisé  de  voir  que  le  plus  grand 
terme  3oa’ô*  est  celui  de  2x’y,  c’est-à-dire  est  le  produit  du 
plus  grand  terme  de  2x'  par  celui  dey^.  Si  donc  on  divise  3oo*6“ 
par  6a’,  le  quotient  5ô*  sera  le  3®  terme  de  la  racine. 

Faisons  3a*  — 2.ab  -f-  5ù*  ou  x'  -J-  5Z>*  = x" , et  désignons 
par  y la  somme  des  autres  termes  de  la  racine  : on  aura 
X — x''*“  2x"y" -i-y"^  ; or,  pour  retrancher  x"’  de  X,  comme 
on  a déjà  ôté  x'*  il  faut,  du  dernier  reste  3oa*i* — aooô^-(-25ô^, 
ôter  encore  2x'.5ô*-j-  (5Z>*)*,  ou  5ô*(2x' -f- 5ô*).  On  écrira 
donc-f-  5ô*  à côté  du  double  6a*  — ^ab  des  deux  i*'*  termes 
de  la  racine , et  l’on  multipliera  par  le  3®  terme  5b‘  ; enfin,  on 
retranchera  le  produit  du  2®  reste.  Comme  ce  produit  et  ce 
reste  sont  égaux , on  a X — x"“  = o , d’ou^j'"  = o et  x"=  y/X. 
Ainsi  la  racine  demandée  est  3a'  — lab  -f-  56*. 

Voici  le  type  du  calcul. 


-9"^  ( 

3ii’— *4“ 

i 

1®*"  reste,  — 

) Jya^^lah)x-^‘2ab 
1 

’j®  reste,  — aoa&*-f-'25i'  j 

[ Qa'^’^Aab  -f-  5&* 

3®  reste o 

X 5i> 

On  voit  qu’a/jrcA  avoir  ordonné , il  faut  prendre  la  racine  du 
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i"  terme,  et  continuer  l’opération  comme  pour  l'extraction 
numérique  (n^ôs).  Les  exemples  suivaus  montrent  que  la  même 
marche  de  calculs  donne  la  racine  lorsqu’il  y a des  imaginaires 
ou  des  exposans  négatifs  ou  fractionnaires. 

ga* — 120 ’ ✓ — I — ao*(2 — 3 ( 3«*— 20  >/- 1+ v^-a 

1 L 

!''■  reste, — laoJ  y' — i — 2o*(a — 3 — 2)4-40  y'a — 1'  (6o» — -lav-i)  x — ao^ — i 
q-iao*  — 1->-4"*  ' 


a®  reste, 
3®  reste . . 


-X — — j 6o«— 4oy/-i-(- v^-a 

x-»-V-a 


4 


V* 


1®*"  reste — (4<»— 3^*)x — 3&* 

±Î24z2^! 1 40-6A--K  3..- 

a®  reste,  la — 180— *6'-f.go“*  \ x+3o— ■ 

3*  reste o 


X’ 

— 


^x~‘ — '.a^x~^- 


ia^x 


1“'  reste, — <x® 
-fa’— 


(aa: — ;a'y~j)X— 
2x — a’x~‘ — ja’x"-’ 
X— 


a®  reste , — 


3*  reste , 


-\a^x  3 etc. 


Ce  dernier  exemple  montre  comment  on  doit  se  conduire 
lorsque  l’extraction  ne  peut  se  faire  exactement,  ce  qu’on  re- 
connaît quand  on  trouve  quelque  terme  de  la  racine  o’ù  a porte 
un  exposant  moindre  que  la  moitié'  de  son  plus  faible  exposant 
dans  le  carré.  Du  reste , on  a ici 

it  n® 

etc. 


a* 


i6? 


1 36.  Le  cube  de  ar-fj-  est  x^-\-'ix'j-\-'ixjr*-\-jr^  ( n®  97,  Il  ) , 
il  sera  facile  d’appliquer  les  principes  précédens  à la  recherche 
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' de  la  racine  cubique  d’un  polynôme.  Nous  nous  bornerons  à 
l’exemple  suivant  : 

8a®  — 36a<A*  -f-  54a*&4  — ajft®  f ua*  — 3A*  racine. 

—8a®  1 

< iao<  — i8a>&*  + gi* 

I**' reste,  — 36a*&>  + 54a*i<  — ayi®  # x — 3J* 

a®  reste o '■ 

Après  avoir  ordonné,  cherché  la  racine  3'  du  i"  terme  8o®, 
qui  est  2a*,  et  retranché  8a®,  on  a un  i"  reste.  On  en  divise 
le  1*'  terme  — 36a+è*  par  I2a^,  triple  du  carré  de  2a*;  le 
quotient  — 3i*  est  le  2*  terme  de  la  racine.  Près  de  i2a^,  on 
, écrira  — i8a’é*  + gi*,  ou  le  triple  du  produit  de  — 3i*  par  le 
i*'  terme  2a*,  et  le  carré  de  — 3ô*  ; on  multipliera  ce  trinôme 
par — 36*,  et  l’on  retranchera  le  produit  du  1"  reste.  Le  résultat 
étant  zéro , on  a de  suite  2a*  — 36*  pour  racine  cubique  exacte  : 
s’il  y avait  un  second  reste,  on  opérerait  de  même  sur  ce  resté. 
Nous  ne  dirons  rien  ici  des  racines  4‘)  5‘. . . 


Équations  du  second  degré. 

iSy.  £n  passant  tous  les  termes  dans  le  i**  membre,  réduisant 
en  un  seul  tous  ceux  qui  contiennent  soit  x,  soit  or*,  et  opérant 
de  même  sur  tous  les  termes  connus,  l’équ.  du  2*  degré  prend 
la  forme  Ax'  -f-  Bx  -J-  C= o , et  faisant 


'J 

B C 


on  a x*+px-^q  = o.  . . . {i),  ' 

équatiori.qui  peut  représenter  toutes  celles  du  second  degré  à 
une  inconnue,  et  dans  laquelle  petq  sont  des  nombres  connus 
positifs  ou  négatifs.  , 

Divisons  a;*  -j- px  ~f-  q par  x — a,  a étant  un  nombre  quel- 
conque, il  viendra  le  quotient  x + a 4-/;,  elle  reste  a*4-^a-^y. 
Ce  reste  est  ou  n’est  pas  nul , selon  que  a est  ou  n’est  pas  racine 
de  l’équ.  proposée  (on  nomme  racines  les  valeurs  qui  satisfont 
à cette  équ.,  parce  qu’on  les  obtient  par  une  extraction).  Donc , 
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tout  nombre  a qui  est  racine  d'une  équation  du  second  degré, 
donne  un  diviseur  binôme  (x — a)  du  premier  membre  de  cette 
équation,  laquelle  prend  alors  la  forme 

(x  — a)  {x-\-a+p)  = o. 

Or,  on  demande  toutes  les  valeurs  propres  à rendre  ce  produit 
nul  ; ainsi  x= — a — p jouit  aussi  bien  de  cette  propriété  que 
x=:a.  Honc,  i'‘  toute  équation  du  second  degré  qui  a une  racine  • 

Ol  , en  admet  encore  une  seconde  — — (a  + p). 

a®.  Cette  équation  ne  peut  avoir  que  deux  racines  ; cette  pro-  y 

position  sera  démontrée  plus  tard. 

3®.  Les  deux  racines  étant  + aet  — {a-^p),  leur  somme 
est  — /’j  et  leur  produit  est  — (a*  ap)  = q , à cause  de 
a' pa q =■  O ; donc,  le  coefficient  p du  second  terme  en 
signe  contraire  est  la  somme  de  deux  racines,  et  le  terme  connu 
q en  est  le  produit.  Par  exemple,  pour  x*  — 8x+i5  = o, 
x = 5 est  une  racine,  ainsi  qu’on  le  reconnaît  en  substituant; 
on  trouve  que  le  premier  membre  est  divisible  par  x — 5 ; le 
quotient  est  x — 3 ; les  deux  racines  sont  3 et  5,  dont  la  somme 
est  8 , et  le  produit  i5. 

4°.  Il  est  facile  de  former  une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  k et  l soient  données  ; on  en  fera  la  somme  A + (>  et 
le  produit  kl,  et  l’on  aura  x*  — x + kl=o.  On  pourra 

encore  former  le  produit  (x — k)  (x — l).  Par  exemple,  si  5 et 
— q sont  les  racines,  on  multipbex — 5parx-f-'^  ; ou  bien  on 
prend  5 — 7= — a;  5x  — 7= — 35  et  changeant  le  signe 
de  la  somme,  x*+ax  — 35:=  o estl’équ.  cherchée. 

5®.  Résoudre  l’équ.  (1)  revient  à chercher  deux  nombres  ^ 
dont — p soit  la  somme  et  -f-  ^ le  produit. 

6®.  Il  peut  arriver  que  les  racines  ^ et  / soient  égales  ; alors 
les  facteurs  x — ^ et  x — l étant  égaux , x*  px  q est  le 
carré  de  l’un  de  ces  facteurs. 

1 38.  Pour  résoudre  l’équ.  ( i) , remarquons  que  si  x*-j-px+<? 
était  un  carré,  en  extrayant  la  racine,  on  n’aurait  plus  qu’une 
équ.  du  i"  degré;  comparons  ce  trinôme  à (x  -f-  n)’  ou  . 
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cr’+axn-f-nV  n est  arbitraire  ; ainsi  faisons  n=  ^p,  pour  que 
les  deux  i*'’  termes  soient  égaux  de  part  et  d’autre. 

Donc,  si  n*,  ou  se  trouve  = y,  x*  + px-^q  est  le  carré  de 
^■Hp  ; ce  trinôme  n’est  un  carré  que  quand \p^=  q-  En  rempla^ 
B C 

çant  pet  q par  — et  —,  on  trouve  que  pour  que  Ax*  -f-  Bx  -|-C 

soit  UH  carré,  il  faut  quon  ait  entre  les  coeffîciens  la  relation 
B»— 4AC  = o. 

Dans  le  cas  où  ~p'‘==xq,  la  proposée  revient  à (x-{-  ^pY  — o, 
et  les  deux  racines  sont  égales  à — [p. 

Mais  si  cette  condition  n’a  pas  lieu,  ajoutons  \p^  — q aux 
deux  membres  de  l’équ.  (i) , il  viendra 

^'+P^  + IP^  = (-r  + ipY  z=^\p'  — q, 
extrayant  la  racine,  x + v/ (j/»’ — q), 

d’où  x~  — \p±.Ÿ{\p^--q) (2). 

Nous  avons  donné  (n"  laS)  la  raison  du  signe  ±.  Ainsi,  la  va- 
leur de  X est  formée  de  la  moitié  du  coefficient  du  2'  terme  en 
signe  contraire,  plus  ou  moins  la  racine  du  carré  de  cette  moitié, 
ajouté  au  terme  connu  passé  dans  le  2*  membre.  Dans  chaque 
exemple  ou  aura  de  suite  la  racine,  sans  s’astreindre  à refaire 
les  calculs  précédons  sur  le  trinôme  proposé. 

Pour  X’  — 8x  -f-  ï 5 = O ) on  trouve 
x = 4— — 15)=4— •>  c’ést-à-dire  x = 5 et  = 3. 
De  même  x*  -f-  2x  = 35  donne 

x= — i±:V^(35+i)= — I ±6,  oux=5et=  — 7. 

1 39.  Le  résultat  (2)  offre  plusieurs  cas.  Faisons,  pour  abréger, 
\p'  — q = m,  d’où  q=\p* — to;  ce  qui  change  x’  +px-\-q 
en  x"+^x+i/>’— m,  ou  {x-\-^p)‘—m\ 

c’est  la  quantité  qu’on  veut  rendre  nulle  par  la  substitution  de 
certains  nombres  pour  x. 

t®.  Si  m est  négatif}  comme  est  toujours  positif,  ce  cas 
n’arrive  que  si  q est  positif  dans  le  premier  membre  de  la 
proposée  (i) , et  > j/j".  Mais  alors  la  proposée  revient  à. . , . 
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(x  -^pY  mz=o-,  on  veut  donc  rendre  nulle  la  somme  de 
deux  quantités  positives,  problème  visiblement  absurde  : et 
comme  on  trouve  alors x~  — ± \/ — m , le  symbole  \/—m, 

absurde  en  lui-même,  servira  à distinguer  ce  cas.  Donc,  lepro- 
bU‘me  est  absurde  lorsque  les  racines  sont  imaginaires,  c’est- 
à-dire  quand  q est  positif  dans  le  membre  de  Véqu.  (i),  et 
que  q surpasse  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  p du  2*  terme. 

Cependant  nous  dirons  encore,  dans  ce  cas,  que  la  proposée 

a deux  racines,  parce  qu'en  assujettissant  ces  valeurs 

x = — — m,  aux  memes  calculs  que  si  elles  étaient 

réelles , c’est-à-dire  les  substituant  pour  x dans  la  proposée , 
clics  y satisfont;  nous  ne  donnons  ceci  que  comme  un  fait  al- 
gébrique. C’est  ainsi  que  les  valeurs  négatives,  quoique  vides 
(le  sens  en  elles-mêmes , peuvent  servir  de  solution  à une  équa- 
,tion  (n®  107)  sans  convenir  au  problème,  à moins  qu’on  n’y 
fasse  quelque  modification. 

2®.  Si  m est  nul,  ce  qui  exige  que  q soit  = j />*  et  positif 
dans  le  i"  membre  de  la  proposée  (i),  alors  x*-{-px-+-  q re- 
vient au  carré  de  a:  -f-  5^,  et  les  racines  sont  égales  } c’est  le 
passage  des  racines  imaginaires  aux  réelles. 

3®.  Si  m est  positif,  q doit  être  négatif  dans  le  i"  membre, 
à moins  que  y ne  soit  positif,  et  <[  îp*;  dans  ce  cas  (n®  97,  III.) 

{x  + kpY  — m = [x  + {p-\-\/m)  X {x-\-\p—  \/m). 
Tels  sont  les  facteurs  du  i"  membre  de  la  proposée  (t)  ; les  ra- 
cines sont  — -f- V/m  et  — — \/m,  dont  la  somme  est  — p, 

et  le  produit  ^p’'  — m onq. 

4®.  Si  m est  un  carré,  les  deux  racines  sont  rationnelles. 

y.  Si  les  racines  sont  réelles  et  de  meme  signe,  il  faut  que 
\ P l’emporte  sur  le  radical , ejui  a le  signe  ri:  ; ainsi  m 

— q,  ou  enfin  y^o.  Ainsi,  quand  j est  négatif, 
les  racines  ont  des  signes  contraires , et  lorsque  q est  positif 
( et  ïP*),  leur  signe  est  le  même,  mais  opposé  à celui  de  p. 

Voy.  n®  108,  2®.  pour  l’interprétation  des  racines  négatives. 

6®.  Si  q = o",  sans  recourir  à la  formule  (2) , on  a 

x'^ px  = x{x p)-=xo  , d’où  a;  = o.  et  x — — p. 


» 
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7®.  Si/>  = o,  on  a j:’-4-ÿ  = o,  à'o\ix  = ±Ÿ  — y,  valeur 
re'elle  ou  imaginaire , selon  le  signe  de  q. 

8®.  Quand  la  proposée  a la  forme  + Bx  + Cs=  o , le 
i*’’  terme  ayant  un  coefficient  A , nous  avons  dit  qu’on  le  dé- 
gage, en  divisant  tout  par  A ; mais  on  peut  aussi  rendre  ce 
1“'  terme  un  carré,  en  multipliant  l’équ.  par  4^  : on  a 

^A'x'  -}-  ^ADx  4-  ^AC-=z  o ; 

on  compare,  comme  ci-dessus,  au  carré  de  ^iAx  -f-  n,  on  voit 
qu'il  faut  prendre  n = /?,  et  ajouter  /?’  pour  compléter  le  carré  • 
donc 


{ïAx-{-  B)*  = B^  — ^AC,  et 


— B±\/iB^  — ^AC) 
iA 


C’est  ainsi  qu’on  trouve , en  résolvant  par  rapport  à y l’équ. 

A)  * ■+■  Biy  -t-  Cx*  -h  Ox  -h  jEx  4.  jFr=  o, 

— — D±  VltB’—  4AC;x*  -f-a  (BD  — aAE)x  + D*  — 4AF] 


9®.  On  a Ax'' -f- Bx -i~  C = A [ (x -f- j/j)'  — m],m  étant 
négatif,  nul  ou  positif,  suivant  que  les  racines  sont  imagi- 
naires, égales  ou  réelles.  Dans  les  deux  i"‘  cas,  quelque  valeur 
qu’on  substitue  pour  x , le  multiplicateur  de  A étant  positif,  le 
produit,  ou  Ax'-^Bx  -f-  C,  doit  avoir  le  même  signe  que  A. 
Mais  si  m est  positif,  soient  a et  6 les  racines  réelles,  on  a 

Ax^  •\-Bx-\-Cx=.A{x — a){x  — b). 


et  l’on  voit  que  si  l’on  donne  à x des  valeurs  plus  grandes  ou 
moindres  que  a et  b , le  signe  du  résultat  sera  le  même  que 
celui  de  A-,  mais  il  sera  différent  si  x est  compris  entre  a et  b.  - 
Le  trinôme , qui  conservait  ci-dessus  le  même  signe  pour  toutes  . 
les  valeurs  de  x,  change  donc  maintenant  deux  fois  de  signe, 
lorsqu’on  fait  passer  x d’un  état  compris  entre  a et  & , à un 
autre  qui  soit  ou  ou  <[  a et  b. 

On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suivans 

i”  cas.  qx* — i2X-}-8=o...  — i, 

2*.  ...  qx* I2X-|-4=0...  X=j, 
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(gx* — i2x-J-3=o.. 

*=l— 5 1 OU  x=  1 , et  x=i , 

3*  et  4*. 

<2x*-f-  3x-f-i=o.. 

*=— l±3,oux=— i,etx=— I , 

l X* — X — 2=0.. 

x=‘±:|,  oux=2,  etx= — i , 

5* 

X*—  5x — —6 . . . 

n* 

1 X'—  9 =0.  . . . 

x=3,  et  x= — 3, 

1 

1 x’-l-  9 =0 

x=±3v/— I- 

i4o.  I.  Trouver  un  nombre X tel,  qu’en  Ôtant  2 de  son  carré 
le  reste  soit  i . On  a x’  — 2 = 1,  d’où  x = ±:  3. 

II.  Partager  a en  deux  parties  telles , que  m fois  la  i", 
multipliée  par  n fois  la  2',  donne  le  produit  js.  On  a 

mx.n{a — x)=p,  d’où  xss^ad: 

Si  l’on  veut  partager  a en  deux  parties,  dont  le  produit p soit 
donné , il  faut  faire  m = n = i . Comme  les  racines  sont  ima- 
ginaires lorsque  on  voit  que  le  produit  ne  peut  surpas- 

ser le  carré  de  la  moitié  de  a,  c.-à-d.  que  le  carré  a est  le 
plus  grand  produit  possible  qu’on  puisse  former  avec  les  deux 
parties  de  a(n"  97,  III.). 

III.  Étant  donnés  le  produit  p de  deux  poids  et  leur  dide- 
rence , trouver  chacun  d’eux  ? On  dt  xjr=p,  x — jr  = d-  d’où 

X = \d±.\/{^d^  +p) 

et 

IV.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  somme  a,  et  celle  b 
de  leurs  cubes  soient  données.  De  x-f- = a,  x’  = b, 
on  tire  — 3a’x  -}-  3ox'*  = i , et  faisant  b = af,  on  a 

et  r = l/(î/— 

Y.  Quel  est  le  nombre  dont  n fois  la  puissance  p est  égale  à 
m fois  la  puissance  p -1-2?  x = d:  "*)• 

VI.  Plusieurs  personnes  sont- tenues  de  payer  les  frais  d’un 
procès,  montant  à 800  fr.  ; mais  trois  sont  insolvables,  et  les 
autres , suppléant  à leur  défaut , sont  contraintes  de  donner 
chacune  60  fr.  outre  leur  part;  on  demande  le  nombre  x des 
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_ 800  800  ^ * 1 I *1  r 

payans.  On  a ^ ^ 00 , d ou  æ’  -J-  3x  = 4®  c*- 

x = — + 4°)=- — I — ainsi,  il  y avait  5 payans, 

au  lieu  de  8.  Il  est  aisé  d’interpréter  la  racine  négative  — 8. 

VIL  On  a deux  points  lumineux  A et  B (flg.  i),  distans 
entre  eux  àe  AB  ■=  a -,  l’intensité  de  la  lumière  répandue  par  A 
est  m fois  celle  de  ^ ; on  demande  le  lieu  D qui  reçoit  la  même 
clarté  de  part  et  d’autre , sachant  que  la  lumière  transmise  par 
un  point  lumineux  décroit  en  raison  du  carré  de  la  distance. 
.Soient  <réfl2  les  intensités  des  lumières  que  communiquent 

Ot  tt 

leqfQ^çrs..^et>fl  à la  distance  i ; y , ^ , - . . . . seront  celles  que 
reçoit  le  point  D lorsqu’il  s’éoaiqe.devf.^  la  distance  i, a, 3. . . ; 
ainsi,  — est  celle  qui  répond  à l’espacé  Aü  = x;  et  comme 


BD  = U — . X,  la  lumière  que  B transmet  à D est 


(n  — x)’ 


; on 


a donc  J:  = d’où  I = = m . en  posant 

«c=mi3;  extrayant  la  racine,  on  trouve  enfin 
a\/m  a 

"=-7^-7 ’ 

En  général , on  doit  éviter  la  double  irrationnalité  des  deux 
termes  d’une  fraction  (n“  65),  et  surtout  cellcdu  dénominateur. 
Ici,  on  a multiplié  haut  et  bas  par  y/m  qr  i , ce  qui  a donné 
( n®  gy  , III)  pour"  dénominateur  m — i , et  pour  numérateur 
a^m{^m±  i).  On  en  dira  autant  des  cas  semblables. 

VIII.  Soit  donnée  une  fraction  ^ ; quel  est  le  nombre  x qui , 

ajouté,  soit  au  numérateur  u , soit  au  dénominateur  ù , donne 
deux  résultats  dont  le  1*'  soit  k fois  le  2',  ou 

X ka 

x'-l-(a-f-ù)x=aù  (^— 1); 


doue 


b ù +x' 
x=-i(a  + i)±it/[(a_ù)'+4aW]. 


RAPPORTS." 


IV.  DES  RAPPORTS. 


Des  Proportions. 

i4i.  1®.  t’équidifFéreucea.èrc.d,  équivaut  à a — ^ = c d-, 

d’où  a + d = c -t-  6.  Si  l’équidifférence  est  continue , on  a 
Z a.b.d,  d’où  ai  = a -t- d.  {^Voy.r^  ’]%.) 

2°.  Soitlaproportion  a:i  c*.<f,  ou  7 = ^;. on  a arf=ic. 

i.  b a ^ 

d’où  d=^.  Si  la  proportion  est  continue  fr  a : i : d,  'on  a 
i=  (ud;.  n°  72.) 

3®.  a'  — b*-=.m  — m*,  ou  (,a  + b)  (a  — 6)  s=m  (i  — m), 

, , . a + b I — m 

donne  la  proportion = = • 

De  mênae  1 — x‘  — a donne  — f ^ 

1 1 — X 

4“-  Ajoutons  ± m aux  deux  membres  de  7 = -;  il  vient 

b d 

adzmb  c±.md  ,,  , adcmb  b a±b  b 

h H cizmd  d ’ — ' -» 


c±id  d 


(rqr.n®73.) 

_ _ . a c e . 

5“.  Soient  ^"=2  ~f~  ■ ■ ■ rapports  égaux , de 

Q , '• 

sorte  que^  = ÿ,  ou  a = 05f,  c = dÿ,e=/ÿ.. . 

En  ajoutant  toutes  les  équations  on  a ( n°  73,  3“.) 
a-\-c-\-e...~q{b  + d+yH“*  • • *)î 

jf  > a -4- c-f- e-f- . . . a 

d ou  ï— ; — P-! — — ! = a = ■ . 

i + b 

6®.  Si  a ; i c ; on  a 

’ * • 

»*  »■»  mm 

a"'  : i”  c"  : d”,  y'a  : V/i  " l/c  ; ÿ/d. 
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Des  Progressions  arithmétiques. 

142.  Soit  la  progression  ^a.b.c. . . . i.k.î,  dont  est  d la 
raison,  n le  nombre  des  termes;  on  a les  (n — 1)  équ. 

bz=a-f-df  c=:6-^-cl. . . , /=Â-t~d; 

en  ajoutant,  il  vient  /=a-j-  d(n — i),  comme  (n®85). 

Cette  expression  de  la  valeur  du  n‘^"“  terme  de  la  progres- 
sion est  ce  qu'on  nomme  le  terme  général  ; il  repre'sente  tour  à 
tour  tous  les  termes,  en  faisant  n = i , 2,  3 . . . 

Soit  s le  terme  sommàtoire  de  la  progression,  c’est-à-dire 
la  somme  de  ses  h premiers  termes;  l’on  a 

s a ô "4—  c • • . ■ . -J- 1 "4“  k "l*  /, 

ou  s = a-i-(a-f-d)-t-(a-i-‘2d). . . -f-a  + (n — i)d, 

et  aussi  s=l-f-(l — d)  -l~(l — nd). . . -f-  / — (n—i)d, 

en  écrivant  le  2°  membre  en  sens  inverse.  Ajoutons  ces  équ.  ; 
comme  les  termes  correspondons  produisent  la  même  somme,  2s 
est  visiblement  égal  à <2  -(-  / pris  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités 
dans  n;  ainsi,  On  remarquera  qu’en  général 

la  somme  a -J-  1 des  extrêmes  est  la  même  que  celle  de  deux 
termes  qui  en  sont  également  éloignés,  et  est  le  double  du  terme 
moyen  lorsque  le  nombre  des  termes  est  impair. 

143.  Reprenons  ces  deux  équations 

lz=a~^d{n — i)  ets  = ^n(a-i- 1) 

Nous  pourrons  en  tirer  deux  quelconques  des  cinq  quantités 
a,  l,  d,  n et  s,  connaissant  les  trois  autres. 

Voici  divers  problèmes  relatifs  à cette  théorie. 

I.  Trouver  n,  connaissant  a, d et  si  L’élimination  de  l donne 
i=an-f"  \dn  {n  — i);  d’où 

Par  exemple,  un  corps  qui  descend  du  repos  tombe  de 
4 mètres  et  daps  la  i'*  seconde  de  sa  chute,  du  triple  dans 
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celle  qui  suit,  du  quintuple  dans  la  suivante....-,  on  demande 
combien  il  mettra  de  secondes  à parcourir  4oo  mètres.  {Foy..  ma 
Méc.,  n“  157.  ) ba  progression  f 4,9-l-4»9-3  4-  4>9-5  + . . . , 
donne  s = 4°®»  ® — 4.>9»  ^ = 2«— 9,8;  on  trouve 


d’où  n=:g",o3  et  t=83”,  6 environ. 


II.  Combien  une  horloge  frappe-t-elle  de  coups  à chaque 
tour  du  cadran?  Si  elle  ne  sonne  que  les  heures,  on  a. . . 
1-I-2-J-3-4-. . . -h  12;  d’où  f = 6 X 13  = 78.  Si  elle  sonne  les 
demies,  ona2-4-3-}-4---  + i3,  etr  =90. 

III.  On  a un  amas  de  boulets  de  canon  disposés  en  progres- 
sion par  difFérence,  et  composé  de  18  rangs  dont  chacun  con- 
tient 2 boulets  de  plus  que  le  précédent  ; on  demande  combien 
il  y en  a dans  le  dernier  rang  et  dans  l’amas,  sachant  que  le 
rang  supérieur  en  contient  3.  On  a a = 3,n=:i8,  d=2  -,  et  Tou 
trouve  7=37,  r = 36o. 

IV.  Entre  deux  nombres  donnés  o et/,  insérer  m movens 
proportionnels  par  différence.  4^oinrae  m-f-a=/i,ona 


,d’oùd= 


/ — a 
m-f-i  ’ 


comme  (n®85). 


Des  Progressions  par  quotient. 

« , 

144.  Soit  la  progression  a’,  b : c : d.  ..  i : l,  la  raison 
étant  on  a lesif — i équations  * 

b=aq,  c=bq,  d = cq . , . . t=  iq ; 

or,  en  les  multipliant  et  supprimant  les  facteurs  communs,  il 
vient  l=aq"~',  comme  n“  86;  c’est  le  terme  général.  On  peut 
toujours  donner  à une  progression  la  forme 

Vka'.aq '.  €uf  \ atf ; ay""*' ; 

donc  les  puissances  entières  et  successives  d" une  même  quantité 
q sont  en  progression  par  quotient.  11  en  est  de  même  de  toute 
séi-ie  de  tcrme.s  dont  les  exposans  sont  en  progression  par  diffé- 
T.  I.  i4  . 
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rencü,  telle  que  -f-, . . . Celle-ci  revient 

à la  1^'  en  faisant  a^bs^,  q=zx^. 

Ajoutant  nos  n— I équations,  il  vient  ' 

(*+c+d — +o  = («+^'-fc — 4-0?- 

^ Im 

Or,  en  désignant  par  s le  terme  sommatoire , on  a 
i + c •+•  d. . . + Iza  s — a,  a -f-  è c.  . . -f-  t = î — l; 

donc  s — a = (r  — l)g,  ou  sz=— 

q—  X 

!.Si  la  progression  est  décroissante,  tout  ceci  est  également 
vrai , seulement  q<Ct.  Mais  à mesure  quë  la  série  se  prolonge, 
la  somme  s des  termes  que  l’on  considère  s’approche  de  plus  en 
plus  de  celle  S de  la  progression  entière  : soit  « la  différence 
S — s,  qui  est  indéfiniment  décroissante;  de  plus  lé  dernier 
terme  / devient  en  même  temps  aussi  petit  qu’on  veut , po-  * 
sons  (n®  1 13);  • % • ' *' 

/8=r:  — d’où  5 — «=a — — — /3,  et  S -■ 

x—q  x — q x—q 

% 

On  a donccncore  comme  p.  i3g,  la  somme  totale  d’une  pro- 
gression infinie,  dont  le  t*'  terme  est  a j et  la  raison  ÿ<^i.  Il  est 
visible  que  noUe  raisonnement  revient  à.  avoir  posé  / ^ o, 
comme  désignant  une  quantité  infiniment  petite. 

On  rapporte  qu’un  souverain  voulant  récompenser  Sessa, 
inventeur  du  jeu  des  échecs , lui  accorda,  un  présent  que  sa 
générosité  trouvait  trop  modique  : C’était  autant  de  grains  de 
blé  qu’il  y a d’unités  dans  la  somme  de  la  progression  double 
I t 2 ^ ■ • <flendue  jusqu’au  64‘  terme,  attendu  que 

l’échiquier  a 64  cases.  Cherchons  quelle  est  cette  somme.  Op  a 
az=z  x,  q=i,  n=64;  d’où  et  r = a®* — i.  Cette puis<- 

sance  a été  calculée  p.  81 , et  l’on  trouve  que  s ■=  18  44®  774 
, suivi  de  1 2 autres  chiffres.  Or,  un  kilogramme  de  blé  ordinaire 
contient  à peu  près  afiiSo  grains,  et -l’on  sait  qu'un  hectare 
ne  produit  guère  que  1760  kilogrammes  de  froment,  savoir  „ 
45  762  5oo  grains.  En  divisant  s par  ce  nombre,  on  trouve 
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que  Seasa  demandait  le  produit  en  blé  de  milliards  d’hec- 
tares environ,  c’est-à-dire  8 foi*  la  surfacë  entière  du  globé  ter- 
restre, en  y eoraprenant  les  mers,  les  lacs,  les  déj^lü,  etc. 

Le*  éqn.  /œoç*~‘,  * — « = (f— /)  j 
servent  à idsoudre  tous  les  problèmes  où,  connaissant  trois  des 
cinq  nombres  a,l,n,q  et  s,  on  demande  les  deux  autres.  Du 
reste,  les4:alcnls  qufil  faut  exécùter  ne  sont  quelquefois  prati- 
cables que  par  des  méthodes  qui  ne  sont  exposées  que  dans  ce 
qui  sméra.  Par  es.,  a,  is  et  «étant donnés,  on  ne  peut  obtenir 
q qufea  résolvantr4H{a.  «at=  a,  cpii  est  du  degré  n. 

Lorsque  l’exposaut  n.est  tbconnu , on  doit  recourir  à la  doc- 

triné  dès  log.  n^  i 47  jJ*. , . 

• • jys'»  ’ 't 'd  *1' Sb'-i  ■ 

Des  Logarithmes.  • 


145.  Faisons  varier  o:.dansre'qu.j'=a^,  et  observons  les  va- 
riations correspondantes  de  jr. 

i“.  Si  a >•  I,  en  faisantx  =0,  on  & j—  i;  x=i  i , donc 
jr=:a.  k mesure  que  x croîtra  depuis  o jusqu’à  i ; et  de  là  à 
l’infini , y croîtra  de  1 vers  a,  et  ensuite  à l’infini  ; de  sorte  que 
quand  x passe  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  eu  suivant 
la  loi  de  continuité , y croît  aussi,  quoique  bien  plus  rapide- 
ment. Si  l'on  prend  pour  x des  valeurs  négatives,  on  aj'=a~-', 

ou  (n“  i3i)t‘=-^.  Ainsi,  plus  x croît,  et  plus  celte  fraction 

y ‘ ^ 

y décroît'  de  sorte  qu’à  mesure  que  x augmente  négativement 
y décroît  de.  1 vers  o ; j''  = o répond  à x infini. 

a".  Si  i,on  ferau=-^,  à sera  > i,  etl’onaura^  = ^ 

ouj'‘=  b*,  suivant  qu’on  prendra  x positif  ou  négatif.  On  re- 
tombe donc  sur  le  même  cas , avec  cette  différence  que  x est  po- 
sitif lorsque  y < 1,  et  négatif  pour  > i ; 

3“.  Si  I,  on  a.y—  i quel  que  soit  x. 

Poqrvu  que  a soit  autre  que  l’unité,  on  peut  donc  dire  qu'il 
y a toujours  tme  valeur  pour  x qui  rend  a*  égal  à un  nombre 
donné  quelconque'^.  L’usage  perpétuel  qu’on  fait  des  belles  pro- 

, .4.. 
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priétés  de  l'équaûoD  exige  qu’on  fixe  des  dénomina- 

tions à ses  parties,  afin  d’éviter  les  circonlocutions.  On  noinme 
X le  logarithme  du  nombre  y ; la  quantité  arbitraire  et  inva- 
riable a est  la  base.  Donc  le  logarithme  tf  un  nombre  est  tea> 
posant  de  la  puissance  à laqueUe  il  faut  élever  la  base  pour 
produire  ce  nombre.  ^ * ’ 

Lorsqu’on  écnx.  x Log . jr , pour  désigner  que  x est  le  loga- 

rithme du  nombre  ou  que  = a*,  la  base  a est  sous-tn- 
tendue , parce  qu’une  fois  choisie,  elle  est  supposée  demeurer 
fixe.  Mais  si  ou  la  change , on  doit  indiquer  la  nouvelle  base, 
c.-à'd.  de  quel  rj-sième  de  logarithmes  il  s’agit.  C’est  ainsi  que 
lo^iooo,  a*=32  indiquent  que  3 est  le  logarithme  de  looo, 
et  que  5 est  celui  de  3a  ; mais  la  base  est  i o dans  le  i " cas  ; elle 
est  a dans  le  second. 

146.  On  tire  de  là  plusieurs  conséquences. 

1®.  Dans  tout  système  de  logarithmés , celui  de  i est  zéro,  et 
celui  de  la  base  a est  un. 

2®.  Si  la  base  nest'^  t,  les  logarithmes  des  nombres  > 1 
sont  positifs,  les  autres  sont  négatifs.  Le  contraire  a lieu  si 
a<i. 

3®.  La  base  étant  fixée , chaque  nombre  n’a  qu’un  seul  loga- 
rithme réel  ; mais  ce  nombre  a visiblement  un  log.  différent 
pour  chaque  valeur  de  la  base , en  sorte  que  tout  nombre  a une 
infinité  de  logarithmes  réels.  Par  ex.,  puisque9*=8i  ,3<=8ij 
a et  4 sott*'  1®*  tiïêine  nombre  81,  suivant  que  la  base 

est  9 ou  3. 

4*.  Les  nombres  négatifs' n’ont  point  de  logarithiiies  réels, 
puisqu’en  parcourant  la  série  de  toutes  les  valeurs  de  x depuis 
00  jusqu’à  -1- 00  , on  ne  trouve  pour  que  des  nombres  po- 
sitifs depuis  o jusqu’à -f-oo  . 

La  composition  d’une  table  de  log.  consiste  à déterminer 
toutes  les  valeurs  de  x qui  répondent  à = 1 ,a,3. . . . dans 
l’équ.  ^ = a*  • Si  l’on  suppose  a* — m , en  faisant 

a-r^o  *»  a*  4“  5a...  logarithmes, 

onUouve^=:i  m'  ni^  m'  m*  . . . nombres} 


V ♦ 
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les  log.  croissent  donc  en  progression  par  différence,  tandis 
que  les  nombres  croissent  en  progression  par  quotient;  o et  i 
sont  les  deux  i termes  : les  raisons  sont  les  nombres  arbi- 
traires « et  m.  On  peut  donc  regarder  les  systèmes  de  râleurs 
de  X et  J'  qui  satisfont  réqu.j'  = a*,  comme  classés  dans  ces 
deux  progressions,  ce  qui  met  d’accord  les  deux  définitions  que 
nous  avons  données  des  log.  (n“*  8y  et  i45). 

Le  signe  Log.  sera  dorénavant  employé  à désigner  le  loga- 
rithme d’un  nombre  dans  un  système  indéterminé  ; réservant 
le  signe  log.  pour  les  log.  de  Briggs,  dont  la  base  est  lo. 

147.  Démontrons  par  Algèbre  les  propriétés  des  logarithmes.  • 
I®.  Soient  x et  a:' les  log.  des  nombres et  j'',  oax=zLog.j-, 

X =Log.  on  a a*"  =y  ; en  multipliant  et  divi  - 

sant ces  deux  équ.  l’une  par  l’autre,  on  obtient 


Mais  il  suit  de  la  définition  que  les  exposans  x -f-  x'  et  x —x>. 


2®.  Si  l’on  élève  à la  puissance  m l’équ.^z=a*,  et  si  l'on  en 


extrait  la  racine  m',  on  aj""  = a">*,  \/j=za^.  la  définition 

X *** 

donne  = T^g  (j"),  — = Log  Ÿjr  ; donc 


ces  résultats  sont  conformes  à ce  qu’on  a vu  (n®  88). 

3®.  Pour  résoudre  l’équ.  dans  laquelle  c et  a sont 

donnés  et  m inconnu,  on  égale  les  log.  des  deux  membres  et 
l’on  en  tire  Log  c — x fjog  a ; une  simple  division  donne  donc 


sont  les  log.  de  et^,  ; 

donc  I-og  y y Log  f = Log  {yf) , 


m 


l og  ^ • 

Log  a 
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On  peut  donc  irouver  ta  valeur  de  l'exposant  n dans  l’éqa.  ‘ 
l^^aq"-',  du‘n®  i44>  rciAtive  aux  progressions  par  quotient  t 

Log  l = Log  O + (n  — I ) Log  g,  d’où  «:;=  i + 

’ Log  g 

L’inconnue' étant  x dansl’équ.  Aa^-{-l}a^~^-^Ca^~‘  .s=P; 

(i?  O \ 

+ — ou  Qa*z=P; 


on 


d’où 


_log_P--]o^ 
log  n 


ait  a = y^^x'"-f‘^^"'~''*  >conainez: 


Dans  a*  = si  Z est  dépendant  de  l’inconnue  x , et  qu’on 

un  nombre  connu 

log  a 

K,  il  reste  à résoudre  l’équ.  dudegrém,  A!  = ^x“  + Px"“' . . . 

a 

Soit,parex.,4(P’'  onentire(x*-5x+4)  lo6Î  = ïofi*> 

donc  X*  — Sx  +4  = — 2*  degré  qui  donne  x = a, 

et=  3. 

4®.  Soient  deux  nombres  etj-  -i-m;  la  différence  des  log. 
pris  dans  un  même  système  quelconque  est 

LogO'  + m)  — Log  J = Log.  (J-'^  =Log(^i-\-y\, 

quantité  qui  s’approche  de  Log  i,  ou  zéro,  à mesure  V^y 

croît,  et  qui  est  d’autant  moindre  quej*  est  plus  grand  : donc 
les  log.  de  deux  nombres  different  moins  quand  ces  nombres  sont 
plus  grands  et  plus  voisins.  C’est  ce  qu’on  a su  n^gi^  III. 

i48.  Lorsqu’on  a calculé  une  table  de  log.  dans  un  système 
dont  la  base  est  a , il  est  facile  d’en  former  une  autre  dont  la 
base  soit  b ; dl  dans  l’équ.  <»*  = j',  x est  le  log.  de  j''  dans  le 
système  qui  a pour  base  a : or  prenons  les  log.  des  deux  nom- 
bres dans  le  système  b\  nous  aurons  x Log  a—  Log  jr.  Ainsi 
pour  trouver  le  log.  de^  dans  le  a*  système , il  faut  multiplier 
X,  ou  le  log.  de  J-  dansle  i*’ système,  par  Log  a:  et  si  l’on  mul- 
tiplie par  Log  a tous  les  log.  de  la  i"  table,  on  en  formera  une 
nouvelle  pour  la  base  ù.  Ce  facteur  constant  Log  a,  qui  traduit 
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ainsi  tous  les  log.  du  système  a dans  le  système  b ; est  ap|ielé 
module  ; c’est  le  log.  de  la  première  base  a calculé  dans  le  sys- 
tème 6 ; et  si  l’on  divise  bog^  par  x , qui  sont  les  logarithmes 
d’un  même  nombre  quelconque  dans  les  deux  systèmes,  le 
quotient  sera  le  module  Log  a relatif  à ces  systèmes,  et  par 
conséquent  sera  constant  pour  tous  les  nombres. 

Lorsqu’il  arrive  qu’on  trouve  moins  d’avantage  à prendre  la 
base=io,  qu’à  préférer  un  autre  système,  il  est  donc  aisé, 
à l’aide  d’une  seule  table  de  log.,  tels  que  ceux  de  Briggs , de 
. calculer  toutautre  log.  dans  ce  nouveau  système. Par  ex.,  le  log 

dans  le  système  dont  la  base  e.st|,  est  : 

Log^,  LogS  — Log-j 

la  base  est  ici  ce  qu’on- veut,  et  si  on  la  prend=io,  tout  de- 
vient connu,  et  l!on  a — o’  i46°^o4  ^ * ,2050476  pour  le  log. 


log  î_  log  2— log  3 


cherché.  * 

Pareillement  Log  |,danslesystème  à est,  , , „ . - 

logi  log3— loga 

ou — t;  ce  qui  est  d’ailleurs  évident,  puisque  l’équ. 
devient  ici  -J  — (î)*  = (p~*,  et  x est  visiblement  — i . 

i49-  Il  impoile  de  s’exercer  à l’usage  des  logarithmes  dans 
les  calculs  algébriques;  voici  divers  exemples  : 

l“.  log  {a.b.c.d.  . .)  = log  a-f-log  J4-log  c-{-log  <i. . . , 

a®.  log  logo-f-logi-f-logc  — logrf— lôgr, 

3®.  log  = #71  log  a -f-  n log  h -\~p  log  c. . . , 

/«"* 

4®-  1 — ^ 1 =m  log  a -4- n log  t — plogc,  ' 

. ,5®.  Iog(a>— x>)=  log[(a  + i-)X(«— *)]  = Iog‘(a+j-)+log(a— x), 

6®.  log  X»)  = ^ log  (o  -|-x)  + ilog(o  — x;, 

*■4  3 l5 

7®.  log  (aJ^aq  = 3 log  a-4-- loga=.7-loga, 
n 4 4 

' 8®.  log  V(o*-x’)“=  — log  (a— x)-}- — log  (a» + ax  4-**  ),  ( p.  i3g 

En  ajoutant  et  ôtant  ox  du  trinôme , il  devient  (<z4^x)*  — rtx  ; 
si  l’on  pose  *’  = ax,  z sera  facile  à trouver  par  log;,  et  l’on 


Digitized  by  Google 


* 


216  AI.GÈBRK. 
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aura  ( a + j:)“  — OU  ( a -f  X -f*  Z ) (a  + j: —*)  ; donc 

A IM 

Jog  v^(aî  — x')-=  - [lo({{a  — x}  + log  (a4-x4.z)-f.iog(a  + x — «)]. 

G;  calcul  résout  a*  — en  ses  facteurs  ef  permet  l’emploi 
des  log. 

g®.  v'Ca’ eu  posant  3ax=z> , devient  v'[(a+*)*  — s’], 

>0g  i [ log  (a  + x+r)  -+  l'og  (a  + X — *)  ]. 

*“”■  •»(?  = — *)  — 5>og(a-t-x)]. 

1 1°.  Pour  insérer  m moyens  par  <[uotient.  entre  a et  /,  il 
faut  faire  n=m+  2 dans  l’équ.  frsay*”'  (n®  i44)»  *1’®“  ï’®® 

tire  la  raison  q-=z  logÿ  = -~^^  ^ divers 

termes  ay,  ay*, . . . on  t pour  log. , log  a + log  y,  log  a + 2 log  y . . . 
Ainsi,  pour  insérer  1 1 moyens  entre  i et  2, 'comme  ici  loga=o, 
ontrouvelogy=-;^Xlog2=o,o25o858, ety=:  i ,o59463;  les 
log.  des  termes  consécutifs  sont  2 log  y,  3 log  y... , et  là  pro- 
gression est  (c’est  la  génération  harmonique  de  Rameau) 

TT  I 1 ,059463  : 1 , 122461  ; i , 189207  : ...  ; i ,887747  : ?.. 

* 

12®.  La  base  du  système  étant  a,  on  a a^‘’B®=  z ; car  d’après 
la  définition  des  log.  dans  l’équ.  ai'  = z,  est  le  log.  de  z. 

De  même  a*  *®g  * (®‘)=z*. 


i3®.  Soit  X l’inconnue  de  l’équ.  h c'»'.  f^—P\  on  en 

tire  Çn  — log  b=mx.  loge-f-  fx — p)  log  f : il  reste  donc 
à résoudre  l’équ.  du  2*  degré 

(wlog  c + log/)x*— (nlogè  + /»log/)  x+al<^A  = o. 


i4®.  c"*  = a. 6"*~'  donne  x: 


log  a — log  b 
mlogc  — nlog^' 


i5®.  La  population  d’une  ville  s’accroît  chaque  année  de.^;^ 
combien  y aura-l-il  d’iiabitansau  bout  d’un  siècle,  le  nombre 


Digitized  by  Google 


TROPORTIONS.  3 17 

ctanl  acluelleincnt  100000?  Faisons  n=iooooo;  au  bout 
d’un  an,  la  population  sera  n + ^ n =n.  Après  l’année 

suivante,  n deviendra  de  même  n'.  |^=  n (ji)*. . • On  trouve 
ainsi  qu’au  bout  de  loo  ans,  le  nombre 
des  habitans  sera 


« (|è)‘°°  = 'î^=2  654  874, 


log  3i  = t,49i36if>q 
-log  3o  = i,4;7hi35 

0,01434044 

100  foi». ..  1,434044 
log  n = 5,000000 
log  X = 6, 4^4044 


comme  le  montre  le  calcul.  Si  l’accrois- 
sement annuel  de  la  population  est  d’un 
r',  on  trouve  de  même  que  le  nombre  primitif  n des  habitans  de- 
vient, après  ÿ années,  a;  On  peut  prendre  pour 

inconnue  l’une  des  quantités  x,  n,  r ou  q,  les  autres  étant 
données;  et  l’on  trouve 

log  j:=logn-f-9[log(l-|-r)  — logr],  logh  = log  x— <;[log  (l  -l-r)— logr], 

iog(^.-i-Q=i28^:^. 

Problèmes  dépendans  des  ^oportions. 

i5o.  "Règle  (Fintérêt.  Ce  qu’on  a dit  n°  80,  prouve  que  le  ca- 
pital C placé  à I pour  cent  par  an  ; produit  en  j jours,  l’intérêt 
simple 


» _ log  X — log  n 
log(i  +r)  — logr’ 


X- 

3booo  0000 


Xg. 


et  comme  j peut  être  décomposé  en  parties  aliquotes  on  divi- 
seurs de  6000,  et  I en  diviseurs  de  6,  on  retrouve  le  procédé  de 
calcul  exposée  n°  80. 

Intérêt  composé.  Quand  chaque  année  on  laisse  le  capital 
s’accroître  des  intérêts  échus,  voici  ce  qui  arrive.  Si  r fr.  rap- 
portent^ t fr.  après  un  mois  ou  un  an,  le  capital  a s’est  accru 

de  -,  et  est  devenu 
r 


— J = «7, 


cil  faisant  pour  abréger,  q = i -f-  ^ 


f 
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Mais  ce  nouveau  capital  a placé  durant  le  mois  ou  l’an  qui' 
suit,  devient  de  même  e/q,  ou  aq'‘.  Ainsi,  on  a successivement  ' 
aq*,  aq*, ...  et  après  l fois  Tunité  de  temps,  le  capital  accu- 
mulé avec  les  intérêts  échus,  est 

x = aq'=a(^à^ 

Cette  équ.  donnera  l’un  des  quatre  nombres  a,  t,  x et  r ou  7,, 
les  trois  autres  étant  connus.  Si  l’on  veut  que  l’intérêt  soit  sti- 
pulé à tant  pour  cent,  on  fera  ri—  loo,  ^ = i -f-  0,01  X i- 
Par  ex.,  un  homme  destine  une  somme  de  10  000  fr.  à payer 
un  bien  deiaooofr.;  ilplaceàceteffetsoncapitalà  Spour  cent 
par  an,  et  y joint  çhaque  année  les  intérêts  échus  : on  demande  à 
quel  instant  son  but  sera  rempli;  on  a i=5,  r==3o,j  =^,  puis' 

13  000=  10000  X(^)'r  ou  6=^5|x<^)'; 

d’oùl’on  tire  la  valeur  de  l’exposant  t,  parte  théorème  n°  i47>3'’. , 
savoir,  tr=  3 ans  et  9 mois  environ. 

La  table  ci-jointe  suppose  qu’un  capital  de  1000  fr.  est  placé 
k 5 ou  6 p.  °/o  par  an;  que  l’intérêt  est  payé  par  semestre; 
et  que  chaque  intérêt  est  immédiatement  joint  au  capital  pour 
devenir  productif  d’intérêt. 

On  y voit  qu’une  somme  de  1000  fr.  à 5 p.  "/,  l’an , produit 
1996^,50  au  bout  de  i4  Rns,  en  cumulant  sans  cesse  les  intérêts 
semestriels.  , 

C’est  donc  la  même  chose  de  payer  actuellement  >000  fr. 
ou  de  donner  1996', 5o  dans  i4  ans,  quand  le  taux  d’intérêt 
annuel  est  5 p.  % : celui  qui  est  obligé  de  payer  1996^,50  dans 
i4  ans,  sans  intérêt,  peut  escompter,  ou  se  libérer,  en  payant 
de  suite  seulement  1 000  fr.  > 

On  voit  aussi  que  le  capital,  est  double  en  moins  de  i4  ans 
et  demi , à 5 p.  ”/o  l’an  ; il  serait  triplé  en  19  ans  à 6 p.  */,. 

Quand  le  capital  est  2 ou  3 mille  francs , il  faut  doubler  ou 
tripler  les  nombres  ci-dessus,  et  ainsi  proportionnellement  pour 
tout  autre  capital.  Par  exemple  , 25oo  fr.  capitalisés  avec  les 
intérêts  pendant  12  ans  produiront  2,5XI8o8',73=45aI^82; 
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Accroissement  de  1000  fr.  par  intérêts  composés  de  6 en  G mois, 
aux  taux  </e  4 » 5 et  6 pour  cent  par  an. . 


et  c’est  la  même  chose  de  payer  actuellement  aSoo^,  ou  de  don- 
ner 4&2i',8a  dau*  la  ana. 

Si  l’on  deTaitpayerSoooo^dausSanssansintérêt,  on  pourrait 
escompter  actuellement,  en  donnant  une  somme  qu’on  trouve 
par  cette  proportion  : si  1280^,08  deviennent  3oooo',  1000*  de- 
viennent x=23436',o4,  somme  à payer  de  suite,  au  lieu  de 
3oooo'  dans  5 ans,  au  taux  de  5 p.  "/o  par  an. 

i5i.  uênnaités.  On  nomme  ainsi  la  rente  d’un  capital  a, 
calculée  de  sorte  qu’en  payant  chaque  année  une  somme  x,  qui 
soit  toujours  la  même,  cette  somme  soit  formée  des  intérêts 
échus  et  d’un  ê-comptesur  le  capital,  leqnel  se  réduisant  ainsi 
peu  à peu , soit  rendu  nul  après  un  temps  déterminé. 

Le  capital  vaut  aq  après  la  i"  année  ; on  paie  x , et  l’on  ne 
doit  plus  que  a'=aq — x.  Après  le  2'  paiement  x,  a'  se  trouve 
de  même  réduit  à a'q  — x , ou  aÿ’  — qx  — x : continuant  de 
même  à nutltiplier  par  7 et  à retrancher  .r,  pour  avoir  ce  qui 
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reste  dû  après  chacune  des  années  successives , ou  en  vieiil  enfin 
à trouver  que  l’emprunteur  doit  encore  après  (années,  lors- 
qu’il vient  d’effectuer  son  (*  paiement  x ( n®*  99 , i44)* 


Z = — x(f~'  — xÿ‘~“ ...  — X 

ou  z—aq‘ — x(7'“‘ 4- ç'~*. . . -f- i) 

ou  z=s(n  — xr)  ^ 

i . I 

à cause  àe  qr=  i 4~  c-  Si  l’emprunteur  s’est  acquitté , z = o , 
et  l’on  trouve 


= aq‘  — X 


(IS). 


(i+'-y 

t ' ' ' ' ■ PS  M . V » •• 

tf — I r (i  4-r/  — r* 


Du  reste,  on  peut  prendre  ici  pour  inconnue  l’une  quel- 
conque (v.p.  i54)  d^^iuantitésof,  a,  ret(,  les  autres  étant 
données.  Les  log.  soiitalors  d’un  usage  très  commode,  ou  même 
indispensable.  S’il  faut  résoudre  l’équ.  par  rapport  à l’expo- 
sant/, on  trouve  ÿ'(x  + a — aq)=zx,  d’où  (»“  i47,  3®.) 

^ logx  — log(x  + a — aq) log  x + log  r ~ log  (rx  — a) 

ïôgy  ~ . ïog  (>  + ^)  — *06 


De  même , si  l’on  veut  que  l’inconnue  soit  x ou  a , ou  posera 
> . ‘ rx  — a 


d’où  x = j^^i  a~  x{r—jr), 

s . ^ 

équ.  qui  donneront  x.oua,  lorsque  sera  connu,  pr,  substi- 
tuant ci-dessus  pour  x cette  valeur , on  trouve  ( 1 -J-  ryjr  = r'”*". 

C’est  sur  cette  théorie  que  sont  établies  les  rentes  dont  le  ca- 
pital et  les  intérêts  s’éteignent  à la  mort  du  préteur,  et  qu’on 
nomme  viagère.;.  On  suppose  que  le  prêteur  doit  encore  vivre 
( années , lorsqu’il  place  le  capital  a , et  l’on  demande  quelle 
somme  x on  doit  lui  payer  chaque  année  , pour  qu’à  l’expiration 
de  ces  (années il  n’ait  plus  droit  à aucune  somme  : cette  rente 
est  donnée  par  la  valeur  ci-dessus  de  x.  Si , par  ex.,  rintérêt  de 
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loofr.  eu  perpétuel  est  5 (5  pour  cent,  ou  le  tleuier  ao } , un  a 
r=ao  ; et  si  l’on  prend  a = loo  fr.  pour  capital , on  obtient 


20  100  * 

^ = 20(^)'=--^.,X=-^. 


Il  est  vrai  qu’on  ne  sait* pas  d’avance  combien  d’années  le 
préteur  doit  encore  vivre  , mais  on  le  suppose,  d'après  les  tables 
de  mortalité  : et  quoique  cette  présomption  puisse  être  fau- 
tive, elle  devient  exacte  pour  un  grand  nombre  d’individus  pri< 
ensemble,  parce  que  les  uns  gagnent  précisément  en  durée  de 
la  vie  ce  que  les  autres  perdent.  On  sait,  par  expérience,  quelle 
est  la  durée  de  vie  probable  d’un  individu  dont  l’âge  est  coiniu. 
La  i”  ligne  est  celle  des  âges,  la  a'  le  nombre  t d’années  qui 
restent  probablement  à vivre.  (Voy . l’y-fnmi  du  Bur.  des  Long.) 

Ages...  I.  5 .io.i5.ao  .a5  .3o  .35.4o.4â.So.55.6o.65  .7o.'75.8o  ans. 

't 37.4H43-39-â5j.3aJ.  29l.a6.a3.ao.i7.i4  ii.8î.  5.  Sfans... 

C'est  sur  cette  probabilité  qu’on  établit  l’intérêt  des  rentes 
viagères.  Ainsi  un  homme  de  ans  pouvant  encore  espérer 

a3  ans  d’existence , / = a3 , et  l’on  trouve  r = = 6,5 

■*  I ,03  ' 

* environ,  d’où  a:=  y ,4  : le  capital  doit  être  placé  en  viager 
à 7’,4  pour  cent  par  an.  Les  chances  réservées  aux  membres 
des  sociétés  connues  sous  le  nom  de  Tontines  sont  aussi  réglées 
sur  le  même  système. 

iSa.  Escomptes.  Soit  a le  capital,  i l’intérêt  de  loo  fr. 

par  mois,  r le  denier,  t le  nombre  de  mois,-^^  est  l’intérêt  • 
* 1 00  ’ 

ainsi , pour  Yescompte  en  dehors,  la  somme  à payer  pour  le  ca- 
pital a est  . - . , 

Pour  l’escompte  en  dedans,  il  faut  raisonner  ainsi:  puisque 
loo  -f-  ti  doitétre  réduit  â lOo,  à combien  a esUil  réduit?  d’où 

1 00  a ar 
I oo  -f-  li  r -H  t 


* 
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Si  la  somme  S n’est  exigible  que  dans  i moLs,  et  qu’oa  reuille 
avoir  égard  aux  inte'rêts  des  intérêts  durant  ce  temps , il  faut 
recourir  à la  formule  de  la  p.  218;  on  trouve  que  le  capital  S 
doit  être  réduit  à * 


i53.  Règles  de  fausses  positions . Soit  ax  = M’équation  qni 
lie  entre  elles  les  parties  d’une  question  ; si  l’on  suppose  à x 
une  valeur  arbitraire  s,  et  qu’on  l’assujettisse  à satisfaire  aux 
conditions  du  problème , ce  ne  serait  qne  par  hasard  qu’on 
trouverait  as  = b.  Supposons  donc  qu’on  ait  as  = é ; en  divi- 

S C • 

saut  terme  à terme  par  ax=ib,  on  trouve  - = t : ainsi  le  ré- 

X O 

sultat  qu’on  obtient  est  à celui  qu’on  doit  obtenir,  comme  le 
nombre  supposé  est  à Vinconnue. 

Cherdions  un  nomiu-e  dont  la  -j,  le  - et  te  | réunis  fassent  456. 
Supposons  que  200  soit  ce  nombre;  sa  moitié,  son  quart  etspn 
cinquième  forment  190,  au  lieu  de  4^>  RÎnsi  200  n’est  pas  le 
nombre  cherché  : on  posera  la  proportion 


190  ; 4®^  ••  200  : ar,  d’où  a:=  48o- 

Combien  faudrait-il  de  temps  pour  remplir  un  bassin  à l’aide 
de  quatre  robinets,  dont  l’un  le  rempfirait  en  2 heures,  le  2.‘ 
en  3,  le  3*  en  5,  le  4*  en  6.  Supposons  qu’il  fallût  une  heure  ; le 
premier  robinet  emplirait  la  moitié  du  bassin,  le  2*  le  le  3*  le 
5,  le  4*  È;  comme  on  trouve  à + | + i + s = |.  au 

lieu  de  i,  il  y avait  erreur  k supposer  .une  heme  ; on  dira 
f t : a:=  I'"  =5o  minutes. 

Ce  procédé,  quoique  applicable  aux  règles  de  société,  d’in- 
térêt, etc.,  ne  l’est  pas  à tous  les  problèmes  du  premier  degré, 
puisque  l’équation  la  plus  générale  est  ax b = ex  -i-  d.  Si 
la  supposition  a:  = ^ ne  rend  pas  a^  -f-  û égal'  à es  -\-d,  il  en 
résultera  une  erreur  c , de  sorte  que  as  -j-  û — (es  -h  d)  = e) 
retranchant  de  \k  ax-{~b — (cx-f-d)  =: o,  on  a (a — c)  (s — x)~e. 

Une  autre  supposition  s'  qui  entraînerait  l’erreur  e' , donnerait  *■ 

4 ' 
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(a—c)(s'—a:)=e'  : divisant  ces  résultats  terme  à terme,  pn  a 


e ,,  , es- 

, d ou  a:  = 

e e - 


Ainsi,  multipliez  la  erreur  par  la  2*  supposition,  et  récipro- 

quement}  retranchez  les  produits,  en  ayant  égard  aux  signes  des 
erreurs;  divisez  ensuite  par  la  différence  des  erreurs,  le  quo- 
tientsera  l’inconnue.  C’est  en  cela  que  consiste  la  règle  de  dou- 
ble fausse  position , applicable  à tous  les  problèmes  du  pre- 
iriier  degré.  ' 

Dans  notre  dernière  question  ; la  supposi-  * 

tion  de  *s=  I*,  a donné  et  par  conséquent  Suppos.  Erreurs, 
l’erreur  -f-  j.  En  faisant  ar  ==  i*,  on  a f pour  * heure -f-  5 
résultat,  et — f d’erreur.  J’écris  ces  nombres  î ■ • • — 5 
comme  on  le  voit  ci-contre,  je  muldplie  en  croix,  et  je  re; 
tranche  ; j’ai  Hr  f ou  i ; la  différence  des  erreurs  est  j -f-  ^ 
ou|  ; enfin  je  divise  ipar|,  et  j’ai  a:  = |. 

Uu  père  a 4°  ans^  son  fils  eu  a'  ta;  quand 
l’âgé  du  père  sera-t-il  triple  de  celui  du  fils 

( page  i52  ) ? Je  suppose  5 ans  : le  père  aura  ~~  ^ 

alors  45  ans,  le  fils  ij;  le  triple  de  l'j,  au  $ + ‘*2  ' 

lieu  de  produire  45,  donne  6 ans  de  plus.  En  ■ ' 

supposant  i an,  l’erreur  est  de  — 2.  Les  produits  réciproques 
dés  erreurs  par  les  suppositions  donnent  t&  pour  différence  ; 
divisant  par  la  différence  des  erreurs,  qui  est  8,  j’ai  2 : c'est 
dans  2 ans  que  l’âge  du  père  sera  triple  de  celui  du  fils. 


» 
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ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE. 

«> 


La  GioniTRiE  est  la  science  qui  se  propose  de  mesurer  l’É- 
TENDDE  et  d’en  considérer  les  formes  et  les  propriétés.  Tout 
corps  a trois  dimensions , Longueur,  Largeur  et  Épaisseur  ou 
Profbruieur  : les  limites  qui  le  déterminent  en  sont  la  Surface. 
Mais  les  surfaces  d’uu  corps,  en  se  rencontrant  deux  à deux,  sont 
elles-mêmes  terminées-par  des  Lignes ^ les  limites  qui  bornent 
les  lignes  sont  des  Points.  Ce  sont  ces  diverses  limites  des  corps 
qui  nous  servent  à reconnaître  leur  Figure. 

Quoiqu’il  n’y  ait  pas  de  corps  sans  trois  dimensions,  on  fait 
souvent  abstraction  de  l’une  d’elles  ou  de  deux  : pir  ex.,  si  l’on 
parle  de  la  grandeur  d’un  champ,  ou  de  la  hauteur  d’un  édifice, 
on  n’a  égard  qu’à  une  surface  ou  une  ligne.  Afin  de  procéder 
du  simple  au  composé,  par  une  gradation  qui  facilite  l’étude , 
nous  diviserons  la  Géométrie  en  trois  parties  : la  première 
traitera  des  Lignes,  la  seconde  des  Surfaces,  la  troisième  des 
Volumes. 

!.  De.s  lignes. 


Des  Droites,  des  Angles  et  des  Triangles. 

i54'  On  peut  regarder  une  ligne  comme  la  trace  que  laisse 
un  point  A (fig.  i ) qui  se  meut  vers  un  autre  point  B.  On  dit 
que  la  ligne  est  droite  quand,  en  la  faisant  pirouetter  autonr 
dc  deux  de  ses  points  A et  B (6g  i ) , aucun  des  autres  points 
de  AB,  n’éprouve  de  déplacement  : sinon  , la  ligne  est.coiii- 


r 
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posee  de  lignes  droites  brise'es  AC,CD,DB  (fig.  2)  dispose'csbout 
à bout  ; ou  bien  cette  ligne  n’a  aucune  partie  rectiligne  et  est 
appelée  Coorbe  AMB  (fig.  3). 

Donc  I®  lorsqu’une  ligne  AB  (fig  i)  est  droite,  et  qu’on 
prend  sur  son  cours  deux  points  C,D,  la  droite  CD  qui  joint  ces 
points  se  confond  dans  toute  sa  longueur  avec  les  points  de  AB; 
et  si  l’on  imagine  au-delà  des  extrémitésCetD  d’une  droiteCD, 
deux  autres  pointsA  et  B,  tels  que  la  droite  ABcoîncideavec CD; 
ces  points  A et  B sont  dits  sur  le  prolongement  de  la  droite  CD. 

2®.  Toute  droite  CD  doit  être  conçue  prolongée  indéfiniment 
par  ses  deux  bouts. 

3°.  Deux  droites  qui  ont  deux  points  communs,  coïncident 
ensemble. 

4°.  Deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu’en  un  seul  point, 
puisque  si  elles  avaient  deux  points  communs,  elles  coïncide- 
raient. 

Un  Plan  est  une  surface  sur  laquelle  est  appliquée  toute  ligne 
droite  joignant  deux  points  quelconques  de  cette  Siirface. 
Étant  donnés  trois  points  non  en  ligne  droite,  on  peut  tou- 
jours faire  passer  un  plan  par  ces  trois  points,  puisqu’en  tour- 
nant autour  de  la  droite  qui  joint  deux  de  ces  points,  on 
pourra  faire  passer  le  plan  par  le  3'  point  : et  il  est  évident  que 
la  position  absolue  du  plan  sera  alors  déterminée ^ c.-à-d.  fixée 
de  manière  qu’un  autre  plan  ne  pourrait  contenir  ces  trois 
points  sans  coïncider  avec  le  premier. 

155.  Lorsqu’on  veut  ajouter  deux  lignes  droites  ou  deux 
longueurs  BC,  CA  (fig.  i),  on  porte  l’une  CA  sur  le  prolonge- 
ment de  Éautre  BC,  et  la  somme  est  BA=BC-(-CA.  Si  les 
parties  BC,  CA  sont  égales,  BA  est  double  de  CA  : on  peut  de 
même  tripler  CA,  etc.  % 

Pour  soustraire  CA  dcBA,  on  trouve  BC=BA — CA;  ainsi  on 
sait  retrancher  une  longueur  d’un  autre.  En  général  l’addition 
ou  la souslvaction  de  tant  de  droites  qu’on  voudra,  la  multi- 
plication, la  division  des  longueur^  sont  des  opérations  faciles 
à concevoir. 

156.  Deux  droites  CB,  CA  (fig.  4)  n’ayant  qu’un  seul  point 
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C coiumun  , ne  peuvent  enclore  un  espace  ; l’étemlue  indéfinie 
comprise  entre  ces  droites  prolongées  sans  limités,  est  ce  qu’on 
appelle  un  Angle.  IjC  point  C de  section  des  deux  ligues  est  le 
iommel  de  l'angle. 

On  désigne  un  angle  par  la  lettre  placée  au  sommet  ; et  lors- 
que ce  pointestcoiumun  à plusieurs  angles,  comraefig.  10,12..., 
on  distingue  ces  angles  en  énonçant  les  trois  lettres  écrites  sur 
les  côtés,  celle  du  ^inmet  entre  celles  des  côtés.  L’angle  C 
(fig.  4)  esi  aussi  désigné  par  BCA  ou  ACB.  • 

«57.  Deux  angles  ACB,  acb  (fig.  4l  sont  égaux,  quand  en 
les  posant  l’un  sur  l’autre , ils  peuvent  coïncider  : appliquons 
le  côté  cb  sur  CB,  les  sommets  c,C,  se  confondant,  le  côté  ca 
se  couchera  sur  CA. 

Les  côtés  d’un  angle  devant  toujours  être  considérés  comme 
indéfiniment  prolongés,  on  voit  que  la  grandeur  tfun  angle 
ne  dépend  pas  de  la  longueur  de  ses  côtés , longueur  qui  est 
censée  illimitée,  mais  de  l’écartement  des  deux  lignes.  Qu’on 
fasse  tourner  le  côté  BC  âutour  du  sommet  C(fig.  5)  pour  lui 
faire  prendre  la  position  DC , l’angle  BCA  devenu  DCA , aura 
augmenté  de  l’angle  DCB^  DCA  est  la  somme  des  deux  autres, 
BCA  la  différence  entre  DCAetBCD;  DCA  = BCA-1-BCD,  BCA=r 
DCA  — BCD.  Si  BCD  =BCA,  DCA  est  le  double  de  BCA  : on 
comprend  ce  qu’on  tjoit  entendre  par  le  triple  d’un  angle,  sa 
moitié.  Son  tiers  , etc. 

i58.  Lorsqu’une  droite  BC(fig.  6 et  7 ) tombe  sur  une  autre 
droite  AE,  elle  fait  deux  angles  BCE,  BCA  qu’on  appelle  de 
suite  ou  adjacents.  S’il  arrive  (fig  7)  que  ces  angles  soient  égaux, 

с. -à-d.  qu’en  pliant  la  fig.  selon  CB,  la  droite  CE  s’applique 
sur  CA,  les  deux  angles  sont  appelés  droits,  et  on  dit  que  la  li- 
gne CB  est  perpendiculaire  sur  AE.  ^ 

1 5g.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux.  Supposons  BC  (fig. 8) 
perpendiculaire  sur  AE , et  bc  sur  ae,  c.-à-d.  les  angles 
BCA=BCE,  bca  = bce.  Transportant  l’une  des  fig.  sur  l’autre, 
appliquons  le  point  c sur  C,  et  la  droite  ae  sur  AE  ; bc  devra  .se 
coucher  sur  BC.  Car  si  on  suppose  que  bc  prenne  la  position  CF, 
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on  aurait  BCA=  BCE,  FCA  = FCE(Ajyw.),ce  qui  ne  peut  être; 
carBCA  e'tant  FCA,  BCE  devrait  aussi  être  FCE. 

160.  Deux  angles  de  suite  DCE,  DCA  (fig.  6)ontpoursomme 
deux  angles  droits  : c’est  ce  que  inet  en  e'vidence  la  perpendi- 
culaire DC.  êleve'e  en  C sur  AE. 

Réciproquement,  si  la  somme  de  deux  angles  donnés  vaut 
deux  droits,  etqu’on  accole  ces  angles  comme  BCE,BCA(fig.9), 
pour  les  ajouter  (n°  i5j),  les  deux  côtés  extrêmes  AC,  CE  seront 
en  ligne  droite.  Car  si  cela  n’était  pas,  que,  par  ex.  CH  (au  lieu 
de  CA)  fût  le  prolongement  de  CE,  on  aurait  BCE-|-BCA=  7. 
droits  ijijpo.)  BCE  -j-  BCH  = a dr.  (n®  160)  ; dont  en  égalant  les 
premiers  membres,  BCA=BCH,  ce  qui  est  absurde. 

L’angle  BCE  (fig.  6)  qui  est  plus  petit  que  l’angle  droit  DCE 
est  dit  aigu ^ l’angle  BCA  qui  est  plus  grand  que  l’angle  droit 
DCA  est  dit  obtus.  Deux  angles  adjacens  BCE,  BCA,  ou  dont  la 
somme  vaut  deux  droits,  sont  appelés  supplémentaires  : deux 
angles  sont  dits  complémentaires  quand  leur  somme  vaut  un 
droit,  comme  BCE  et  DCB  (fig.  6). 

Il  est  visible  que  tant  de  lignes  qu’on  voudra  CB,  CF,  CD, 
dans  le  même  plan  (lig.  10)  qui  tombent  en  un  point  C de  la 
droite  AE,  font  des  angles  BCE,  BCF,  FCD,  DCA,  dont /a  somme 
vaut  deux  droits  : c’est  ce  que  montre  la  perpendiculaire  CH. 

161 . Lorsque  deux  droites  BD,  AE  (fig.  1 1)  se  coupent,  les 
angles  BCE , ACD  opposés  au  sommet  sont  égaux  : car 
BCE -|- BCA  = 2 dr.  (n®  i6o),  ACD -j- BCA  =2  dr.  Donc 
BCE=ACD. 

En  prolongeant  en  D (fig.  «j)  la  perpendiculaire  BC  à AE, 
comme  l’angle  droit  BCE  = ACD  , on  voit  que  l’angle 
ACB=ACD;  AE  est  donc  réciproquement  perpendicülaire  sur 
BD,  et  les  quatre  angles  de  la  fig.  sont  droits  et  égaux. 

Tant  de  lignes  qu’on  voudra  AC,  BC,  DC. . . . (fig.  12)  dans 
un  même  plan,  qui  concourent  en  un  point  C,  fornient  des  an- 
gles ACB,  BCD,  DCE,  etc.,  dont  la  somme  vaut  quatre  droits; 
car  les  deux  perpendiculaires  MN,  PQ,  menées  parC,  forment 
quatre  angles  droits  qui  embrassent  toutes  les  surfaces  angu- 
laires du  plan. 
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162.  Deux  lignes  droites  ne  suffisant  pas  pour  enclore  un  es.-  , 
' parc  (n”  i56),  il  faut  au  moins  une  3'  ligne  pour  limiter 

l’étendue.  La  fig.  ainsi  formée,  telle  que  ABC(fig.  i6l  est  ap- 
pelée un  Triangle-:  elle  a trois  côtés  AB,AC,BC,  et  trois  an- 
gles A,B,C.  Si  les  trois  côtés  sont  égaux  (fig.  14),  le  triangle 
est  équilatéral } il  est  isoscèle  (fig.  i5)  quand  deux  côtés  seu; 
leinent  sont  égaux,  AC  =BC;  enfin  il  est  scalhne  lorsque  les 
trois  côtés  sont  inégaux,  ABC  (fig.  i3).  «Quand  il  a un  a^gle 
droit  A (fig.  16),  le  triangle  est  rectangle  ^ on  donne  le  nom 
A' hjpolénme  an  côté  BC  qui  est  opposé  à cet  angle  droit  A. 

Le  sommet  C (fig.  i3)  de  l’un  quelconque  des  angles  est 
le  sommet  du  triangle,  la  base  AB  est  le  côtg  opposé;  la  hau-^ 
leur  est  la  perpendiculaire  CD  abaissée  du  sommet  C sur  la 
base  AB. 

163.  Deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  7.^)  sont  égaux  lorsque 
deux  de  leurs  côtés  sont  respectivement  égaux  chacun  à chacun, 
comprenant  un  angle  égal,  AB=oi,  kC  — ac,  A=a.  En  effet, 
transportons  le  tri.mgle  abc  sur  ABC,  en  faisant  tomber  le 
côté  ab  sur  son  égal  AB,  savoir,  a sur  A,  b sur  B;  comme 
l’angle  a = A {hjrpo.),  le  côté  ac  prendra  la  direction  AC:  mais 
les  longueurs  ac  AC  sont  égales  [hypo.)  donc  c tombera  sur  C, 
et  par  suite  bc  se  confondra  avecBC;  les  surfaces  abc,  ABC 
coïncideront  en  toutes  leurs  parties,  d’où  Br=ô,  C=c,  BC=ùe. 

164.  Lorsqu  un  triangle  ABC  (fig.  i5)  est  isoscèle,  les  angles 
A et  B opposés  aux  côtés  égaux  AC,  BC  sont  égaux,  A = B. 

En  effet,  tirons  la  droite  CD  qui  coupe  en  deux  parties  égales 

^l’angle  C du  sommet , savoir,  angle  ACD  ~ BCD;  en  pliant  la 
fig.  selon  CD,  le  côté  CA  prendra  la  direction  CB  ; les  côtés  CA, 
CB,  étant  égaux  {hjrpo.)  coïncideront  ; A tombera  sur  B , AD  sur 
DB;  ainsi  A = B. 

Donc  i“.  les  trois  angles  A,  B,  C (fig.  i4)  d’un  triangle  équi- 
latéral sont  égaux. 

2*.  L’angle  ADC  = BDC  (fig.  i5),  c.-à-d.  que  ces  angles  sont 
<lroils  (n“  i58),  et  AD  = BD,  ainsi  la  droite  CD  qui  divise 
par  moitiés  l’angle  C du  sommet  d’un  triangle  isoscèle , est 
perpendiculaire  à la  base  AB  et  passe  par  sou  milieu  D.' 
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165.  Réciproquement, t"]),»!  l'an- 
gle j4=z  A UC,  les  cÔLés opposés  j4C,  UC,  sont  égaux  ( le  irian- 
(>le  est  isoscêle).  Car  si  l’on  n’a  pas  AC  = BC,prcnonssurIcplus 
grand  de  ces  cûte's  une  longueur  AD  égale  à l’autre  côté  BC,  et 
lirons  BD.  Les  deux  triangles  ABD,ABC  ont  le  côté  cominun 
AB,  le  côté  AD=z  BC  (^coiistr.)  et  l’angle  A =ABC  {hjrpo.)-, 
donc  ces  deux  triangles  devraient  être  égaux  (n“  i63) , ce  qui 
est  évidemment  absurde. 

Donc  ui>  triangle  qui  a ses  trois  angles  égaux  est  équilatéral. 

166.  Deux  triangles  ABC , abc  (fig.  ib)  sont  égaux  lorsque 
leurs  trois  côtés  sont  égaux  chacun  à chacun,  A B-=ab,  AC— ac, 
BC=.bc.  En  effet,  transportons  l’un  des  triangles  sur  l’autre, 
en  faisant  coïncider  des  côtés  égaux  AB,aô,  et  des  sommets 
A, U etB,ô,  semblablement  placés  ; il  s’agit  de  prouver  que  les 
surfaces  se  confondront  ensemble.  En  effet,  si  cela  n’a  pas  lieu, 
il  ne  pourra  arriver  que  trois  cas. 

i®.  Si  les  triangles  tombent  comme  ACB,  ACD  (fig.  19),  les 
sommets  Cet  D étant  au. dehors  des  surfaces  respectives  ; comme 
le  côté  AC  =AD  {hjrpo.),  le  triangle  ACD  est  isoscêle,  et  l’an-, 
gle  AGD=ADC  (n®  i64)  ; d’ailleurs  l’angle  BCD  ACD  ou  ADC. 
D’un  autre  côté,  BD  = BC  {hjrpo.) , d’où  l’angle  BCD=BDC  ; 
ainsi  l’angle  ADC  BDC  ou  BCD.  Ces  deux  conséquences  con  • 
tradictoires  prouvent  que  ce  cas  est  impossible. 

2°.  Si  l’un  des  triangles  ABD  (fig.  20)  est  renfermé  dans  l’au- 
tre ACB,  tirez  PC  et  prolongez  AC  et  AD  vers  E et  F.  Le  côté 
AD  = AC  {hj-po.);  donc  l’angle  ACD  = ADC  (n®  i64),  et  aussi 
les  suppléments  sont  égaux  , ECD  = FDC  (n*  160).  Or 
ECD>  BCD,  d’où  F1)C  i>BCD.  D’ailleurs  BD  = BC  ( hj-po.  ) , 
d’où  l’angle  BCD  = BDC;  et  comme  FDC  BDC,  on  a* 
FDC<^BCD  : conclusions  encore  contradictoires.  ■« 

3®.  Enfin  , le  sommet  D (fig.  21)  de  l’un  des  triangles  ABD, 
ne  peut  tomber  sur  le  côté  BC  de  l’autre  ABC,  puisqu’on  aurait 
BD  — BC,  ce  qui  est  impossible. 

167.  Prolongeons  l’un  des  côtés  AC  {Uq.7.2)  du  triangle  ABC, 
l’angle  extérieur  BCD  est  toujours  plus  grand  que  chacun  des 
(fPgles  intérieurs  opposés  B et  A.  Car,  par  le  milieu  I de  BC,  et 
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le  sommet  A,  tirons  une  droite  indéfinie  AIF,  prenons IFr=Al 
et  tirons  FC.  Les  triangles  IFC,  AIB  sont  égaux  , à cause  de  AI 
= IF  (constr.) , BI  = IC  {hjpo.)  et  les  ang'es  1 opposés  au  som- 
met ; donc  l’angle  B=ICF  lCD. 

En  prolongeant  le  côté  BC  vers  G , on  prouve  de  même  que 
l’angle  ACG  > BAC;  et  comme  l’angle  BCD  est  opposé  au 
sommet  de  ACG,  on  a BCD  > BAC. 

Il  en  résulte  que  i“  la  somme  de  deux  angles  quelconques 
d’un  triangle  est  plus  petite  que  deux  droits  : car  BAC  < BCD  ; 
ajoutant  des  deux  côtés  BCA , on  a BAC+  BCA  BCD  -f-  BCA 
ou  2 droits. 

2°.  Un  triangle  a au  moins  deux  angles  aigus  ; le  3‘  angle 
peut  être  aigu , droit  ou  obtus.  • 

3*.  Par  un  point  A (6g.  23)  pris  sur  le  côté  d’un  angle  aigu 
ACO  la  perpendiculaire  AD  menée  sur  Vautre  côté  CO,  tombe 
dans  la  surface  de  cet  angle  ; car  si  cette  perpendiculaire  pou- 
vait tomber  comme  AB  dans  l’angle  obtus  ACE,  le  triangle  ABC 
aurait  un  angle  droit  B,  et  un'  angle  AG  B obtus,'  dont  la  somme 
'serait  > 2 droits. 

4°.  La  perpendiculaire  menée  du  point  A pris  sur  le  côté 
d’un  angle  obtus  ACE  tombe  au  dehors  de  cet  angle,  c.-à-d. 
sur  le  côté  CE  prolongé. 

5°.  La  perpendiculaire  CD  (6g.  i3)  menée  du  sommet  C d’un 
triangle  tombe  au  deda'ns  de  la  surface  quand  les  angles  inté- 
rieurs à la  base  sont  tous  deux  aigus  : elle  tombe  au  dehors , 
quand' l’un  de  ces  angles  est  obtus. 

6*.  D’un  point  donné,  on  ne  peut  mener  qu’une  seule  per- 
« pendiculaire  à une  droite  ED  (6g.  2^)  ; car  cela  est  évident  si 
le  point  est  en  D sur  la  ligne  ED  ; et  s’il  est  au  dehors , en  A , 
en  sorte  qu’on  ait  deux  perpendiculaires  AC  et  AD  sur  EO , les 
angles  en  D et  C sont  droits,  ce  qui  est  démontré  impossible. 

i68.  Deux  triangles  sont  égaux,  quand  deux  de  leurs  an- 
gles sont  respectivement  égaux  chacun  à chacun,  et  qu’ils  ont 
en  outre  un  côté  égal  placé  de  la  même  manière  par  rapport  à 
ces  deux  angles. 

i"  Cas.  Si  les  angles  sont  adjacents  au  côté,  soit  ,\B  = ab 
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(fig.  i8),  A = «,  En  portant  le  triangle  abc  sur  ABC, 'et 

faisant  coïncider  les  côtés  égaux  ab,  AB,  coinine  l'angle  K— a, 
le  côté  ac  prendra  la  direction  AC.  De  même  puisque  l’angle  B 
= b,  le  côté  bc  prendra  la  direction  BC  : ainsi  le  point  c tom- 
bera sur  C,  les  surfaces  abc,  ABC,  coïncideront,  d’où  BC=  bc, 
AC  = ûc,  C=  c. 

2*  Cas.  Si  le  côté  est  opposé  à l’un  des  angles,  soit  .\B=  ab 
(lig.  24),  l’angle  A = a,  et  C-=c  : supposons  que  AC  soit  ^ ne  ; 
prenons  AH  •=  ac,  et  tirons  BH.  Le  triangle  ABH  =abc,  A 
cause  de  ABz=ab  (hjrpo.) , AH  = nc  (constr.) , et  l’angle  A~a 
{hjrpo.)  : donc  l’angle  AHB=cj  or  c — C {bjrpo.),  donc 
AHB=C,  ce  qui  est  impossible , puisque  l’angle  AHB  est  exté- 
rieur au  triangle  BHC  ( n*  167  ).  Donc  \C~  ac,  et  les  trian- 
gles ABC,  abc  sont  égaux  (n“  i63). 

Donc  dcNX  triangles  rectangles  sont  égaux,  quand,  outre  les 
hypoténuses  égales , ils  ont  encore'  un  angle  aigu  égal. 

Mesure  des  Distances. 

1 69.  Dans  tout  triangle  B A C (fig.  27),  de  deux  côtés,  le  plus 
grand  est  opposé  au  plus  grand  angle.  Si  BC  > AC , prouvons 
que  l’angle  CAB]>B.  Prenons  sur  CB  la  partie  CD  = ÂC,  et 
tirons  AD:  l’angle  ADC,  extérieur  au  triangle  ADB,  est^  B 
(n"  167);  mais  dans  le  triangle  isoscèle  ACD,  l’angle  ADC=CAD; 
donc  l’angle  CAD  j>  B,  et  A fortiori  CAB  > B. 

Donc  les  trois  angles  À,  B,  C (fig.  i3)  d’un  triangle  scalène 
sont  inégaux. 

Réciproquement  (fig.  27),  soit  l’angle  CAB  > B,  il  faut  que 
BC  soit  AC  : car  ces  deux  côtés  ne  peuvent  être  égaux , puisque 

alors  l’angle  CABserait  = B (n"  i64);  ou  ne  peut  non  plus  avoir 
BCc([AC,  car  l’angle  CAB  serait  <^B,  contre  l’Iiypotlièse. 

170.  La  longueur  <f  une  droite  qui  joint  deux  points  r.n  est 
la  plus  courte  distance. 

i".  Ln  côté  Ali  (tig.  28)  de  triangle  ABC,  est  toujour.s plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres,  AC-f-BC.  Prolongeons 
AC,  prenons  CD=CB,  cl  menons  BD.  Le  triangle  CBDestiso- 
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scèle,  ainsi  l’aiiglc  D = CBD  (n°  i64)  cl  l’angle  ABD  >CBD  est 
aussi  > D ; donc  (ii“  169)  le  côté  AB  <[  AD  ou  AC-j-CB. 

a“.  Comparons  la  droite  AB  (fig.  aS)  au  contour  ÂICIlBforme 
de  ligues  droites  brise'es  : menons  du  point  A les  droites  AC, ‘AU 
à tous  les  sommets;  nous  avons  AC<  Al-j-IC  de  même 

AH  AC  -|-  en  ; d{où  l’on  tire  à fortiori  AH<^  AI-t-IC-f-CH  ; 
enfin  AB<AH4-HB,  d’où  AB<  AI+IC+CH  + HB. 

3°.  Enfin  s’il  s’agit  du  contour  courbe  AICHB,  on  tirera  des 
droites  qui  joignent  les  points  deux  à deux,  et  la  somme  de 
ces  lignes  sera  > AB  ; mais  puisque  le  contour  formé  de  lignes 
brisées  peut  approcher  autant  qu’on  veut  de  la  courbe , en  ren- 
dant les  côtés  plus  courts  et  plus  nombreux,  en  même  temps 
qu’on  allonge  de  plus  en  plus  le  contour,  il  est  clair  que  la 
droite  AB  est  plus  courte  que  le  chemin  courbe. 

171.  Si  d’un  point  D (Gg.  26)  intérieur  au  triangle  BAC , 
on  mène  des  droites  DA,  DB , aux  extrémités  de  la  base  AB , 
le  chemin  extérieur  AC-j-CB  est  plus  long  que  T intérieur 
AD  DB,  et  l'angle  Cest<^  ADB.  Prolongeons  AD  en  F, 
nous  avons  AF AC -f- CF  (u“  170,  1°)  ; ajoutant  FB  des  deux 
parts,  comme  CF -f-FB  = CB,  on  a AF-f-FB<;AC-t-CB.  De 
même  DB<^DF+FB  ; ajoutant  AD,  on  a AD-f-DBc^AF-J-FB  : 
donc  à fortiori  AD4-DB<^AC-J-CB. 

D’un  autre  côté,  l’angle  ADB,  extérieur  au  triangle  DFB, 
est  >DFB  (n“  167  ) ; de  même  l’angle  DFB,  extérieur  au  trian- 
gle AFC , est  > C.  Donc  ADB  C. 

1 72.  Un  contour  ACDB  (6g.  2)  est  convexe  ou  concave,  lors- 
que toute  droite  IK  ne  peut  le  couper  en  plus  de  deux  points: 
la  concavité  est  tournée  du  côté  de  cette  droite  IK;  la  con- 
vexité regarde  l’espace  extérieur. 

De  deux  chemins  convexes  ACDB,  AEFGB,  qui  mènent 
de  A à B,  celui  qui  entoure  Vautre  est  le  plus  long.  Car  en  pro- 
longeant EF,  on  a visiblement  ICDK>IK,  d’où  ACDB>  AIKB- 
de  même,  AI-pEI>AE,  d’où  AIKB>AEKB;  et  ainsi  de 
suite  ; on  arrive  enfin  à ACDB  > AEFGB. 

La  même  chose  a lieu  pour  deux  contours  curvilignes  AEMB 
> .AGB  (fig.  3 ) : car  en  menant  une  droite  EF  qui  touche  ACB 


* 
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en  unpoinlC,  onaEF<^EMF  (n“  170);  d’où  AECFB^AEMl'B. 
D’autres  tangentes  ik,  Im,  donneront  Ai^/m  B C^AMB;  et  ainsi 
de  suite,  en  diminuant  de  plus  en  plus  le  contour,  à mesure 
que  les  côtés  rectilignes  deviennent  plus  courts,  et  approchent 
davantage  de  la  courbe  ACB  : donc  enfin  AMB  > ACB. 

i'j3.  Lorsque  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  29)  ont  deux 
côtés  respectivement  égaux,  AB=ab,  AC^ac , et  que  les  an- 
gles compris  entre  ces  lignes  sont  inégaux  BAC'^bac,  le 
3*  côté  est  le  plus  grand  dans  le  triangle  qui  a V angle  opposé 
le  plus  grand,  BC'^bc.  En  effet,  faisons  l’angle  CAD  = Aac, 
prenons  AD  = AB  ~ ûA , et  menons  CD;  le  triangle  CAD =caA, 
car  hC=ac  {bjrpo),  AD  = aA  et  angle  CAD=;a  (constr.).  Ainsi 
bc  = CD  qu’il  faut  prouver  BC.  Tirons  AI  qui  coupe  par 
moitiés  l’angle  BAD;  Al  tombe  dans  l’angle  BAC>CAD;  par  le 
point  I de  section  avec  BC,  tirons  ID.  Le  triangle  AID  = A1B, 
car  AB  = AD  (constr.),  le  côté  Al  est  commun,  et  les  angles 
en  A sont  égaux  (constr.)',  donc  ID  = IB  ; enfin,  CD^CI+ID 
ou  BC. 

ï']^.  Réciproquement , si  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  29) 
ont  deux  côtés  respectivement  égaux  ABxxab,  AC^ac,  et  si 
les  3"  côtés  sont  inégaux  BC^bc,  l'angle  a opposé  au  moindre 
> côté  bc  estC^BAC.  Car  si  cela  n’est  pas,  l’angle  a est  = ou 
> BAC  ; or  si  a = BAC,  on  doit  avoir  BC=Ac-,  et  si  BAC, 
il  faut  que  £Csoit  ■^bc , conséquences  contraires  à la  suppo- 
sition. Donc  a < BAC. 

175.  Mesurer  une  droite  A (fig.  3o),  c’est  chercher  (n“  36) 
combien  sa  longueur  A en  contient  de  fois  une  autre  B connue 
et  prise  pour  unité.  Le  plus  souvent  l’unité  B n’est  pas  contenue  ^ 
un  nombre  exact  de  fois  dans  A,  et  en  portant  B plusieurs  fois 
le  long  de  A,  on  trouve  un  reste  R'^B  : la  mesure  de  la  dis- 
tance A est  alors  le  Rapport  de  A à B,  qu’on  trouve  ainsi  qu’il 
suit.  On  porte  le  reste  R sur  B pour  trouver  combien  de  fois  B 
contient  R ; et  s’il  y a un  autre  reste  R',  on  le  porte  sur  R ; puis 
le  nouveau  reste  R''  est  porté  sur-R';  et  ainsi  de  suite,  jusqu  a 
ce  qu’on  arrive  à un  reste  r qui  soit  exactement  contenu  dans 
le  reste  précédent.  Ce  reste  r est  visiblement  la  commune  me- 
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sure  de  A et  de  B , t’est-à-dire  est  contenu  un  nombre  exact  m 
de  fois  dans  A.  et  n de  fois  dans  B,  d’où  \ —mr,  B = Le 

A mr  m . n t ■ 

vapportg=-  — ==■—,  eton  a A = —B.  Lorsque,  par  exemple, 

A est  les  ^ de  B,  cela  signifie  qu’en  coupant  B en  7 parties  égales, 
A contient  juste  5 de  ces  parties;  la  mesure  de  la  distance  est 
A = 5 de  l’unité  B. 

' L’analogie  de  cette  opération  Avec  celle  du  commun  diviseur 
de  deux  nombres  ( p.  3o  ) est  facile  h saisir,  puisque  porter  B 
sur  A autant  de  fois  qu’on  petit,  c’est  cbercber  le  quotient  de 
la  division  de  A par  B,  etc. 

Mais  s’il  y a toujours  un  reste  à chaque  division,  t’opératiori 
n’a  plus  de  bornes,  et  le  rapport  de  A à B est  incommensura- 
ble, et  impossible  à exprimer  par  le  rapport  de  deux  nombres 
entiers,  parcequ’il  n'y  a aucune  longueur,  si  petite  qu’elle  soit, 
qui  puisse  être  exactement  eontenue  à la  fois  dans  A et  B.  On 
se  contente-ordinairement  d’une  approximation  ; en  négligeant 
celui  des  restes  successifs  qu’on  juge  assez  petit  pour  ne  pas 
intéresser  le  résultat  ( n°  63). 

En  général,  on  peut  toujours  représenter  des  lignes  par  des 
nombres  abstraits,  en  composer  des  formules,  et  les  soumettre 
aux  règles  ordinaires  des  calculs  numériques.  Dans  ces  exprès* 
sions,  on  entend  par  la  ligne  A,  le  nombre  entier  ou  fraction- 
naire qui  est  le  rapport  de  cette  longueur  A à celle  de  l’unité  B^ 
Réciproquement,  les  valeurs  numériques  peuvent  être  repré- 
sentées par  des  lignes. 

. Du  Cercle , de  la  Mesure  des  Arcs  et  des  Angles. 

1 76.  La  ligne  circulaire  est  celle  dont  tous  les  points  ABDEF 
(fig.  3i)  sont  dans  un  plan  (n°  i54) , et  à égale  distance  d’un 
point  intérieur  C qu’on  appelle  centre.  Le  contour  de  celte 
courbe  est  une  circonférence } la  surface  qui  y est  renfermée 
est  un  cercle;  les  droites  égales  CA,  CB, . . . qui  ]<artent  du 
centreetse  terminent  à la  courbe  sont  des  rqyons ; un  diamètre 
*AE  est  une  droite  qui  passe  par  le  centre  et  a ses  deux  extré- 
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ilûtés  à la  circonférence  ; c’est  un  double  rayon.  Tous  les  dia- 
mètres d’un  cercle  sont  égaux. 

Une  partie  AGB  de  la  circonférence  est  un  arc  ; la  droite 
AHB  qui  joint  les  bouts  de  l’arc  est  sa  corde  ; la  surface  ACBG 
comprise  entre  deux  rayons  et  l’arc  est  un  secteur  ; celle  AGBH 
qui  est  enfermée  par  l’arc  et  sa  corde  est  un  segment. 

De  là  on  conclut  que  i“.  un  diamètre  est  la  plus  grande  des 
cordes , car  BC  -|-  CA  > BA  ( n“  1 70 , i °.  ) ; or  BC  = CE , donc 
CE  + CA,  ou  EA>BA. 

2”.  Tout  diamètre  A.E  coupe  le  cercle  en  deux  parties  éga- 
les; en  effet,  en  pliant  la  fig.  suivant  AE,  les  deux  demi-cercles 
ABE,  AFE  doivent  coïncider,  car-sans  cela  tous  les  points 
de  la  courbe  ne  seraient  pas  à égale  distance  du  centre  C.  * 

3°.  Par  la  même  raison , deux  cercles  dont  les  rayons  .sont 
égaux  , peuvent  être  appliqués  l'un  sur  l’autre  en  coïncidence , 
en  superposant  les  centres  : deux  arcs  de  ces  cercles  doivent 
aussi  se  coucher  l’un  sur  l’autre. 

4°.  Deux  diamètres  perpendiculaires  EA  , NF  coupent  la 
circonférence  en  quatre  arcs  égaux,  qu’on  appelle  quadrans. 

177.  Quand  deux  angles  C,  c (fig.  32)  sont  égaux,  les  arcs 
, ab  , décrits  de  leurs  sommets  pour  centre,  avec  le  même 
rajron,  sont  égaux.  C’est  ce  qu’on  reconnaît  en  appliquant  les 
deux  fig.  l’une  sur  l’autre,  eleb  sur  CB  ; car  le  rayon  ca  couvre 
CA , et  l’arc  ca  se  couche  sur  CA  ; il  y a coïncidence  entière. 

Réciproquement,  si  deux  angles  C,  c,  comprennent  des 
arcs  égaux,  ces  angles  sont  égaux.  Cela  se  voit  de  même. 

i".  Les  arcs  égaux  ont  des  cordes  égales , quand  les  rajrons 
sont  égaux;  car  soit  l’arc  AHL  = D1F  (fig.  33);  menons  les 
rayons  CD,  CA,  CL,  CF;  les  triangles  ACL,DCF  sont  égaux, 
comme  ayant  deux  côtés  égaux,  comprenant  un  angle  égal; 
donc  corde  AL=DF. 

2®.  Réciproquement,  les  cordes  égales  soitlendenl  des  arcs 
égaux;  en  effet  si  la  corde  AL=DF,  en  tirant  les  rayons,  les 
triangles  CAL,  CDF  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés 
respectivement  égaux  ( n“  t66);  ainsi  l’angle  ACL  = DCF,  et 
l’arc  DlFrrAHL. 
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3“.  Construire  un  angle  c (fig.  32)  qui  soit  égal  à un  angle 
donné  C?  Tirez  une  ligne  indéfinie-c6,  puis  avec  un  rayon  quel- 
conque, et  des  soiinuetsC,  ç pour  centres,  tracez  les  arcs  AR, 
al> , celui-ci  indéfini.  Portez  de  6 en  a,  surl’arco^,  la  longueur 
de  la  corde  AB;  comme  les  cordes  AB  etab  sont  égales,  les  arcs 
sont  égaux  ; donc  en  tirant  ca,  les  angles  0 et  c sont  égaux.  Si 
l’on  superpose  les  deux  figures,  elles  seront  en  coïncidence 
l’une  sur  l’autre. 

178.  Ajouter  deux  angles  donnés.  Faites  d’abord  l’angle  BGA 
(fig..  34)  égal  à l’un  des  angles  proposés,  puis  BGD  égal  à l’autre, 
eu  y plaçant  des  arcs  np,  nm  respectivement  égaux  à ceux  qu’on 
tracera  du  sommet  des  angles  donnés  : alors  DGA=rBGA  -btBCD  ; 
qjL  si  ces  derniers  angles  sont  égaux , vous  aurez  le  double  de 
l’un  d’eux  : on  en  aurait  de  même  le  triple,  etc. 

La  soustraction  est  aussi  facile  à faire;  car  angle.  .T.  . . 
BCA=DCA — BGD.  Enfin  les  opérations  qu’on  veut  exécuter  sur 
les  angles  se  font  sur  les  arcs  décrits  de  leurs  sommets  pour  cen- 
tres avec  le  même  rayon.  ’ 

179.  Mesurer  un  arc  AGD  ( fig.  3i),  c’est  cliercber  son  rap- 
port à un  autre  ABN,  de  même  rayon , et  pris  pour  unité  connue  ’ 
(n‘*36,  71).  Si  ces  arcs  étaient  rectifiés,  c’est-à-dire  étendus 
en  ligne  droite  , ou  les  traiterait  comme  il  a été  dit  n“  176  : 
mais  la  rectification  n’est  nullement  nécessaire  ici.  On  porte 
sur  l’arc  AD,  autant  de  fois  qu’on  peut,  une  ouverture  de  com- 
pas égale  à la  corde  de  l’unité  d’arc  AN , et  on  obtient  ainsi  le 
nombre  de  fois  que  cette  unité  est  contenue  dans  l’arc  AB.  S’il 
■y  a un  reste  R,  on  porte  de  même  la  corde  de  cet  arc  R sur 

• l’arc  AN  pris  pour  unité , et  ainsi  de  suite , pour  trouver  la  com- 
mune mesure  des  arcs,  si  elle  existe;  enfin  tout  se  passe  comme 
pour  les  droites,  meme  dans  le  cas  où  les  arcs  seraient  incom- 
mensurables. Gette  construction  résulte  de  ce  que  les  arcs  égaux 
re'pondent  à des* cordes  égales. 

On  peut,  comme  on  voit,  ajouter,  soustraire,  multiplier, 
diviser  des  arcs,  enfin  les  représenter  par  des  nombres,  et  ep 
composer  des  formules.  , , . '* 
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Quant  à Tunite  d’arc,  elle  est  arbitraire;  on  préfère  ordi- 
nairement le  quadi;ans  AN,  ou  quart  de  la  circonférence. 

Comme  on  prend  le  quadrans  pour  unité  d’arcs,  on  prend 
pour  unité  d’angles  l’angle  droit  que  dans  la  suite  nous  désigne- 
rons par  D. 

180.  De  deux  arcs  moindres  que  la  demi~circonférence , la 
plus  grand  a une  corde  plus  grande.  Car  si  l’arc  AHL  > DIB 
(6g  33),  prenant  l’arc  D1F=AHL,  et  menant  la  corde  DF, 
cette  corde  DF=AL  (n“  177,  i“.)  : or  les  deux  triangles  DCB, 
DGF  ont  deux  côtés  égaux  qui  sont  des  rayons,  comprenant 
l’angle  DGF > DCB;  donc  le  3*  côté  DF>DB  (n*  173). 

Réciproquement , la  corde  la  plus  grande  soutend  le  plus 
grand  arc  ; car  si  la  corde  AL  )>DB,  les  triangles  ACL,  DCB 
ont  deux  côtés  égaux,  et  le  3*  AL  > DBJ  dont  l’angle  ACL 
> DCB,  et  l’arc  AHL  > DIB. 

181.  Le  rapport  de  deux  angles  YhCk , DON  (Gg.  35)  est  le' 
même  que  celui  des  arcs  ba , dn  compris  entre  leurs  côtés , et 
décrits  de  leurs  sommets  comme  centres,  avec  le  même  rayon. 

jji”.  Si  les  arcs  ba,  dn  sont  commeusurables,  leur  commune 
-mesure  dx  sera  contenue  m fois  dans  ba,  p fois  dans  dn,  de  sorte 
bd  tn 

nue = — . Par  chaque  point  de  division  menons 

^ dn  P 

aux  sommets  O,  C,  des  lignes  Ox,  Oy. . . ; les  angles  proposés 
seront  de  même  coupés  enmetp  angles  égaux  xOd,  yOx ...  ; 

donc  on  a = — • Ces  deux  relations  donnent  (*). 


DOIS' 


BCA 


ba 


BO!^ 

2°.  Si  les  arcs  sont  incommensurables,  divisons  l’un  d’eux  nd 
en  un  nombre  quelconque  p de  parties  égales  dx,  . . , et  por- 

tons-les  sur  l’autre  arc  ba-,  soit  i le  point  de  division  le  plus 


(*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  l’égalité  de deuv  rapports  constitue  urte  pro- 
portion (n®  71).  En  Géométrie,  l’usage  a prévalu  de  lire  ainsi  ces  sortes  d’ex- 
pressions, BCA  Ml  o DON  comme  ba  est  à dn  , et  de  préférer  cette  locution 
à l’équivalente,  BCA  divisé  par  DON  est  égale  à ba  divisé  par  dn.  On  doit 
en  dire  autant  dans  toute  la  Géométrie  élémentaire. 
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voisin  de  a;  menons  CI.  Cela  posé,  les  arcs  bi  étant  coin-  * 
TCS  bi 

mensurables , on  a l’angle  f CB  = UC  A + ICA , 

l’arc  6i  = 6a -f- l'a;  donc 

DCA  ICA  ba  ia 
DON  DON  ~Tn'^lk' 

Or,  ICA  et  ia  varient  avec  le  nombre p des  divisions  de 
l’arc  nd,  et  peuvent  être  rendus  aussi  petits  qu’on  voudra , tan- 
dis que  les  autres  quantités  restentco.nstantes  -,  la  2^  et  la4”  frac- 
tion sont  donc  indéfiniment  décroissantes,  et  l’on  a,  en  passant 

...  , „ BCA  ba 

auxlimites(n<>.i3),  _ 


183.  Pour  trouver  de  rapport  de  deux  angles,  il  n’est  pas  né- 
cessaire de  faire  sur  eux  l’opération  analogue  à celle^'qui  a été  < 
indiquée  sur  les  lignes  ( n“  i ^5),  et  qui  serait  ici  fort  embarras- 
sante. On  substitue  au  rapport  cherché  celui  des  arcs,  qui  est  le 
même.  Concluons  de  là  que,  1°.  le  rapport  des  surfaces  des 
secteurs  est  le  même  que  celui  des  arcs.  < p 

2°.  Si  l’on  prend  pour  unité  d’arc  dn  (iig.  35),  l’arc  qui  est 
compris  entre  les  côtés  de  l’unité  d’angle  DON,  dn  et  DON 
étant  chacun  l’unité  de  leur  espèce , notre  proportion  {A)  donne 
BCA  = ba.  Ainsi  ( n°‘  36  et  ■j.i  ) , tout  angle  a pour  mesure  Varc 
compris  entre  ses  côtéf  et  décrit  de  son  sommet  comme  centre  (■*“). 


(^)  Ceci  suppose  une  condition  tacite , ear  Tangle  BAC  ne  peut  être  égal  à 
Tare  ba  'y  mais  dans  Péquation  = ce  n'cst  plus  un  angle  et  un  arc 
qui  entrent,  ce  sont  deux  nombres  abstraits  qui  indiquent  combien  de  fois 
Tangle  et  Tare  contiennent  riinité  de  leur  es|>èce  DON  et  dn  ; de  sorte  que 

BCA  = ba  signifie  en  effet  la  même  chose  que  ^ * C’est  ce  qui 

a également  lieu  dans  toute  formule;  les  lettres  qui  y entrent  ne  sont  que 
des  nombres  abstraits  qui  représentent  les  rapports  des  choses  mesurées  à 
leur  unité.  * 

Cest  aussi  improprement  qu’on  dit  qu’un  arc  est  la  mesure  d’un  angle, 
puisqu’on  ne  peut  établir  de  rapports  entre  deux  choses  hétérogènes  : on  doit 
entendre  par  là  que  les  angles  croissant  dansle  mêmerapport  que  les  arcs,  le' 
nombre  qui  exprime  la  mesure  de  l’angle  (n“  36),  exprime  aussi  celle  de  l’arc. 
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Oa  pi'ciul  ordinaiieaiuiU  pout'  unilés  d’aaglu  et  d’arc  l’angle 
droit  el  le  quart  de  ciicoiifërence  qu’on  nuininc  Quadrans. 
3°.  Si  du  sommet  C (fig.  36)  desangles  DCA,  BCA  on  décrit 

deux  arcs  abd , ab  d , le  rapport  y est  = — ou=:  . 

DCA  ad  a a 

La  grandeur  du  rayon  Cb  ou  Cb'  est  indifférente  dans  la 

mesure  des  angles  ; donc  les  arcs  ab  et -a' b'  sont 

a b a d 


entre  eux  comme  leurs  circonf.  entières.  On  dit  que  ces  arcs  sont 
Semblables.  . ‘ 

i83.  Les  angles  tracés  sur  le  papier  se  mesurent  à l’aidé  du 
Rapporteur;  c’est  un  demi-cercle  divisé  en  une  quantité  quel- 
conque de  parties  égales,  propres  à donner  le  rapport  des  arcs 
au  quadrans  ; ce  nombre  exprime  la  mesure  des  angles , ou 
leur  rapport  à l’angle  droit.  Un  semblable  demi-cercle,  porté 
sur  un  pied  et  pourvu  d’alidades  mobiles  autour  du  centre , 
pour  pouvoir  être  dirigées  aux  objets  éloignés , se  nomme  Gra- 
phomèlre,  et  sert  de  même  à mesurer  les  angles  dans  l’espace. 
Au  reste,  on  a construit , dans  ce  but , des  instrumens  de  formes 
.très  variées  ; et  dont  nous  ne  donnerons  pas  la  description , pour 
ne  pas  nous  écarter  de  notre  sujet.  ( ma  Géodésie,  ) 

On  a coutume  de  diviser  le  quadrans  en  90  parties  ou  degrés , 
chaque  degré  eu  60  minutes  , et  la  minute  en  60  secondes  ; un 
angle , ou  arc  de  18  degrés  54  minutes  55  secondes,  s’écrit  ainsi  : 
18'’  54'  55*.  Comme  les  tables  et  les  instrumens  ont  été  con- 
struits sur  ce  mode  de  division , nous  le  préférerons  à celui  qui 
est  plus  moderne  et  plus  simple  pour  les  calculs , qui  consiste  à 
partager  le  quart  de  cercle  en  100  Grades,  le  grade  en  1 00  mi- 
nutes, la  minute  en  100  secondes.  Dans  ce  système,  18°  54'  55* 
revient  à 18^,5455  ou  0, 185455  quadrans.  . • 


Des  Perpendiculaires,  des  Obliques  et  des  Parallèles. 

184.  Par  un  point  A (fig.  23),  menez  la  perpendiculaire  AD 
sur  EF,  et  les  obliques  AC,  AF,  AB.  1°.  La  perpendiculaire  AD 
""est  plus  courte  que  toute  oblique  AC  ; 2“.  les  obliques  AC,  AF 
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qui  s’écartent  également  du  pied  ü de  la  perpendiculaire' sont 
égales,  et  font  des  angles  intérieurs  aigus  et  égaux  ; 3”.  de 
deux  obliques  AC,  Ali,  celle  qui  s’écarte  le  plus  de  ce  pied  D 
est  la  plus  longue,  et  fait,  du  même  côté  AD , un  angle  aigu 
plus  petit,  ADD  ■<  AÙD.  * 

I®.  Puisque  le  triangle  ACD  est  rectangle  en  D , cet  angle  D 
est  > ACD  (n®  167,  i®.),  d’où  AD  <[  AC  (n®  i6g);  la  plus 
courte  distance  d’un  point  A à une  droite  E O est  sa  perpendi- 
culaire AD  : tous  les  angles  ACD,  ABD  sont  aigus. 

2®.  Si  CD  = DF,  les  triangles  ACD,  AFD,  qui,  outre  le  côté 
commun  ÀD,  et  les  angles  droits  D,  ont  le  côté  CD=rDF,  sont 
égaux  ; tl’où  AC  = AF,  angle  ACD  = AFD. 

3°.  Lorsque  BD>CD,  l’angle  ACB  est  obtus  ( n®  167,  4“- )> 
donc  cet  angle  ACB  > ABC  ( n®  167,  2°) , et  par  suite  AB>AC. 
L’angle  ABE,  extérieur  au  triangle  ABC  est  ACB , et  prenant 
les  supplémens,  ABC  ACD.  Ainsi  à mesure  que  lés  obliques 
s’écartent  de  la  perpendiculaire  AD,  elles  deviennent  plus  lon- 
gues, et  font  avec  EF  des  angles  aigus  du  côté  de  AD,  de  plus 
en  plus  petits.  ‘ mïrr- A- # .<  :i 

Donc  étant  donné  uu  point  A sur  une  droite  AD  perpendicu- 
laire à EO,  de  ce  point,  011  ne  peut  mener  plus  de  deux  obli- 
ques égales  entre  elles. 

185.  Réciproquement  la  ligne  AD  est  perpendiculaire  sur 
EF,  lorsqu’elle  est  la  plus  courte  distance  de  A à EF.  Car  si  une 
autre  ligne  AC  était  la  perpendiculaire,  elle  serait  <AD,  contre 
l’hypotbèse. 

De  même,  si  AC=AF,  il  s’ensuit  que  CD  = DF  ; puisque  si 
CD  était  > ou  < DF,  AC  serait  aussi  > ou  < AF.  ' 

Enfin  si  AB^  AC,  on  doit  avoir  BD  > CD,  puisqu’on  sup- 
posant BD=  ou  CD , il  faudrait  qu’on  eût  BA=  ou  < CA, 
contre  l’hypothèse. 

186.  Concluons  de  là  que  si  AD  ( fig.  87)  est  perpendiculaire 

au  milieu  D de  CF,  tout  point  G,  A , de  AD  est  autant  éloigné 
de  C que  de  F,  AC  = AF,  GC-=GF  : car  ces  droites  sont  des 
obliques  qui  s’écartent  également  du  pied  D.  , 

187.  Tout  point  I situé  hors  de  la  perpendiculaire  AD  au 
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milieu  de  CF,  est  plus  voisin  de  celle  des  deux  extrémités  F 
qui  est  du  même  côté  que  ce  point  1 ; car  menant  IC , IF  et  FG, 
l’angle  GCF  = GFCj  donc  l’angle  IFC  ICF,  et  le  côté 
IC>  IF  (n®  169). 

Puisque  la  propriété  du  11°  186  d’avoir  ses  points  également 
distans  des  points  G et  F n’appartient  qu’à  la  per|>endiculaire 
sur  le  milieu  de  CF,  elle  la  caractérise^  c’est-à-dire  que  lorsque 
deux  points  A et  H (6g.  38)  d’une  droite  AH  sont  chacun  au- 
tant éloignés  de  C que  de  F,  cette  droite  AH  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  CF. 

Pour  mener  une  perpendiculaire  AH  au  milieu  d'une  droite 
CF  (ùg.  38),  des  centres  C et  F,  avec  le  même  rayon  quelcon- 
que, tracez  deux  arcs  de  cercle  : si  les  rayons  ont  été  pris  plus 
i>rands  que  la  moitié  de  CF,  ces  arcs  se  couperont  en  un  point 
A , qui  sera  sur  la  perpendiculaire  demandée.  Refaites  la  même 
construction  au-des.sous  de  CF  avec  le  même  rayon  ; les  arcs 
se  couperont  en  un  point  H de  la  perpendiculaire,  qui  sera  AH. 
Ou  peut  aussi  trouver  cette  ligne,  en  prenant  d’autres  rayons 
égaux,  qui  donnent  des  arcs  se  coupant  en  I,  car  I sera  aussi 
l’un  des  points  de  la  perpendiculaire. 

Cette  construction  donne  aussi  le  milieu  D d une  lonffueur 
CF. 

188.  Par  un  . point  donné  mener  une  perpendiculaire  AU 
( 6g.  39,  4<>)  sur  une  droite  indéfinie  Oü. 

I*.  Si  ce  point  est  en  D sur  la  droite  ( 6g.  89),  prenez  OC=:DF 
à volonté,  et  des  centres  C et  F avec  le  même  rayon  quelcon- 
que, tracez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  A,  la  droite  AD  sera 
la  perpendiculaire  sur  DB. 

a®.  Si  le  point  donné  est  en  A (6g.  4o)  hors  de  la  droite 
DB,  du  centre  A avec  un  rayonquelconquesuffisammentgrand, 
tracez  un  arc  CF,  coupant  DB  aux  points  C et  F ; de  ces  points 
comme  centres  et  avec  un  même  rayon  arbitraire,  tiacez  deux 
arcs  qui  se  coupent  soit  en  H,  soit  en  I.  La  droite  Al  ou  AH 
est  la  perpendiculaire  demandée. 

La  perpendiculaire  AD  ( (ig.  3^  ) donne  le  point  D qu’on 
appelle  la  projection  de  A sur  CF  : chaque  point  de  CA  a de 
T I.  16 
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même  sa  projection,  et  la  longueur  CD  est  la  projection  de  AC, 
de  CG. . . sur  la  droite  inde'6nie  CF. 

189  Étant  donnés  deux  poinisG  etB(fig.  4>)et  une  droite  AK 
indcfluie,  trouver  sur  cette  ligne  un  point  F,  tel  qu’en  le  joignant 
aux  points  donnés  G et  B,  les  droites  FG,  FB  fassent  des  angles 
égaux  avec  AK,  savoir,  angle  GFA  = BFK.  Menez  du  point  B 
la  perpendiculaire  BD  sur  AK,  prenez  CD=CB,  et  lirez  la  droite 
DG  ; cette  droite  coupera  AK  au  point  F demandé  : car  les  trian- 
gles FCD,  FCB  sont  égaux , d’où  l’angle  BFCt=CFD=AFG. 

Dans  l’angle  NAC  (üg.  4*)  on  donne  les  points  B et  G,  et 
ou  demande  de  tirer  les  droites  BF,  FL,  LG  qui  fassent  des 
angles  égaux  deux  A deux  avec  les  côtés  de  l’angle  A,  savoir 
BFC  = LFA  , et  FLA  = GLN.  Reproduisez  la  construction 
précédente  pour  le  point  B et  le  côté  .AC,  c’est-à-dire  prenez 
CD  = BC  sur  la  perpendiculaire  BD  à AC.  Tout  point  F de  AC 
donne  deux  droites  FD,  FB,  également  inclinées  sur  AC  : ainsi 
la  droite  cliercbée  LF  doit  passer  par  le  point  D,  qui  remplace 
B dans  la  reclierclie  proposée  ; en  sorte  qu’il  ne  s’agit  plus  que 
de  savoir  tirer  du  point  D deux  lignes  DL,  LG,  également  in- 
clinées sur  AN  : il  faut  donc  encore  reproduire  la  construction 
précédente  pour  le  point  D et  la  droite  AN.  Ainsi  on  tirera  DH 
perpendiculaire  sur  NA  prolongée,  on  prendra  ID  = III  ; par 
le  point  H , on  mènera  HG  qui  donnera  le  point  L,  puis  LD 
qui  donnera  le  point  F,  enfin  la  droite  FB‘;  donc  BF,  FL  et  I.G 
rempliront  les  conditions  voulues. 

La  même  construction  représentée  fig.  43  donne  le  contour 
BFLMK,  qui  joint  les  points  extrêmes  B et  K par  une  suite  de 
lignes  brisées  également  inclinées  deux  à deux  sur  les  côtés 
successifs  de  la  fig.  MNAC.  On  pourra  opérer  de  même  pour 
quatre  droites  formant  trois  angles  , etc. ...  Ce  tracé  résout 
complètement  le  problème  des  bricolles  au  jeu  de  billard. 

igo.  On  dit  que  deux  droites  AB,  CD  (ûg.  45)  sont  paral- 
lèles quand,  situées  dans  un  plan,  elles  ne  se  rencontrent  pas, 
quelque  loin  qu’on  les  prolonge.  La  droite  ËF  qui  les  coupe  , 
est  appelée  sécante  ; les  angles  EHB,  HID,  d’un  même  côté  de 
la  sécante,  l’un  en  dehors,  l’autre  eu  dedans  des  parallèles, 
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sont  dits  correspondons  ; les  angles  alternes  sont  situe's  des 
deux  côtés  de  la  sécante;  les  internes  sont  au  dedans  des  pa- 
rallèles, les  externes  sont  en  dehors  ; les  altemes-internes  sont, 
tels  que  AHI,  HID  de  part  et  d’autre  de  la  sécante,  et  entre 
les  parallèles;  les  alternes-externes,  tels  que  EHB,  GIF,  sont 
aussi  des  deux  côtés  de  la  sécante , mais  en  dehors  des  paral- 
lèles : dans  ces  deux  derniers  cas,  les  angles  ont  leurs  ouver- 
tures tournées  en  sens  contraires,  et  leurs  sommets  sont  situés 
sur  les  deux  parallèles.  Les  angles  internes  BHl,  TlID,  et  les 
externes  EHB,  FID  sont  d'un  même  côté  de  ta  sécante. 

Deux  droites  AB,  CD  (fig.  45)  sont  parallHes  quand,  étant 
dans  un  plan  et  coupées  par  une  sécante  EF,  elles  remplissent 
l’une  des  cinq  conditions  suivantes  : 

i“.  Les  angles  correspondons  égaux , EHB  = HID  } i”  les 
angles  alternes-internes  égaux , AHI  =iIIID;  3“  les  angles  / 
alternes-externes  égaux,  EHB  = GIF;  4“  somme  des  an- 
gles internes  d’un  même  côté,  BHI -\-HID  droits)  5“  la 
somme  des  angles  externes  d’un  même  côté,  EHB -\-DIF—7. 
droits. 

i"  Cas.  EHB  = HID;  car  si  les  droites  AB,  CD,  se  rencon- 
traient en  O (fig.  44)  > aurait  un  triangle  1101,  où  l’angle 
extérieur  EHB  serait  HID  (n®  167),  contre  l’hypothèse. 

3*  Cas.  AHI  = HID;  si  le  triangle  HOI  était  possible,  ou 
aurait  l’angle  extérieur  AHI  ^ HID,  contre  la  supposition. 

3*  Cas.  ËHB  = CIF;ces  angles  étant  opposés  au  sommet 
avec  les  précéàens,  c’est  comme  si  l’on  donnait  AHI=HID. 

4*  Cas.  BHI-)-HID  = 2 droits;  on  sait  (n®  167,  i®)  que  le 
triangle  HOI  est  alors  impossible. 

5*  Cas.  EHB -1- DIF  = 2 droits,  comme  HID-1-DIF  = 2 
droits,  ou  en  conclut  EHB  = HID,  qui  rentre  dans  le 
i*'  cas.  ' 

Deux  droites  AB,  CD  (fig.  45)  perpendiculaires  à une  troi- 
sième LM  sont  parallèles,  puisque  la  figure  remplit  les  cinq 
conditions  ci-de.ssus.  Et  en  effet,  si  les  droites  AB,  CD  se  ren- 
contraient en  un  point  0 (fig.  44)>  seraient  deux  per- 
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pendiculaires  menées  du  point  O.surËF,  ce  qui  ne  se  peut 
(n®  167,6”). 

191.  Les  réciproques  de  toutes  ces  propositions  sont  vraies. 
En  effet  j un  angle  BCA  (fig.  46),  quelque  petit  quil  toit,  ett 
toujours  plus  grand  quune  bande  BGEF  formée  par  deux  per* 
pendiculaires  RC,  EF,  menées  à la  droite  CD.  Car  si  l’on  dé- 
crit du  sommet  C l’arc  de  cercle  bd,  avec  un  rayon  quelcon- 
que, l’angle  BCA  sera  contenu  un  nombre  fini  n de  fois  dans 
l’angle  droit  BCD,  puisqu’il  sera  contenu  autant  que  l’arc  ba 
l’est  dans  le  quadrans  bad.  Portons  n parties  égales  CE,EG,... 
le  long  de  la  droite  indéfinie  CD,  jusqu'en  un  point  M ; puis 
abaissons  sur  CD  des  perpendiculaires  FE,HG,  . . NM,  en 
tous  les  points  de  division.  Nous  aurons  ainsi  n bandes  BCEF, 
FËGH,  etc.,  toutes  égales  entre  elles;  car  en  pliant  la  figure 
selon  la  droite  FE^  il  est  évident  que  les  bandes  BE,FG  se  su- 
perposeront en  coïncidence  parfaite.  Ainsi  la  surface  de  l’angle 
droit  BCD  est  formée  de  n fois  l’angle  BCA , tandis  que  n fois 

la  bande  CBEF  est  moindre  que  cette  surface , ou 

nxBGA>nXBCEF,  ouBCA>BCEF.  * 

Ainsi  la  droite  CA  suffisamment  prolongée  doit  rencontrer 
EF  quelque  part  et  s’étendre  au-delà,  puisque  la  bande  BCEF 
ne  peut  contenir  l’angle  BCA,  quelque  petit  qu’il  soit.  Toute 
droite  CA  qui  fait  avec  CD  un  angle  un  droit  doit  donc  cou^ 

per  la  perpendiculaire  FE  sur  CD.  ^ 

Donc,  1 “ Lorsque  deux  droites  ABi  CD  (fig.  4®)  paral- 
Iklet,  la  perpendiculaire  LM  menée  à CD  est  aussi  perpendi- 
culaire à AB  ; puisque  sans  cela  AB  devrait  couper  CD; 
Cela  revient  à dire  que  par  un  point  L on  ne  peut  mener 
qu’une  seule  parallèle  à CD,  savoir  AB  perpendiculaire 
àLM-.  - ' i ‘*- 

a*.  Toute  sécante  EF  qui  coupe  deux  parallèles  AB,  CD, 
fait  les  angles  correspondons  égaux,  EH  B =aHID;  les  angles 
altemeS’intemes  égaux,  AH/=HJD ; les  angles  alternes- 
externes  égaux,  EHB  = CIF.  En  effet,  du  milieu  K de  Kl, 
soit  abaissé  LM  perpendiculaire  sur  les  deux  parallèles  (1®); 
les  deux  triangles  KIM,  LKH  seront  égaux,  à cau.se  des  angles 
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droits  L el  M,  des  angles  K opposés  au  sommet;  et  de  &1=KH, 
(comtr.);  donc  l’angle  IjHK~KIM;  et  comme  \:es  angles 
sont  opposes  au  sommet  avec  EHB,  GIF,  ces  quatre  aagles 
sont  égaux.  r , 

3°.  La.  somme  des  angles  internes,  ou  des  extemes,..d’ua 
même  çôté,  vaut  deux  droits  : cat  âBI  + BHI  s a droits,,  «t 
AH1:^U1D  (a°)i  doue  droits.  De  même 

ËHB  = 111D,  BID  ri- FID,  s Z droits.,  donc  EHB-f-FID=i 
2 droits.  , > , < i 

4“.  Les  angles  que  fait  une  sécante  en  coupant  deux  paral- 
lèles, sont  égaux  quand  ils  sont  de  même  espèce , et  supplé- 
mentaires quand  V un  est  aigu  et  l’autre  obtus, 

192.  H suit  de  là  que  i®  pour  mener,  par  un  point  donné  C 
(fig.  47)  une  droite  CD  parallèle  à AB,  on  pourra  employer 
l’une  quelconque  des  six  propriétés  précédentes.  Par  exemple, 
d’un  rayon  quelconque  CB  et  du  centre  C,  on  décrira  un 
arc  BI -,  puis  du  centre  B l'arc  CH  : eufiii,  on  prendra 
l’arc  Bl  = CH,  et  Cl  sera  parallèle  à AB.  Car,  en  menant  la 
sécante  BO,  les  angles  ABC,  BCJ  seront  pgaux  (n“  17^,  3®). 

2®.  Deux  droites  AC,  BD  (fig.  48)  parallèles  à une  troi- 
sième ÇF  font  parallèles  entre  elles  y car  la  perpendiculaire  Kl 
à EF  l’ést  aussi  à ses  parallèles  AC  et  BD-,  relles-ci  ne  se 
rencontrent  donc  pas  ( i go) . ^ 

^ 3®.  Deux  angles  CAB , DEF  (fig.  4g)  dont  les  côtés  sont  pa- 
rallèleset  ï ouverture  tournée  du  même  sens,  sont  égaux  : car 
prolongeant  EF  en  G,  les  parallèles  AC,  ED  donnent  l’angle 
DEF  = CGF  comme  correspoudans  : à cause  des  parallèles 
AB,  GF,  on  a l’angle  ÇGFztx  CAB  ; donc  CAB  = DEP\  Si  , 
4'on  prolonge  un  côté  EF,  les  angles  DEI  et  BAC,  dont  l’ou- 
yerture  n’est  pas  tournée  du  même  côté,  ne  sont  plus  égaiu  ; 
ces  augles  sont  supplémens  l’un  de  l’autre. 

. 4°*  ^enx  parallèles  AB,  CD  (fig.  47)  ^ont  partout  équidis- 
tantes} car  de  deux  points  quelconques  A et  B,  et  du  milieu  E 
dp  AB,  menons  les  perpendiculaires  AC,  BD,  EF sm-  AB , 
elles  le  seront  aussi  sur  CD  ; or,  en  pliant  la  figure  suivant  EF, 
EB  se  couchera  sur  sou  égal  EA  ; et  à cause  des  angles 
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droiu,  BD  prendra  , la  direction  AC,  et  FD  se  .couchera 
.lur  FC.  Ainsi,  le  point  D tombera  sur  C;  d’où‘>ifC=i6Z>.. 

ig3.  Les  parties  de  deux  parallèles  ' AB , CD  (6g.  5o)  inter- 
ceptées entre  deux  autres  parallèles  BD,  AC,  sont  égales,  car 
menant  BG,  on  a deux  triangles  égaux  ABC,  DBG  (le  côté  BC 
est  commun  et  l’angle  BCD  =:  ABC,  BCA  = DBG , comme  al- 
ternes-intemes).  Donc  AB=CD  etBD=AC.  Le  théorème  pré- 
cédent (4°)  est  un  cas  particulier  de  celui-ci. 

Réciproqtiement,  si  AB  = CD  et  AC  = BD,  les  deux  triangles 
sont  encore  égaux,  comme  ayant  leurs  trois  côtés  respective- 
ment égaux;  d’où  l’on  lire  angle  DCB  = ABC,  CDB=BAC: 
donc  AB  est  parallèle  à CD;  AC  l’est  à BD. 

Enfin,  si  l’on  suppose  AB  égal  et  parallèle  à CD,  AC  est  aussi 
égal  et  parallèle  à BD,  parce  que  les  deux  triangles  sont  en- 
core égaux,  etc. 

194.  Sur  le  côté  Kl  (fig.  5i)  d’un  angle  donné  IKC,  soit  pris 
un  point  quelconque  £,  et  mené  ED  parallèle  à KC;  prenons 
KE  = KF,  et  tirons  KF.  Dans  le  triangle  iSoscèle  KEF,  l'aqgle 
EKF=F  ; niais  F — FKC  coinuic  alternes-internes  ; ainsi,  Kb' 
coupe  par  moitiés  l’angle  IKC.  De  même,  prenant  FK  = FD, 
l’angle  DKC  est  moitié  de  FKC,  ou  le  quart  de  IKC,  etc. 
Cette  construction  sert  à diviser  l’angle  IKC  en  2,  4»  8*  • • 2* 
parties  égales. 

Des  Perpendiculaires  et  Parallèles  considérées  dans 
le  cercle,  et  des  Tangentes. 

igS.  Tout  rajron  CD  perpendiculaire  à une  corde  AB, 
coupe  au  milieu  E,  ainsi  que  Varc  soutendu  ADB  (6g.  Sa), 
En  effet,  les  obliques  égales  .^éC,  Cfl,  prouvent  que  £ est  le 
milieu  de  AB  (n®  i84);en  pliant  la  6gure  suivant  CD,  le 
point  tombe  en  B \ AD  se  couche  sur  DB,  ainsi  D est  le 
milieu  de  l'arc  ADB. 

196.  Le  centre  C,  le  milieu  E de  la  corde  et  celui  de 
l’arc , étant  en  ligne  droite,  il  s’ensuit  que  toute  ligne  CD  qui 
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passe  par  deux  de  ces  poiulsj  passe  aussi  par  le  3',  el  est 
perpendiculaire  à la  corde  j4B.  De  plus,  puisque  par  un 
point  C,  E ou  Z7,  ou  ne  peut  mener  qu’une  seule  perpeadicur 
laire  k AB,  dès  qu’une  droite,  passant  par  l’un  de  ces  trois 
points,  sera  perpendiculaire  k.  AB,  on  en  conclura  qu’elle 
passe  par  les  deux  autres.  Donc,  de  ces  quatre  conditions,  être 
perpendiculaire  à une  corde,  passer  son  milieu,  par  le  milieu 
de  l'arc  et  par  le  centre,  deux  étant  supposées,  les  deux  autres 
s’ensuivent  nécessairement. 

On  peut,  au  reste,  démontrer  directement  chacun  des  six, 
cas  compris  dans  ce  théorème,  en  le  traitant  comme  celui  Qui 
nous  a servi  de  base.  W 

197.  Pour  diviser  un  arc  ADB  (fig.  5a),  ou  un  angle  ACB  en. 
deux  parties,  égales  , il  sufRt  d’abaisser  la  perpendiculaire"  CD 
sur  la  corde  AB  (n“  187).  Gomme  par  le  même  moyen  on  peut 
de  nouveau  faire  la  bissection  de  chaque  moitié,  etc.,  on  sait 
diviser  un  arc  ou  un  angle  en  2 , 4 > 8 ...  2"  parties  égales.  ( Voy. 

n”  «94- ). 

198.  Faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  points 
donnés  N,  B et  D (fig.  53).  Menons  NB  et  BD,  puis  les  j>er- 
pendiculaires  HE,  JF  sur.  leurs  milieux  E et  F.  Chacun  des 
points  de  HE  est  autant  éloigné  de  N que  de  J)  ; ces  points 
jouissent  seuls  de  cette  propriété  : ainsi  tous  les  cercles  passan  l 
par  les  points  A^el^  out  leurs  centres  surla  perpendiculaire //.£: 
de  même  pour  F7  relativement  k B el  D.  Donc  le  point  C où 
se  coupent  HE  et  FJ,  est  à la  même  distance  de  N,  B et  D,  et 
remplit  reuZ  cette  condition  : ainsi  C est  le  centre. du  cercle 
unique  qui  passe  par  les  trois.points. 

Les  perpendiculaires  FI  et  HE  ne  se  rencontreraient  pas  si 
les  trois  points iV,  B el  D étaienten  ligne  droite  (n°  191,  1".), 
et  le  problème  serait  impossible.  Mais  dans  tout  autre  cas,  FI 
coupera  HE,  puisque  si  FI  et  HE  étaient  parallèles,  les  droi- 
tes BN,  BD  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires, 
neferaient  qu’une  seule  et  même  ligne;  car  sans  cela  on  aurait 
deux  perpendiculaires  à HE  partant  de  B , savoir  NB  et  le 
prolongement  de  BD.  . ' . 
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Observez  que  la  iier(>«ndiculalre  abaissée  sur  1«  luiheu  de 
corde  ND,  passe  aussi  par  le  point  4' puisqu’il  est  à la  luème 
distance  de  N et  de  D;  en  sorte  que  les  trois  perpendiculaires 
doivent  concourir  en  C,  et  qu’on  de'lermine  ce  centre  en  se 
servant  de  deux  quelconques  des  trois  cordes  NB,  BD,  ND. 

Donc,  1°  deux  cercles  ne  peuvent  avoir  trois  points  communs 
sans  se  confondre. 

a,°.  11  est  facile  de  trouver  le  centre  d’un  cercle  ou  d’un  arc- 
donné  : il  suffit  d’y  marquer  trois  points  iV,  B et  D,  et  de  faire 
la  construction  qu’on  vient  d’indiquer.  • ' ' 

iciQ.  Une  droite'  ne  peut  couper  un  cercle  en  plus  dé  deux 
^liillts,  puisque  s’il  y avait  trois  points  communs,  en  y me> 
nant  des  rayons^  on  aurait  trois  obliques  égales  (n**  184 , 3^). 
Une  ligne  TG  (fig.  54)  qui  ne  rencontre  le  cercle  qu’en  un 
' point  F s’appelle  Tangente.  Le  rayonGE  est  perpendiculaire 
à la  tangente  en  F t car  tout  autre  point  G de  cette  tangento 
étant  hors  du  cercle,  'CG  est  > CE=  CF-,  donc  CF  est  la 
plus  courte  distance  de  C à TG , c’est-à-dire  que  CF  est  per- 
pendiculaire à TG  (n“  .84,.“).  U 

Réciproquement , si  TG  est  perpendiculaire  au  rcyon  CF , 
cette  droite  TG  est  tangente  au  cercle.  Car  tout  oblique  CG 
étant  >CF,  tout  autre  point  O de  TG  est  hors  du  cercle.* 
Ainsi,  pour  mener  une  tangente  en  F au  cercle  CA,  il  faut 
mener  le  rayon  CFetsa  perpend.  TG  (n“‘  i88etui3,  1)^  ■>' 
200.  Étant  donnés  deux  points  (fig.  55) , l'un  ea  A sur  la 
droite  AT,  Vautre  en  B,  cherchons  le  cercle  ABI  qui  passe  en  A 
et  B,  et  qui  touche  la  droite  AT.  AB  étant  une  corde,  EF 
perpend.  sur  le  milieu  de  ,AB  contient  le  centre  C ; ce  centre 
est  aussi  sur  ^ifGperpend.  à donc  il  est  à l’intersection  C. 
Ainsi  menant  les  perpend.  GAh  AT,  etFE  au  milieu  de  AB:, 
le  point  C de  section  sera  le  centre  ; le  rayon  sera  AC. 

201;  Les  arcs  AD,  B£  (fig.  54)  compris  entre  deux  cordes, 
parallèles  AB,  DE,  sont  égaux.  Car  soit  le  rayon  CF  perpend. 
à ces  deux  cordes;  on  a (n“  iq5)  l’arc  AF—BFet  DF=:FE 5 
en  soustrayant,  il  v'xeat  A D = E B . Les  deux  cordes  peuvent 
encore  comprendre  entre  elles  le  centre  C ; telles  sont  AB  e. 
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DfE'  •;  on  a alors  AF=FB  , en  soustrayant 

ces  deux  équations  de  la  deurii-circonf  F AF*  = FBF,  il  vient 
AD’—BE'.  ■ î 

La  même  chose  a encore  lieu  pour  une  corde  AB  et  la  tan- 
j*,ente  TG  qui  lui  est  parallèle  ; éar  le  rayon  FC  mené  au  pôint 
de  contact  F,  étant  perpend.  à la  tangente,  l'est  aussi  à A3-, 
donc  AF=  FB.  ' 

Des  Intersections  de  Cercles. 

no2.fi  deux  circonférences  C,  C'  (âg.56)  ohi  un point  A com- 
mun su^  la  ligneCC  qui  contient  les  centres  ^ elles  ne  se  rencon-r 
trent  en  aucun  autre  point  : car  en  un  point  quelconque  H de 
l’une,  menons  ÇH  et  CH,  nous  avons  CC  ou  CA-\-AC 
<;  CH  -J-  HC  ; ôtant  les  égales  ÇA  et  C]fL,  il  reste  AC <C.BC  y 
le  point  H est  donc  hois  de  la  circonf.  C . Si  les  centres  sont^ 
en  C et  C d’un  même  côté  du  point  commun  A,  on  a CH 
OH  CA  •<  CC  4-  CH , et  retranchant  CÇ" , il  reste...  • • ■ • 

C'A  < CH,  le  point  H est  donc  hors  de  la  circonf.  C' . . 

La  perpend.  AT  sur  CC  au  point  A,  est  tangente  aux  deux 
circonf.  qui  se  touchent  en  A. 

Mais  si  les  deux  cercles  C et  G tint  en  M un  point  commun 
(fig.  57)  hors  de  la  Ugne  qui  joint  le»  centres , ce»  cercles  se 
coupent.  Menons  ^iV  perpend.  sur  CC  ; et  prenons  KLx^IMy. 

Les  obliques  égales  CM  et  CN  prouvent  que  If  est  un  point  de 
la  circonf.  C;  N e»t  aussi  sur  la  eirçonf.  C , car  C C'N. 

Donc  ces  circonf.  ont  un  a*  point  commun  en  N.  Un  3?  point, 
commun  serait  impossible  (n“  19^). 

Donc  , i*  si  les  oirconfirences  n’ont  qtéun  seul  point  çom- 
mun,  il  est  situé  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres,  et  récipro- 
quement ..  en  outre,  la  distance  des  centres  est  égale  à la  somme  , 

ou  à la  différence  des  rajfons;  car  on  a (fig.  56)  CC  — CA-^C  A, 
on  CC  = CA — CA,  suivant  que  l’un  des  cercles  est  extérieur 
ou  intérieur  à l’autre. 

a®.  Si  les  cercles  se  coupent,  la  ligne  qui  joint  les  cenlrt/^ 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  cordc  commune.  De 


/ 
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plus.  Ut  distance  des  centres  est  moindre  que  la  somme  des 
rayons,  et  plus  grande  que  leur  différence on  a visiblement 

( fig.  5^  ) CCr  < CM+  CM  et  CC  + C'i»/>  CM,  ou 

CC>  CM—C'M. 

3*.  Enfin,  si  les  cercles  n'ont  aucun  point  commun,  la  dis- 
tance des  centres  est  plus  petite  que  la  différence  des  rayons 
ou  plus  grande  que  leur  somme,  suivant  que  les  cercles  sont 
ou  ne  sont  pas  compris  l’un  dans  l’autre;  car  on  a (fig.  58) 
CDz=DO  — CA  — AO,  et  CC  ■=CA-\-CB-\-AB. 

On  conclut  de  là  que  D étant  la  distance  des  centres,  71  et  r 
les  rayons , on  a,  lorsque  les  circonférences  | 

se  coupent D'<^R-\-retD'^R.—  r 


se  touchent 


extérieurement, 
intérieurement, 
n'ont  aucun  point  commun  ( 
et  sont  T un  à Vautre  i 


extérieurs 

intérieurs. 


Z)  = R + r 

D R — r 

D R -I-  r 

D CR  — r 


ao3.  La  réciproque  de  chacune  de  ces  propositions  est  éga-. 
lement  vraie.  Si,  par  ex. , on  a à la  fois  O R -j-  r et  > R — r, 
les  deux  circonf.  se  coupent;  car,  i"  si  elles  se  touchaient  on 
aurait  D=R  -f-  r,  ou  =R  — r;  et  si  elles  n’avaient  aucun 
point  de  section,  D serait  > R + r,  ou  < R — r. 

De  même,  si  Ds=R-f-r,  les  cercles  se  touchent  extérieure- 
ment ; car  si  cela  n’est  pas,  il  faut  admettre  l’une  des  quatre 
autres  dispositions.  Or,  s’ils  se  coupent,  on  a D <^R  -f-  r,  ce 
qui  est  contraire  à la  supposition  ; 2°  s’ils  se  touchent  inté- 
rieurement, on  a D — R — r,  ce  qui  ne  peut  être,  puisque 

7>  = R + '’»  (*)• 

204.  Quand  on  connaît  les  centres  et  les  rayons  de  deux  cer- 
cles, pour  s’assurer  s’ils  se  coupent,  ou  se  touchent,  etc.. 


(*)  En  général,  lorsqu'on  a prévu  tous  los  cas  possibles  d'un  système,  et, 
que  chacun  comporte  des  conditions  qui  no  peuvent  coexister  avec  celles  que 
donnent  les  autres  cas,  les  réciproques  ont  lieu,  et  se  démontrent  comme  on 
vient  de  le  voir  ; c'est  ce  qu'on  remarque  dans  la  théorie  des  obliques,  n<>  184, 
ainsi  qu'au  n°  3p9,  etc. 
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il  a’est  donc  pas  nécessairode  décrira  tes  circonf.  ; U suffira  d’a- 
jouter et  de  soustraire  les  rayons,  et  de  comparer  les  résultats 
à la  distance  des  centres,  pour  décider  auquel  des  cinq  cas  pos- 
sibles la  figure  proposée  se  doit  rapporter. 

Étant  donnés  deux  points,  Tun  en  A (fig.  55),  sur  un  cercle  C, 
et  l’autre  en  B,  pour  décrire  une  circonf.  qiû  passe  par  ces  points 
AeXBKX.  touche  ce  cercle  C en  A,  on  mènera  la  tangente  AT, 
et  le  problème  sera  ramené  à celui  du  n*  200. 

. • . 1.  ' 

Des  Triangles. 

J 

f").  La  somme  des  trois  angles  de  tout  triangle  k BC  vaut  deux 
(fig.  5g).  Prolongeons  eu  CD,  l’un  des  côtés  AC  du  trian- 
gle ABC,  et  menons  CF  parallèle  à AB;  les  trois  angles  en  C 
sont  ceux  du  triangle;  car  FCD  = A comme  correspondants; 
ECF  = B comme  alternes-internes  : ajoutant  ces  équa- 
tions, FCD-j-BCF,  ou  BCD=A-}-B  ; ainsiy'’ang'/e  extérieur  BCD 
tTun  triangle  ABC  est  la  somme  des  deux  intérieurs  opposés  A 
et  B (ce  qui  généralise  le  théorème  u®  167).  On  a donc. . . . 
A -1-  B -}-  C = 2 droits. 

Si  l’on  fait  (fig.  60)  l’angle  MON=A,  MOL=B,  LOKs=C, 
la  ligne  OK.  serale  prolongeme4t  de  NO.  Cette  construction  fait 
connaître  l’un  des  trois  angles  d’un  triangle,  quand  les  deux 
autres  sont  donnés. 

Concluons  de  là  que,  i®  deux  triangles  qui  ont  deux  angles 
respectivement  égaux,  sont  équiangles. 

2°.  Un  triangle  peut  avoir  ses  trois  angles  aigus , mais 
il  ne  peut  avoir  qu’un  seul  angle  droit  ou  obtus.  ( Tqjr. 
n®  167,  2®.) 

3°.  Les  deux  angles  aigus  d’un  triangle  rectangle  ABC  (fig.  61  ) 
sont  complémentaires,  B C = un  droit  D.  , 

4®.  Quand  la  ligne  BC  tourne  sur  le  point  B poiir  s’écarter  de 
la  perpendiculaire  BA,  et  devient  BC',  l’angle  ABC  croit,  et 
l’angle  C décroît,,  la  somme  de  ces  angles  aigus  restant  tou- 
jours  = D.  L.  - 
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5°.  ht»  Uois  aogles  d'un  imogle  éqailatdra)  ëiairt  égaux 
(n”  i64)t  chacun  vaut  les  deux  tien  d’un  droit.  > 

6”.  Paos  un  trutugle  isosc^e  ABC  (fig.  i5),  A se  B et 
A-J-B-1-C=2D;  donc  xA'h'CssaD,  AœD— *’C , Cr=3 (D— A}  ; 
il  sofËt  de  connaître  nn  æid  des  angles  pour  trouver  les  deux 
autres. 

7°.  Deux  onglet  dont  les  côtés  sont  respeetivcmeni perpendi- 
culaires sont  égaux  s’ils  sont  de  mime  maure,  comme  BAC, 
ff  A' C (fig.  62)  ils  sont  supplémentaires  si  l’un 'est  aigu  et 
Vautre  obtus,  tels  que  BAC,  CA!0'.  Car  en  prolongeant  A'B' 
et  A'C',  en  D et  D',  jusqu'à  leur  rencontre  avec  AB,  AC,  qui 
leur  sont  perpendiculaires  , les  triangles  rectangles  > 
A'D'F  ont  les  angles  A çt  A!  égaux,  comme  compléinents^es 
angles  égaux  en  F. 

8°.  Quand  deux  droites  AB,  CB  (8g.  63)  vont  concourir  en 
un  point  éloigné  ou  inaccessible  H,  on  peut  trouver  l’angle  B 
sans  le  mesurer  actuellement,  soit  en  hteuant  DE  parallèle 
àBC,  qui  donne  B=  ADE;  soit  en  tiraqt  une  droite  quelcou- 
que'AC,  mesurant  les  angles  A et  C,  et  prenant  le  supplément 
de  leur  somme  A + C,  ainsi  qu’on  l’a  fait  ci-dessus. 

206.  Un  triangle  est  déterminé  Içrsqd  onen  connaît,  1®  Deux 
côtés  m et  n et  V angle  k qu'ils  forment  (Sg.  18);  on  fera 
(n®  177, 3®),  un  angle  sur  les  côtés  indéfinis  AG*  AH, 

on  prend  ra  AC  = m , AB  = n;  enfin  on  tirera  BC; 

2®.  Un  côté  n et  deux  angles  k et  l adjacents;  suç.  Fun  des 
côtés  indéfinis  ba,  bc  d’un  angle  az=zk,  on  prendra  ab:n^n-, 
on  mènera  bc  faisant  l’angle  b = l , le  triangle  demandé 
sera  abc. 

3®.  Un  côté  n,  un  angle  k adjacerU,  et  un  angle  i opposé-  On 
cherche  d’abord  le  3®  angle  (n®  2o5)  qui  est  adjacent  au  côté  n-, 
on  connaît  l’angle  k,  et  on  retombe  sur  le  cas  précédent. 

4®.  Trois  côtés  m,  n,p;  on  prendra  (fig.  57)  CC'  ~m,  et  des 
centres  C,  G\  avec  les  rayons  CM  =en,  C'M=/>  on  décrira 
deux  circonférences.  Les  intersections  M,!N  déterminent, les 
denx  triangles  égaux  CMC',  CNC',  qui  résolvent  le  problème. 
Les  deux  cercles  ne  se  coupent  qu’autant  que  m>  n — p. 
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saus  cette  double  condition,  le  triangle  ne  peut 
exister  ( n®  202). 

207.  Construire  un  triangle  ABC  (fig.  64)  dont  oh  connaît 
deuxcStésk,  c,  et  TangleKopposé  Aul  Faites  l’angle  5C^=Al; 
sur  l’un  des  côtés  indéfinis , prenez  CB  — âu  côté  adjacent 
donné  a;  le  côté  opposé  c devra  se  placer  comme  B. 4 pour  fer- 
mer le  trikngle.  Or,  du  centre  B,  avec  le  rayou  BA=c,  dé- 
crivez un  cercle  AA' } les  points  A,^  de  section  avec  le  côté 
AC,  détermifterontles  triangles  ABC,  A' BC,  qui  satisfont  tous 
deux  à la  question  ; on  a donc,  en  général,  deux  solutions 
ABC',  mais  il  faut  distinguer  cinq  cas. 

1*.  Si  le  rayon  c du  cercle  est  plus  petit  que  la  perpend.  BD , 
c<üBD,  le  cercle  ne  coupe-pas  AC,  et  le  problème  est  im- 
possible. ■ ^ ^ ■ 

2®.  Si  ce  rayon  égale  la  perpend.,  c — BD,  l’arc  est  langeiii 
en  un  point  D,  et  le  triangle  rectangle  CBD  satisfait  seul  ù lu 
question.  Donc  un  triangle  rectangle  est  déterminé  par  deux  de 
ses  côtés  J et  deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  quand  l'hjr- 
poténuse  et  un  côté  sont  respectivement  égaux. 

3®.  Si  le  rayon  c est  > BD  et  CB  ~^a/\es  obliques  , 
BA^BA sont  BC , et  par  conséquent  situées  d’up  même 
côté  de  BC  (n®  iS4)  > 1®®  triangles  ABC,  ABC  sont  l’un  et 
l’autre  conformes  aux  conditions  du  problème;  ce  sont  les  deux 
solutions.  Remarquons  que  A est  supplément  de  l’angle  CA' B, 
puisque  le  triangle  isoscèle  AB  A a l’angle  A = B A A-,  ainsi, 

I l’im  de  nos  déux  triangles  est  acutangle,  l’autre  obtui,angle. 

Si  l’on  savait  d’avance  que  le  triangle  cherché  a ou  n’a  pas 
d’angle  obtus,  l’une  de  ces  solutions  se  trouverait  exclue. 

^ 4®-  Si  c > fl,  ou  BA  > BC , les  points  A et  A'  tombent  des 
deux  côtés  de  ZIC  (fig.  65)  ; on  n’a  donc  qu’utie  solution  ABC. 

5°.  Nous  avons  jusqu’ici  supposé  que  l’angle  donné  A 
est  aigu  ; s’il  est  obtus , tel  que  BAC , la  même  constmction 
sert  encoie  à donner  la  solution  A BC  (fig.  64),-  qui  est  unique, 
parce  que  le  triangle  ABC  ne  peut  convenir  à b question.  Ob- 
servez que  le  côté  c opposé  à l’angle  obtus  C doit  être  le  plus 
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grand,  et  que  si  l'on  eût  donné  c<^a,  le  problème  eût  été 
absurde. 

' Deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  respectivement  égaux , et 
un  angle  égal  opposé  à l’un  de  ces  côtés , sont  donc  égaux  quand 
ils  sont  de  même  nature  (l’un  et  l’autre  rectangles,  ou  acutan- 
gles ou  obtusangles)  (*). 

208.  Les  cordes  égales  CD,  AB  (fig.  G6)  sont  à égales  dis- 
tances du  centre  O.  Menons  les  perpend.  0/,‘  OK  ; les  triangles 
rectangles  OCI,  O AK  sont  égaux,  à cause  de  CI  et  AK  qui 
sont  des  moitiés  de  cordes  égales  ; donc  0/=  OK^ 

Réciproquement,  si  JO=OK,  les  triangles  sont  encore 
égaux;  d’où  CD  = AB. 

Si  par  un  point  donné  il/ ou  d,  intérieur  ou  extérieur  au  cercle, 
on  veut  mener  une  corde  CD  de  longueur  donnée,  on  la  portera 
arbitrairement  en  AB  sur  la  circonf.  ; puis , menant  la  perpend . 
OK,  et  traçant  le  cercle  K] , la  corde  cherchée  sera  tangente  à 
cette  courbe.  Ainsi , il  restera  à mener  cette  tangente  par  le 
pointilf  (n^aix,  II),  et  on  aura  les  deux  solutions  du  problème. 

209.  De  deux~^ cordes  inégales  AB,  CD  (fig.  67),  la  plus, 
grande  AB  çrt  la  plus  proche  du  centre  O.  Car  on  a l’arc 
AEB  > CFD  ( n“  180)  : prenons  l’arc  AE  ~ CD,  la  corde 
AE  sersi  = CD,  et  à la  même  distance  du  centre  O;  d’où 
OL  = 01.  Comme  AE  tombe  en  dessous  de  AB , on  a 
0/>0G,  et  par  conséquent  > OK. 

Réciproquement , si  OZ,>  OK,  la  corde  CD  est  <w/B;"car 
autrement  on  aurait  CZ?  = ou  > AB,  d’où  l’on  conclurait 
OL=  ou  < OK,  par  la  proposition  directe  (note  n®  2o3). 


210.  Résolvons  maintenant  quelques  problèmes. 

K Inscrire  un  cercle  (fig.  68)  dans  un  triangle  ABC,  c’est-i»  ' 


(«)  En  récapitulant  tout  les  cas  d’égalité  des  triangles , on  peut  dire  que 
Jeux  trUmgUt  sont  égaux  torsqu'iU  ont  trois  des  parties  qui  les  com- 
posent respectivement  égales  ; mais  il  faut,  i».  exclure  le  cas  de  trois  angles 
donnés  ; a®,  exiger  que  si  l’on  a deux  angles  donnés , ils  soientplacés  do  même 
à l’égard  du  côté  donné  ; 3®.  enfin  sous-entendre  que  s’ils  ont  deux  côtés  égaux 
et  un  angle  égal  opposé  é l’un , les  triangles  soient  do  même  nature. 


TRtAHGLKS. 


a55 

dire  tracer  une  circonférence  de  cercle  qui  soit  tangente  aux 
trois  côtés.  Ce  problème  revient  à trouver  un  point  O inté- 
rieur, qui  soit  à égale  distance  des  trou  côtés  du  triangle  ABC; 
car,  si  les  perpend.  OE , OD,  OF sont  égales,  le  cerclé  décrit 
du  centre  O,  avec  le  rayon  OE,  sera  tangent  aux  trois  côtés 
(n°  199). 

Cherchons  d’abord  un  point  0 à égale  distance  des  deux  côtés 
AC,  AB  ; menant  Ao,  les  perpend.  égales  oe,  of  donnent  les 
triangles  rectangles  égaux  Aeo,  Aof  (n®  207,  2*.).  Donc  Ao 
divise  l’angle  A en  deùx  parties  égales. 

Réciproquement , si  la  droite  Ao  coupe  l’angle  A en  deux 
parties  égales,  tout  point  o de  cette  ligne  donne  les  deux  per- 
pendiculaires égales  oe,  of. 

Donc  , tous  les  points  de  la  ligne  AO  sont  à même  distance 
de  AB  que  de  AC,  et  les  points  de  cette  ligne  jouissent  seuls  de 
cette  propriété  ; en  sorte  que  AO  est  le  lieu  de  tous  les  centres 
des  cercles  langens  à ces  deux  côtés,  et  que , par  conséquent , 
le  centre  cherché  est  l’un  des  pointsde.<^0.  Ce  centre  doit  aussi, 
par  la  même  raison , se  trouver  sur  la  droite  OB , qui  divise 
l’angle  B en  deux  parties  égales  ; il  sera  donc  à leur  intersec- 
tion O , qui  non-seulement  sera  à égale  distance  des  trois  côtés 
du  triangle , mais  encore  qui  jouira  seul  de  cette  propriété.  Me- 
nons la  droite  OC;  elle  divisera  l’angle  C en  deux  parties  égales, 
puisque  les  deux  triangles  rectangles  ECO , DCO  ont  l’hypo- 
ténuse commune  et  un  côté  égal,  OD  — OE. 

Concluons  donc  de  lê , 

I*.  Qu’on  peut  inscrire  un  cercle  dans  tout  triangle; 

2®.  Qu’on  n’en  peut  inscrire  qu’un  seul; 

: 3®.  Que  le  centre  est  situé  à l’intersection  de  deux  lignes  qui 
divisent  en  parties  égales  deux  des  angles  du  triangle  ; 

4®.  Que  la  droite  menée  de  ce  centre  au  3*  angle,  coupe  pa- 
reillement eet  angle  en  parties  égales. 

Soit  P le  contour  ou  Périmètre  du  triangle  (fig.  68)  ; comme 

on  a AF=.AE,  BF=BD , CE-=^  CD,  on  en  tire 

p — iAF-\-iiBD-\-7.CD,  ou p-=z%AFr^%BC\  d’où 
AF—'-p  — PC=  AE—  ; {AB-\-AC—  BC). 
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Il  eât  donc  aisé  de  trouver  les  points  F,  £,  et  par  suite  Û, 
puisque  CE  = CD ; ou  pourra  résoudre  le  problème  en  faisant 
passer  une  circonf.  tangente  aux  trois  côtés,  en  P,  E,  F. 

II.  Décrire  un  cercle  ( (ig.  Ss)  dans  lequel  deux  droites  don- 
nées j4B  = m,  j4D  = n,  soutendent  des  arcs  doubles  l'un  de 
l’autre?  Comme  le  triangle  ADJS  doit  être  isoscèle,  après  avoir 
tiré  y4B  = m,  on  décrira  des  centres  A et  B ^ avec  le  rayon  n, 

«les  arcs  qui  détermineront  le  point  D et  le  triangle  ABD , 
auquel  il  ne  s’agira  plus  que  de  circonscrire  un  cercle. 

III.  Construire  le  triangle  rectangle  SyfC(fig.  69),  dont  un 

côté  AB  de  l’angle  droit  et  le  périmètre  BE  sont  donnés? 
Puisque  BC~\-  CA=.AE,  élevons  en  .<4  la  perpend  ; 

nous  aurons  BC=CD,  et  le  triangle  BCD  sera  isoscèle  ; ainsi , 

CI  perpend.  au  milieu  de  BD  donnera  le  point  C. 

IV.  Par  un  point  / (fig.  5g),  mener  dans  l’angle  BCA 

une  droite  AIB  qui  forme  le  triangle  isoscèle  ABC,  savoir 
AC—BC,  et  l’angle  A — B,  L’angle  extérieur  BCD  étant 
= -f-  F (n“  2o5)  = "xA,  si  l’on  mène  CF  qui  coupe  par  ' 

moitiés  l’angle  BCD,  FCD  sera.  ==  A,  et  CF  parallèle  à AB. 
Donc,  il  faut  tracer  CF,  et  par  le  point  donné  I mener  AIB 
parallèle  à CF. 

V.  Par  un  point  donné  .1/  (fig.  66) , mener  CD  telle , que  la 
partie  dD  interceptée  entre  les  deux  circonfér.  concentriques 
DB , db  soit  de  longueur  connue  /?  Si  CD  est  la  droite  cher- 
chée, toute  corde  AB  = CD  est  à la  même  distance  du  centre, 
ou  AO  = O/,  KB  = JD,  Kb  = Id,  puis  Bb  = Dd  = l. 
Qu’en  un  point  quelconque  B on  porte  la  longueur  /de  B en  b, 
entre  les  deux  circonfér.;  qu’on  mène  la  droite  ÔF  prolongée 
eu  A ; enfin , qu’on  trace  le  cercle  OIK  tangent  à Ab , il  le  sera 
aussi  à la  droite  cherchée  CD  ; il  ne  s’agira  plus  que  de  mener 
par  le  point  M une  tangente  CD  à ce  cercle  JK  ; ce  sera  la 
droite  demandée. 

VI.  Construire  un  triangle  rectangle  BCD  ( fig.  64) , dont  on 
connaît  l’hypoténuse  BC,  et  la  somme  ou  la  différence  des 
côtés  CD,  BD  de  l’angle  droit?  Soit  AD=  BD  = A'D  ; les 
triangles  rectangles  iso.scèles ////O,  Fyf'O ont  les  angles  cl  A' 
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égaux  à la  moitié  d’uu  droit  (n^anS,  3°.).  Dans  le  triangle  BAC 
ou  B A C,  outre  ou  connaît  donc  l’angle  A ou  A',  et  le  côté 

AC  ou  A'C,  et  il  aisé  de  décrire  ce  triangle.  Sur  la  base 
AC  ou  A C,  on  tirera  ou  AD  sous  la  direction  d’un  demi- 
angle  droit;  du  centre  C,  et  avec  le  rayon  CB,  on  tracera  un 
cercle  qui  coupera  AB  ou  AB  au  sommet  B ( il  y a en  général 
deux  points  d’intersection  , et  par  conséquent  deux  solutions 
II”  207)  ; il  resteia  ensuite  à abaisser  la  perpend.  BD  qui  ter- 
minera le  triangle  demandé  B CD. 

Mesure  des  angles  dans  le  cercle. 

21 1 . Nous  connaissons  Iji  mesure  des  angles  dont  le  sommet 
est  au  centre  (n°  181);  cherchons  cette  mesure  lorsque  le  sommet 
est  situé  d’une  manière  quelconque  ; et  d’abord  examinons  le 
ras  où  l’angle  est  formé  par  deux  cordes  , le  sommet  étant  sur 
la  circonf.;  ou  dit  alors  que  l’angle  est  Inscrit  ; il  a pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  compris  entre  les  côtés. 

t®.  Si  l’un  des  côtés  AO  de  l’angle  G AD  (fig.  70)  passe  par 
le  centre  C,  en  menant  EF  parallèle  à AG,  on  a GE  = AF 
(n®2oi);  mais  aussi  ED  = AF,  à cause  des  angles  égaux 
et  DCE-,a\ns\,  E est  le  milieu  de  l’arc  GD,  et  l’angle  ECD  ou 
son  égal  G AD  (n®  182, 4“  )>  ® pour  mesure  ED  ou  la  moitié  de 
l’arc  GD. 

. 2®.  Si  le  centre  C est  entre  les  côtés  de  l’angle  BAG,  en  me- 
nant le  diamètre  les  angles  B AD,  ZZyéG  ayant  pour  mesure 

les  moitiés  de  BD  et  de  DG,  la  somme,  ou  la  moitié  de  l’arc 
B DG,  est  la  mesure  de  l’angle  BAG. 

3®.  Si  le  centre  C est  hors  de  l’angle , comme  pour  H AB , on 
a de  meme  \ HD  et  i Z^Dpour  mesures  des  angles  HAD,  B AD; 
en  retranchant,  on  trouve  j HB  pour  mesure  de  l’angle  H AB. 

4®.  Enfin,  s’il  s’agit  de  l’angle  TAB , formé  par  une  tan- 
gente AT  et  par  une  corde  AB,  le  diamètre  AD  est  perpend. 
sur  AT,  l’angle  T AD  a donc  pour  mesure  le  quadrans  ou  la 
moitié  de  l’arc  AH  BD  ; celle  de  B AD  est  \ BD  ; la  dilférence  de 
tes  arcs  est  ^ AHD , mesure  de  l’ang'e  TAB, 
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Réciproquement , si  un  angle  HAG  a pour  mesure  ^ BG , le 
sommet  A est  sur  la  circonf.;  car,  si  BG  pouvait  mesurer  l’an- 
gle B IG,  on  formerait  l’angle  BAG  qui  aurait  même  mesure, 
d’où  BIG  = BAG,  ce  qui  ne  se  peut  (n“  171). 

Prolongeons  en  K le  côté  HA  de  l’angle  HAG  j la  moitié  de 
l’arc  G AH  est  la  mesure  de  l’angle  K AG,  puisque  K AG  est 
supplément  de  l’angle  HAG. 

On  verra  aisément  que 

5®.  L’angle  BAD  ( fig.  71)  inscrit  (Lins  le  demi-cercle,  est  droit, 
car  il  a pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-circonférence. 

6®.  Tous  les  angles  inscrits  A , C,  D,. . . (Gg.  72),  qui  s’ap- 
puient sur  le  inêine  arc  BE , ayant  même  mesure,  sont  égaux. 

7®.  Si  un  angle  BAE,  de  grandeur  Gxe , se  meut  de  manière 
que  ses  côtés  passent  sans  cesse  l’un  en  B , l’autre  en  £ , le 

sommet  prenant  successivement  les  positions  A , C,  D, 

décrira  la  circonf. 

212.  On  résout  divers  problèmes  à l’aide  de  ce  théorème. 

I.  Abaisser  une  perpendiculaire  AD  (6g.  71)  A l’extrémité 
(T une  ligne  AB  sans  la  prolonger.  Puisque  l’angle  A doit  être 

< droit , toute  ligne  BD  doit  être  le  diamètre  d’un  cercle  passant) 
en  A (5®.).  On  décrira  donc,  du  centre  quelconque  C,  ùn  cercle 
qui  passe  en  A;  puis  par  le  point  B où  ce  cercle  coupe  AB , 
on  mènera  le  diamètre  BD,  qui  donnera  le  point  D\  DA  sera 
la  perpend.  cherchée. 

II.  Par  un  point  extérieur  >^3)  mener  une  tangente  kü 

au  cercle  CAB.  Puisque  l’angle  CAD , formé  par  la  tangente 
et  le  rayon , doit  être  droit,  cet  angle  est  inscrit  dans  le  demi- 
cercle  dont  CD  est  le  diamètre  (5®.).  On  décrii-a  donc  cette  cir- 
conf. CADB\  elle  coupera  le  cercle  proposé  CAB  au  point 
de  contact  A.  On  aura  , outre  la  tangente  AD , une  autre  so- 
lution BD , et  il  est  prouvé  que  ces  deux  lignes  satisfont  seules  • 
à la  question. 

III.  Partager  l’angle  quelconque  ACB  (fig.  74)  en  trois  parties 
égales.  Traçons  du  sommet  de  cercle  IF  AB-,  concevons  la 
ligne  jé O tracée  de  manière  à former  l’angle  0 = j ACB.  L'an- 
gle ACB  est  extérieurau  triangle  AOC,à'oi\Z  O — O -f-  OAC; 
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et  OAC^%  O.  Mais  menant  le  rayon  FC,  le  triangle  isoscèle 
Fy^Cilonne  OAC-=zAFC  ; or  l’angle  AFC,  extérieur  au  triangle. 
OFC,  est=:0-^-FC0—0AC=20  : il  en  résulté  que  l’angle 
FC0  = 0,  et  que  le  triangle'/^CO  est  isoscèle;  0/ï’=  le  rayon 
CF  du  cercle. 

a I . 

Le  problème  propose'  consiste  donc  à savoir  inenec  la  droite 
telle,  que  la  partie  exte'rieure  O F soit  e'gale  au  rayoa; 
l’angle  O sera  le  tiers  de  l’angle  ACB , l’arc  B G ou  F/  le 
tiers  de  l’arc  AB,  Mais  il  n'appartient  pas  â'^a  Géométrie  éle'- 
inen taire  de  donner  des  ino'yens  de  mener  cette  droite  AO: 
comme  on  n’y  traite  que  des  propriétés  de  la  ligne  droite  et'du 
cercle, on  n’y  emploie  aussi  que  la  règle  et  le  comp^^  on  verra 
d’ailleurs  des  moyens  d’opérer  la  trisection  de  V angle , ce  qu’ou 
ne  peut  faire  ici  que  par  tâtonnement. 

IV.  Décrire  un  cercle  qui  passe  en  deux  points  donnés  B , E 
(fig.  ’]5),  et  qui  soit  tel , que  les  angles  O inscrits  soient  égaux  à 
un  angle  donné  A ; c’est  ce  qu’on  appelle  décrire  sur  une  droite 

if,  BE,  un  segment  capable  de  Pangle  k.  La  tangente  en  E fera 
aussi  l’angle  B EK  z=A=0  {rs?  211,  si  donc  on  mène  la 
droite  FF/ telle  que  l’angle  BEK  so\l=A,  elle  sera  tangente.  La 
({uestion  est  donc  réduite  à faire  passer  en  B un  cercle  tangent 
à F/au  point  F (n“  20^).  On  élèvera  les  pcrpend.  CE  â Kl , 
et  CG  sur  le  milieu  de  BE\  C sera  le  centre. 

Cette  construction  est  souvent  employée , surtout  lorsqu’il 
l’agit  de  former  un  triangle  dans  lequel  on  connaît,  entre  au- 
tres choses,  un  côté  et  l’angle  opposé,  comme  dans  les  ques- 
tions suivantes.  * 

V.  Décrire  un  triangle  BDE  (fig.  76)  dont  on  connaît  la 
l*ase  b,  la  hauteur  h et  l’angle  A du  .sommet.  Après  avoir 
tracé  BE—b  et  sa  parallèle  DD' , à la  distance  IIG=.h  de 
BE,  on  décrira  sur  BE  un  segmenf  capable  de  l’angle  donné  y/, 
et  les  points  où  DIX  coupera  le  cercle,  donneront  pour  solu- 
tions les  triangles  demandés /?£>£, 

•VI.  Soient  trois  points  B,  A,  C (fig.  77)  tracés  sur  une 
ca  rte,  fi.ter  le  lieu  d’un  quatrième  point  D,  connaissant  les 
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au^le#  BDC  el  BDA.  Ou  décrira  sur  BC  le  setjineul  miB  éa-» 
pabic  de  l’angle  BDC,  ainsi  qu’on  vient  de  le  dire,  et  le  point 
clierclié  D fera  sur  cette  circonférence  mni,  qui  est  le  lieu  de» 
sommets  D de  tous  les  angles  égaux  à BDC.  De  même,  sur  B A, 
le  segment  pqA  capable  de  BDA  : le  point  D sera  à l’intersection 
des  deux  circonf.  Quand  l’une  de  ces  circonf.  passe  à la  fois 
par  les  trois  points  ABC,  selon  que  l’autre  est  ou  n’est  pas 
dans  le  même  cas,  le  problème  est  indéterminé  ou  absurde. 

VII.  ConslrulMfun  triangle  ABC  (fig.  68)  dont  on  connaît 
la  base  AB,  l’angle^oppose  C et  le  rayon  O F du  cercle  inscrit? 
Pu|sque>^>>^.,etC)/î  'divisent  en  deux  parties  égales  les  angles 
A et  B (lu  triau^  chertbté  v/É?C.,  dans  le^  triangle  AOB , 
l’angle  O,  supplément  de  0^/<','oti‘de  j {A  + B), 

est  0=aZ) — {A-^B)-,  et  comme  A B = ^D  — C,  on 
a 0=D-f-iC’.  L’angle  O étant  connu,  on  déterminera  le 
point  O (prob.  V),  puis  traçant  le  cercle  EDF,  qui  touche 
-if/yen F,  les  tangentes  Z? £>  achèveront  le  triangle  cherché. 

^YIII.  Étant  donnés  un  triangle  A' B' C (Gg.  ^8)  et  deux 
circonf.  concentriques  AO,  CO , construire  un  triangle  ABC 
qui  ait  deux  sommets  et  Æ sur  la  grande  circonf.,  et  l’autre  C 
sur  la  petite,  et  qui  soit  équiangle  avec  le  proposé  A-==.A', 
Bz=B',  C=  C. 

L’angle  A ayant  pour  mesure  j BD,  si  de  A',  comme  centre, 
et  du  rayon  AO  on  décrit  l’arc  Tif,  il  sera  moitié  de  BD.  On 
prendra  donc  en  un  lieu  quelconque  l’arc  BD  — t..  lîf\  les 
côtés  AB  et  AC  passeront  par  B et  D.  De  plus,  l’angle  BCD 
étant  supplément  de  C,  (vi  aura  le  lieu  du  sommet  C,  en  dé- 
crivant sur  la  corde  BD  un  segment  BCcD  capable  de  cctj, 
angle  iD — C ; la  droite  donnera  lepointy^,  et  le  triangle 

cherché  ABC. 

Le  point  c donne  le  triangle  aBc,  autre  solution  du  pro- 
blèiTte;  outre  qu’on  peut  attribuer  à la  corde  BD  une  infinité 
de  situations,  ce  qui  donne  autant  de  solutions  doubles. 

ai.^.  L’angle  BAC,  dont  le  sommet  A est  en  un  lieu  quel- 
conque  du  plan  (fi,g.  'jg  et  8o),  a pour  mesure  la  moitié  de  la 
somme  ou  de  la  dijfférence  des  arcs  BC , DE , compris  entre  les 
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côlés,  selon  que  le  sommet  A est  au-dedans  ou  au-dshors  de  lu 
oirconférence. 

Menez  parallèle  à DC.  i*Si  A est  situé  dans  la  circonf. 

(fig.  79),  la  mesure  de  l’angle  E=iBAC  est 

iBF=\{BC+CF)  — \{BC-\-DE). 

a®.  Si  A est  situé  hors  du  cercle  (fig.  80),  la  mesure  de 
l’angle  A = BEF  est BF  =\{CB  — CF)=  ^ {CB  — ED) . 

Ainsi,  la  mesure  de  l’angle  Aest\  (artô),’îfi  faisant  a=iflC, 
b — DE.  Cette  formule  est  même  générale,  car  b — o répond 
au  cas  où  le  sommet  est  sur  la  circoi^.,  et  celui  o^  il' 

«St  au  centre.  ; .•  . ' ■’  . < 

Lignes  proportionnelles.  Triangles  semblables. 

ai4-  Soient  deux  droites  quelconques  AH,  ah  (fig.  81};  si 
sur  l’une  on  prend  des  parties  égales  AB  , BC,  CD. , . . , 
et  que  par  les  points  de  division,  on  mène  des  parallèles  Aa, 

Bb,  Ce. ..  Hh,  dans  une  direction  arbitraire,  les  parties  ab, 
bc,  cd. . . qu’elles  interceptent  sur  ah,  sont  égales  entre  elles. 

Car  si  l’on  mène  ai,  bl,  cm,...  parallèles  à 4H,  on  aura 
des  triangles  aib,  blc,  cmd...  égaux  entre  eux,  à cause  de 
ai  = blz=  cm . . . z=  AB  ~BC=  . . . * 

Il  suit  de  là  que  AB  sera  contenu  dans  AH  autant  de  fois 

que  ab  dans  ah,  etc.  d’où  = ^ ; AE  ; EH  ::  ae  eh. 

* EH  eh 

^ 21 5.  Deux  droites  AH  et  ah  (fig.  8a)  sont  coupées  en  parties 

proportionnelles  par  trois  parallèles  quelconques  Aa , Ëe , Hli , 

AE  ae  . . 

savoir,  car, 

I®.  Si  les  parties  AE,  EH  sont  commensurahles,  eu  portant 
la  commune  mesure  sur  AH,  elle  sera  contenue  un  nombre 
exact  de  fois  dans  AE  et  EH  : on  retombera  donc  dans  le 
cas  ci-dessus,  parce  que  les  parallèles  à An,  menées  (>ar  les 
points  de  division,  couperont  ah  en  parties  égales. 
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a”.  Si  AE  et  HE  sont  incomniensurables,  divisons  AE  en 
un  nombre  arbitraire  de  parties  égales,  et  portons  l’une  d’elles 
de  E vers  H-,  soit  / le  point  de  division  le  plus  près  de  H-, 
menons  li  parallèle  à Hk.  Cela  posé,  AE  et  E!  étant  corn- 
et comme  El  = EH  — HI  -, 


inensurables , on  a — — 
EA  ea 


, , . . EH  H!  eh  hi  ^ . 

e.i  = eh  — hi , il  vient  = . Or,  les  distances 

EA  EA  ea  ea 

Hl  et  hi  peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu’on  voudra,  eu 

prenant  le  nombre  de  divisions  de  AE  de  plus  en  plus  grand, 

les'^  autres  termes  étant  constans  : de  sorte  que  les  points 

Il  et  h sont  les  limites  de  J et  i-  Puisque  les  2"  termes  des 

deux  membres  décroissent  indéfiniment,  le  principe  fouda- 

. . „ , , EH  eh 

mental  (n®  1 13)  donne  donc  encore  — . 

EA  ea  ... 

..  • 

De  la  proportion  démontrée,  on  tire  (-n*  ^3) 

AE  ae  „ . AH  AE  EH  ' 

— = — ,dou  — r-  = =-T-.  'î' 

AH  ah  an  ea  eh 

« 

216,  Une  parallèle  ÈB  à la  base  (T un  triangle  HAC  (fig.  82) 
roupe  les  côtés  en  parties  proportionnelles,  ■Ÿ\û%t\\xe  AB'^.ae, 

IiC  = eh  y d’où 

AE_  AB  _EH 
Ali~  AC~  BC 

Oo  peut  répéter  sur  le  triangle  i/yfC  ce  qu’on  a dit  sur  lafig.81 . 

j4Ej  BjH 

Réciproquement,  si  l’on  a = -rpT-,,  EB  est  parallèle  k UC; 

A tS  XJO  • 

car  si  cela  n’était  pas , menant  HL  parallèle  à EB , on  aurait 

217.  Il  suit  de  là  que,  i®  lorsqu’on  a trois  lignes  m,  n,  p 
(fig.  82),  pour  trouver  une  quatrième  proportionnelle , c.-à-d. 

une  ligne  X,  telle  qu’on  ait  on  fera  un  angle  quel- 

conque HAC,  ou  prendra  sur  ses  côtés  AE^m,  ABz=n, 
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AH=^p\  puis  menaut  EB  et  sa  parallèle  £fC»  AC  sera  la 
quatrième  proportionoelle  cherchée  x, 

a*.  T^ei  lignes  quelconques  AB,  ÂG,  AD,  AE,  AF, 

(%•  83)  partant  Aun  même  point  A,  sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  les  parallhles  BF,  bf;  car  en  n’ayant  e'gard. 


JR  . AB  AC  , ^ AC  AD  . 

qu  à AH  et  AC,  on  a —77  = —7-  ; de  meme  —7-  = — 1,  a 

Ab  Ac  Ac  Ad 


cause  des  droites^Cet  AD,e\x..  Réunissant  ces  proportions  qui 
ont  rapport  commun , >l  vient 


AB  AC  AD  AE_AF 
Ab  — Ac~  Ad~  Ae~  Af  ' ' 


3".  Four  diviser  une  droite  donnée  AF  (fig.  84)  ep plusieurs 
parties  égales,  par  ex.  en  cinq,  on  mènera  une  ligne  quel- 
conque indéfinie  aF,  sur  laquelle  on  portera  cinq  fois  l’ou- 
verture de  compas  arbitraire  Fe=ed=dc=:. . . , puis  me- 
nant A a et  les  parallèles  Bb,  Ce,  Dd,  Ee,  on  aujra 

AB  = BC=CD= 

4*.  Pour  partager  une  ligne  donnée  a'F  (fig.  85)  en  parties 
proportionnelles  à celles  d Une  autre  droite  donnée  af,  on  tirera 
la  ligne  quelconque  AF,  sur  laquelle  on  portera  FE-=fe, 
ED=ed,DC=dc....-,  puis  menant  Ad  et  les  parallèles  Bb'... , 
on  aura  les  points  de  division  cherchés  e' , d , c' ... . 

Si  /a  est  l’une  des  dimensions  d’une  figure , et  qu’on  veuille 
que  cette  dimension  devienne  Fa',  il  faudra  changer  les  parties 
/e,  fd. . . en  Fe' , Fd . . . L’échelle  d’un  plan  étant,  par  ex. , 
fa,  elle  est  devenue  Fd . C’est  à cette  construction  que  se 
' rapporte  l’art  de  réduire  un  plan  à une  échelle  donnée. 

aiS.Deux  triangles  ./é fi  (fig.  86)  dont  les  angles  sont 

respectivement  égaux,  sont  nommés  Semblables  ou  Èquiangles: 
les  côtés  de  même  dénomination  sont  appelés  Homologues. 
Soient  A — A' , fi  = fi' , C:s=  C ; AB  est  homologue  de  B', 
fi  C de  fi' C',  AC  de  A' (y.  Les  côtés  homologues  se  distinguent 
en  ce  qu’ils  sont  opposés  aux  angles  égaux. 

Deux  triangles  semblables  ont  les  côtés  homologues  propor- 
tionnels, En  effet,  pbçous  le  triangle  A'B'C  sur  ABC,  de 
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sorte  que  le  côte'  A'C  tombe  sur  son  homologue  AC  de  A 
en  E;  A' B'  tombera  sur  AB  de  Aen  D,h  cause  de  A=A' . 
Mais  l’angle  AED=  C = C\  donc  DE  est  parallèle  à BCy  et 
„ AD  AE  . , AE  BF 

1 on  a : de  plus,  menant  BF  paral- 

lèle à AB  ; et  comme  BF—DE  =B'C , ou  a enfin 
AB"  A'C  B'C 


AB 


AC  ~ BC  ■ 


Rdciproqiteinenl,  deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 

A' B'  A'C  B'C 

proportionnels, sontsemblables.'Eaefliet,  si  ■ — .„—■  , 

Ali  Ai^  tS\j’ 

prenons  AD—A'B'^  et  menons  DE  parallèle  a BC,  nous  avons 

AD  AE  DE  „ 

cause  que  Au=zA  i>  , le  i"  rapport 

Aàj  A\^ 

est  commun  aux  deux  proportions  ; les  autres  rapports  sont 
donc  égaux,  savoir  A'C'=:AE,  B'C  — DE.  Les  triangles 
ADE,  A' B' C sont  égaux,  et  par  conséquent  ABC,  A' B'C 
sont  équiangles. 

aig.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  (fig.  86)  qui  ont  un  angle 

. • J • 7 A'B'  A'C' 

egalkxxS. , compris  entre  des  cotés  proportionnels  — , 

sont  semblables . Car  en  appliquant.  A'C  de  A en  E,  A' B' 
tombera  eu  AD,  et  A'B'C  en  ADE.  Or,  par  hypothèse,  on  a 
AD  AE 

-yj,-,  donc,  DE  est  parallèle  à UC  (n°  216),  et  les 
AtS  AL^ 

triangles  ABC  et  ADE  ou  A' B'C  sont  équiangles. 

, 220.  Donc  (fig.  86),  1“  deux  triangles  dont  les  côtés  sont 
respectivement  parallèles , sont  semblables.  Cela  est  évident 
pour  et  A'B'C  (n“  192,  3®.)  ; quant  à y/£Cet  C'/£T,  en 
prolongeant  les  côtés  vers  A'  et  B' , puis  menant  A' B'  parallèle 
à HI  ou  AB,  on  aJe=A' , H—C  comme  alternes-internes. 
Ainsi,  C'///élant  équiangle  à A' E>  C , l’est  à ABC.  Les  côtés 
parallèles  sont  homologues . 

2*.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  (fig.  87),  dont  les  côtés 
respectifs  sont  perpendiculaires,  sont  semblables  ; car  proion- 
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geons  les  côtes  A'C , S'C  jusqu’à  leur  reucoqjlre  en  F et  E 
avec  les  angles  Cet.E  sontcomplémetis,  ainsique  C et£, 
à cause  des  triangles  rectangles  ECG,  ECF  : donc  C=C'- 
On  prouve  de  même  que  A — A , B=sB' . Les  côtés  perpendi- 
culaires sont  homologues . 

3’.  Les  lignes  AB,  AC,  AD. . . (lig.  83) parlant  A un  même 
point  A,  coupent  en  parties  proportionnelles  deux  parallèles 
quelconques  BF,  bf;  car  les  triangles  ABC,  aôc,  semblables 

, AC  BC  . . , AC  CD 

donnent = — ; de  meine^CA»,  ned,  donnent — j; 

ac  Oc  Ac  , ca 


. . „ CD  BC 
ainsi  1 on  a — r = -r-  • 
cd  Oc 


_ . . C/)  DE 

ün  a oe  meme  — r = -7—  . 

cd  de 


4°.  Si  les  lignes  Aa,  Ec,  £//t(fig.  82)  sont  dés  parallèles 
e'quidistantes,  E,  e,  senties  milieux  de  AH  et  ah,  et  réci- 
proquement. De  plus,  Ec  est  la  moitié  de  {Aa-^Hh),  puis- 
qu’en  menant  AC  parallèle  à nA,la  ligne  EB=\HC,  et 
Be  = Aa=.Ch-=z  j {Aa-\-Ch).  Donc  Ee=\  {Aa  + Hh), 

5°.  C’est  sur  ces  principes  qu’est  fondée  la  construction  des 
Échelles.  Après  avoir  porté  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales  sur  une  droite  indéfinie  Cl  (flg.  88),  par  ex.,  5 de  C 
en  D,on  élève  par  les  points  de  division  des  perpend.,  puis  on 
porte  de  même  sur  CA,  5 parties  égales  arbitraires  Ca,  ac. . . ; 
par  les  points  a,  c,  e. . . .,  on  mène  des  parallèles  indéfinies 
à C/;  enfin,  on  tire  les  Transversales  CB,  20  F,  1 5 G,...  Il  suit 
de  cette  construction,  que  puisque  Ca,Cc,  Ce, ...  sont^,  5,  | - - 
de  CA  ; ah,  cd,  ef, . . sont  de  même  5,  f » 1 • • • de  AB  ; eo  est 
=s=  yô  ou  ( ÿ + -^)  de  AB,  ou  enfin  ^ de  CD . 

On  a donc  ainsi  partagé  la  ligne  CD  en  aS”,  ce  qu’on  n’aurait, 
pu  faire  autrement  d’une  manière  aussi  distincte,  vu  la  peti- 
tesse des  parties.  On  peut  se  servir  de  cette  échelle  pour  diviser 
une  longueur  en  parties  égales  : on  eberebe  combien  cette  loii' 
guenr  contient  de  parties  de  l’échelle,  en  portant  une  égale  ou- 
verturede  compas  sur  une  des  parallèles  indéfinies,  et  observant 
qu’elle  réponde  à des  divisions  à peu  près  exactes  : si,  par  ex., 
•Ile  tombe  de  L en  o,  la  ligne  contient  67  divisions.  Pour  cou.-r 


t 


0;^;:;^  J i.y  t -■  :oglt 


/ 
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per  Lo  en  9,  on  calcule  le  9*  de  5-],  qui  est  6,  et  l’ou  prend 
une  longueur  de  six  parties  de  l’échelle. 

Cette  échelle  est  surtout  employée  pour  réduire  les  lignes 
d’un  dessin  dans  un  rapport  donné  : on  a coutume  de  former 
CD  et  C./^|d|b4ix  parties,  et  de  numéroter  convenablement  les 
transversam,  afin  d’en  faciliter  l’usage.  C’est  alors  une  échelle 
de  dixmet.  ( fig.  89.) 

6°.  Voici  un  autre  moyen  remarquable  de  sous-diviser  une 
échelle  en  fractions  très  petites.  Si  les  longueurs  égales  AB,  CD 
(fig.  90)  sont  partagées,  l’une  en  5,  l’autre  en  6 parties  égales 
aux  points  i,  2,  3...  et  11,  12...,  la  longueur  >fii,  que  nous 
désignerons  par  a,  sera  le  5*  de  AB,  a = lAB,  et  Cit=:gAB  ; 
d’où  Aii‘—  C\-=l\AB — \AB=-^AB , ou  ^ a.  Donc,  les 
règles  étant  appliquées  C en  A,  D en  B,  le  n”  1 1 dépassera 
le  n*  I de  ^ a,  12  dépassera  2 de  ^ <2,  i3  de  | n. . . . 

D’après  cela,  si  l’on  a trouvé  qu’une  longueur  portée  sur  l’é- 
chelles’étend  du  point  zéro  jusqu’en  i,  elle  contient  1 3 par- 
ties, plus  la  fraction  fi3,  qu’il  faut  évaluer.  On  applique  la 
règle  CD  (qu’on  appelle  Vernier  ou  Konius  du  nom  des  inven- 
teurs) en  O D' le  long  de  AB,Ae  manière  que  C réponde  en  i; 
examinant  la  suite  des  divisions,  on  en  reconnaît  deux  qui 
coïncident,  H et  5j  ainsi  la  division  1 7 dépasse  4 de  j a,  16  dé- 
pa.sse  3 de  ^ n. . . ; enfin  i3  dépasse  C"  ou  i de  ^ aa=ii3;  c’est 
la  fraction  cherchée , et  1 3 1 est  la  longueur  proposée  en  parties 
de  l’unité  a. 

On  a soin  de  faire  les  divisions  serrées,  afin  que  les  frac- 
tions soient  plus  petites,  et  qu’on  soit  assuré  que  deux  divisions 
coïncideront  toujours  sensiblement.  Si  n — i parties  de  AB  ré— 
tpondeut  à n divisions  du  vernier  CD,  celui-ci  sert  à évaluer 
le  n'd’une  division  de  l’échelle;  et  si  la  coïncidence  est  établie  à la 

k 

graduation  k*  du  vernier,  la  fraction  est-.  L’entier  est  donné 

par  le  chiffre  de  la  ligne  AÙ,  et  la  fraction  par  celui  du  vernier. 

L’échelle  de  la  fig.  91  a 9 de  ses  divisions  coupées  en  10 
sur  le  vernier  AB,  qui  donne  les  lo”  : les  divisions  en  coïnci- 
dence sont  au  n"  6 du  nonius,  et  la  longueur  Aeo  k A est  57,6. 
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Le  même  principe  s’applique  à la  division  des  arcs  de  cercle, 
dans  les  instrumens  propres  à mesurer  les  angles.  Si  l’on  a 
divise  (p.  289)  la  circonfe'reuce  eu  36o  parties  égales  ou  degrés, 
et  chaque  degré  en  deux  ; qu’une  alidade  mobile  autour  du 
centre  porte  à son  extrémité  un  vernier  dont  3o  parties  inter- 
ceptent aqdecesdeini-degrés^ces  sous-divisions  du  iioniusdépas- 
serontde^,  ^,^...,les  demi-degrés,  et  donneront  ainsi,  à 
la  seule  inspection,  des  60"  de  degrés  ou  des  minutes . Si  le 
zéro  de  l’alidade  est  d’abord  placé  (fig.36)  en  a,  au  11“  o du  cercle, 
et  si  elle  est  dirigée  à un  objet  A,  l’instrument  restant  ainsi  fixé 
dans  le  plan  des  points  A C B \ qu’on  fasse  glisser  l’alidade  sur 
le  limbe  pour  la  diriger  à l’objet  B,  le  zéro  de  l’alidade  sera 
porté  sur  un  point  b du  cercle,  et  l’arc  ab  qui  mesure  l’angle 
proposé  6’/#  sera  formé,  parex.,  de  53  degrés  et  d’une  frac- 
tion que  le  vernier  servira  à faire  estimer  en  minutes.  11  suffira 
d’examiner  quelle  est  la  division  du  vernier  qui  coincide  avec 
une  de  celles  du  cercle,  et  de  compter  son  rang  à partir  de  zéro. 
A cet  effet,  on  grave  les  chiffres  des  divisions  du  vernier  de  5 
en  5;  on  lit  ainsi  les  degrés  sur  le  cercle  et  les  minutes  sur 
le  vernier. 

221.  Soit  un  triangle  ABC  (fig.  92)  rectangle  eu  ; si  l’on 
abaisse  sur  l’hypoténuse  fiCla  perpend.  AD,\cs  deux  triangles 
'partiels  ABD,  ADC  seront  semblables  entre  eux  et  à ABC. 
Car  l’angle  B est  commun  aux  triangles  ABU  et  ABC-,  outre 
l’angle  droit,  en  D pour  l’un,  et  en  A pour  l’autre  : il  suit 
donc  de  là  que  l’angle  C est  égal  à B AD,  C=a..  De  même  C 
est  commun  aux  triangles  ADC  et  ABC,  outre  l’angle  droit;, 
ainsi  ^ — B.  Les  triangles  ABD  et  ADC  ont  d’ailleurs  les 
côtés  perpend.  En  formant  des  proportions  avec  les  côtés  ho- 
mologues, on  trouve  que, 

i“.  La  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre 
tes  deux  segmens  de  l’hypoténuse  IIC.  Car  les  triangles  ABD 


DD 

onuent 


AD 


2®.  Chaque  côté  AB  de  V angle  droit  est  moyen  proportionnel 
entre  F hypoténuse  entière  BC  et  le  segment  BD  correspondant. 


CÉOHl£TRtE. 

Car  les  triangles  ABD,  ABC  donnent  ou 

Ad  d o 

AB'  = BD X.  B C;  ADC et  ABC  donnent  AC‘  = DCxBC. 

3®.  Le  carré  de  l’hypoténuse  BC  est  au  carré  d’un  des 

côtés  BA  de  V angle  droit , comme  l’hypoténuse  BC  est  au 

segment  BD  correspondant  à ce  côté.  Cela  suit  de  l’équ 

' AB*  BD 

AB'=BDx  BC , divisée  par  BC',  puisqu’on 

4".  Le  carré  de  l’hypoténuse  est  égal  à la  somme  des  carrés 

des  deux  autres  côtés.  En  effet , 'ajoutant  les  équations 

AB'=:BDxBC,  AC“=zDCxBC,  o\x  trouve 


AB' -^AO^x  BC{BD  + DC)  = BC'. 

Désignant  par  a,  b,  c les  côtés  opposés  respectivement  aux  an- 
gles A , B,  C,  a étant  l’hypoténuse,  on  a 

= ô*  -J-  c'. 


Cette  proposition,  la  4?*  d’Euclide,  et  la  plus  importante 
de  toute  la  Géométrie,  apprend  à trouver  la  longueur  de  l’uii  ‘ 
dos  côtés  de  tout  triangle  rectangle,  connaissant  les  deux  au- 
tres ; on  a en  effet , 

a=i  \/  {b'  c') , et  b=  v/(a* — c*). 

Rapportant  donc  les  côtés  a,  b,ck  une  unité,  on  en  mesurera 
deux  (n®  i^S),  et  l’on  conclurapar  un  calcul  simple  le  nombre 
d’unités  du  troisième.  Soit,  par  exemple,  ô = 3,  c=4,  on 
trouve  a*  = 9+i6  = 25,  d’où  a =5. 

La  réciproque  de  cette  proposition  résulte  des  deux  sui- 
. vantes.  On  peut,  au  reste,  démontrer  directement  que  si.. . . 
AC’ = AD* -f- DC’  (fig.  i5),  le  triangle  ADC  esf  rectangle: 
car,  menons  DB  perpend.  sur  CD,  et  prenons  DB  — AD  -, 
le  triangle  DCB  est  rectangle,  et  l’on  a CB'  — DB' DC'  -, 
ainsi  CD'z=:AC',  et  les  deux  triangles  ACD,  /î CD  sont  égaux. 
Donc  l’angle  ADC=  CDB  = i droit. 

222,  Le  carré  d’un  côté  de  tout  triangle  quelconque  est  égal 
à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  i;  le  double  du 
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produit  lie  la  projection  de  l'un  de  ces  deux  côtés  sur  Vautre 
multipliée  par  ce  dernier  côté.  On  prend  + quand  le  prentier 
cûte  dont  on  clierclie  la  valeur  est  oppose  à un  angle  obtus, 
et  — quand  ce  côte'  est  opposé  à un  angle  aigu. 

En  effet,  si  l’angle  A (fig.  64)  du  triangle  ABC  est  aigu,  en 
ab.aissant  la  perpend.  BD  sur  AC , ou  a deux  triangles  rec- 
tangles CBD,  ABD  qui  donnent 

BO  = BD*  + DC\  BD'  = AB'  — AD*  -, 

d’où  BC‘=iDC*  A ~ AD*,  n*  = c»-l-DC*— . 
en  désignant  par  a,  b,  c les  trois  côtés  BC , AC , AB  du 
triangle,  et  faisant  AD  — x.  Or,  DC=zAC — AD  = b — x; 
en  substituant  il  vient 


a*  = ô*4-c*  — 7.bx. 

Si  le  triangle  proposé  a son  an^le  A obtus , comme  cela  arrive 

à A'BC,  tout  se  passe  de  même,  si  ce  n’est  que 

DC-=  CA'  A' D = b -p  X , d’où 

a’  z=  ô*  c’  -f«  2.bx. 

Ici  X désigne  le  segment  adjacent  à l’angle  A qui  est  opposé  au 
côté  a dont  on  clierclie  la  valeur. 

‘ aa3.  Ainsi,  lorsque-les  trois  côtés  d’un  triangle  sont  donnés,  il 
est  bien  aisé  de  juger  de  la  nature  de  chacun  de  ses  angles;  on 
prendra  les  perpend.  .<^.5  et..^C(fig.  i6)  égales  aux  deux  petits 
côtésôet  c,  et  l’on  mènera  5C;  suivant  que  .fiC’sera<^,^ou=<i, 
l’angle  opposé  au  grand  côté  a sera  aigu  , obtus  ou  droit  : dans 
ce  dernier  cas,  BAC  serait  le  triangle  même. 

Si  les  côtés  sont  donnés  en  nombres,  après  en  avoir  fait  les* 
carrés  a’,  b*  et  c’,  on  comparera  le  plus  grand  à la  somme  des 
deux  autres,  et,  suivant  qu’il  sera  égal,  plus  petit  ou  plus 
grand  que  cette  somme,  l’angle  opposé  sera  droit,  aigu  ou  obtus. 
Le  calcul  peut  même  donner  la  longueur  de  la  perpend.  RD  = li 
(fig.  64).  Car  on  tire  de  notre  formule 


X- AD  = \ b 


(a  + c)  (a  — c) 
2b 


X devient  négatif,  lorsque  l’angle  A auquel  se  rapporte  le  seg- 
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ment  JC  est  obtus  , comme  pour  le  li  iangle  A'BC , pour  lequel 
a*  >■  +c’.  La  fraction  prend  le  signe  -f-  quand  a <^c , 

comme  fig.  65. 

Le  second  segment  de  la  base  est  CD  = jr=b  — x;  enfin 
la  hauteur  est  ('*') 

h-=  BD  =■  \/ {c x)  (c  — x). 


Toutes  ces  formules  se  prêtent  au.'c  log.  Soient,  par  exemple  , 
a=  i5o,  i=66,  c=  110;  on  voit  que  le  triangle  est  pos- 
sible (n°2o6,  4“-)»  car  iSoc^i  io-f-66,  et  > no  — 66.  De  plus 
i 5o’  > 1 10’  66’,  donc  l’angle  A est  obtus  ; on  trouve 

vrf£>=jc=33 — 78,78. . .= — 45)7878. . . BD=A=ioo,oi  7. 

224-  ligne  AC  (fig.  g3)  divise  en  deux  parties  égales 

l’angle  A au  sommet  du  triangle  BAD,  les  côtés  AB  et  AD 
sont  proportionnels  aux  segmens  BG  et  CD  de  la  base.  Eu 
effet,  en  prolongeant  DA  en  E , jusqu’à  la  rencontre  de  BE 

parallèle  à AC,  on  sl  = o*’  ) l'angle  BAC  = ABE 

=DAC,  ôep\ns  E=DAC  -,  donc  Er=ABE.  Le  triangle 

AD  _ AB 
DC~  BC’ 

225.  Les  parties  de  deux  cordes  BE , DC  ( fig.  ()4  ) qui  se 

coupent  en  A , forment  des  produits  égaux  {**) 

BAyc.AE-=.DA'><.AC.  En  effet,  menant  BC  et  DE,  nous 
avons  les  triangles  BAC,  DAE  qui  sont  semblables  à cau.se  des 
angles  (p.  258)  inscrits  au  même  arc,  E=C,  B-=D.  Com- 
parant les  côtes  homologues,  il  vient 
BAX.AE  = AD>^AC. 


étant  isoscèle,  on  a AE  = AB  -,  donc  — = — ,, 


■AC^ÂË’'^''^ 


(*)  On  peut  donc  trouver  la  surface  d’un  triangle  dont  on  connaît  let  troU 
rôles , puisqu’on  a sa  base  J et  sa  liaut<'ur  h.  Dans  notre  ex.  numérique,  cella 
aire  est  = (.(36  X 1 00,017  = 33oo, 56. 

(•*)  On  énonce  ordinairement  ainsi  ce  théorème  et  celui  du  n<>  aaS  : l*s 
rordes  se  coupent  en  parties  réciproquement  proportionnelles  ; les  sécantes  sont 
réciproquement  proportionnelles  à leurs  parties  ertérieures.  Nous  avons  préféré 
les  énonciations  ci-dessus , comme  comprises  dans  une  phrase  plus  claire  et 
plus  facile  à se  présenter  à l’esprit. 
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116.  La  perpencf.  AD  (6g.  gS)  au  diamètre  BE  se  Homme 
une  ordonnée. 

L’ordonnée ’AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  seg-‘ 
mens  ÂB,  ÂË  du  diamètre;  car  AD  — AC  dans  la  proportion 
qui  pre'cède.  D’ailleurs  ceci  revient  au  n°  321,  1°.,  puisque 
(6g.  92)  le  triangle  rectangle  ABC  est  inscriptible  au  demi- 
cercle. 

Si  l’on  veut  donc  une  ligne  x moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  metn(  fig.  g5  ),  on  prendra , sur  une  droite 
indéfinie,  y/£  = m.  AE=zn;  on  élèvera  une  perpend.  DCau 
point  et  sur  le  diamètre  BE  on  tracera  un  cercle  BDEC\ 
AD  sera  x. 

12'].  11  résulté  aussi  de  la  proposition  (0*221, 2°.)  que 
( fig.  92  ) la  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre BC  et  le  segment  BD  correspondant.  On  a donc  ( fig.  96) 

BA^=BC-xBDetBE'=BCx.BF,A'oèi^^^^.,i  ainsi 

Jicr  ISr 


les  carrés  de  deux  cordes  qui  partent  un  même  point  de  la  cir- 
conférence sont  entre  eux  comme  les  segmens  du  diamètre  qui 
passe  par  ce  point. 

228.  Toute  sécante  AE , AC  ( fig.  9^  ) multipliée  par  sa  partie 
extérieure  AB,  AD,  donne  le  même  produit,  AB  X AE = ADx  AC  : 
en  menant  les  lignes  DE,  BC , on  a les  triangles  sembla- 
bles ABC,  ADE\  car  outre  l’angle  commun  A,  ilsont  C=E 

(p.  268).  Ainsi  ona  AByc.  AEeszADyC.AC. 

A U A tli 

La  tangente  AB  (fig.  98)  est  moyenne  proportionnelle  entre 
une  sécante  quelconque  AC  et  sa  partie  e.rtérieure  AD.  En  effet , 
en  menant  BD,  les  triangles  ABD,  ABC  sont  semblables, 
car  outre  l’angle  A commun,  ona  C=ADD  (n*  21 1, 4“  ) ; ainsi 

Ces  théorèmes  peuvent  être  renfermés  en  un  seul  ; car,  soient 
a et  6 les  distances  mesurées  sur  la  droite  AC  (fig.  g4,  97), 
d’un  point  à la  circonférence , ou  AD  = a,  AC-=.b\  soient 
de  même  a'  et  A' les  parties  analogues  pour  une  autre  ligne  ABE, 
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OU  AB—a,  AE=.h'\  ou  a.  ab  = a b',  quelque  suit  l’au^le 
sous  lequel  les  lignes  se  coupent,  et  en  quelque  lieu  quesoitie 
point  A.  Si  l’on  fait  tourner  AE  autour  de  A , des  points  d’in- 
tersection B ei  E changeront,  et  lorsque  la  ligne  AB  (fig.  97) 
sera  tangente,  et Æ coïncideront;  ainsi  d =.b\  à^oùab—à'. 

22g.  Voici  plusieurs  problèmes  qu’on  résout  par  ces  divers 
principes. 

I.  Mesurer  la  hauteur  d’un  édifice  AB  (6g.  99).  On  plante 
verticalement  un  piquet  ou  Jalon  DE;  puis  ou  dirige  un  rayon 
visuel  DB  au  sommet  B , et  l’on  marque  le  point  C où  il  reu- 

. CE  CA 

contre  I honzon  ; on  a ; tout  est  ici  connu , excepte 

le  4'  terme  AB , qu’on  détermine  par  le  calcul  (11“  72,  2®.). 

On  pratique  cette  ojiération  plus  commodément  en  se  servant 
des  longueurs  j^Cet  C E'  de  l’ombre  que  projettent  les  hauteurs 
AB,  D' E!  sur  l’horizon. 

II.  Mener  une  tangente  à deux  cercles  (lig.  loo).  Soit  AD' D 
cette  tangente;  joignons  les  centres  par  la  ligue y^C'C,  et  menons 

AC  CLf 

les  rayons  CD,  CD'  \ nous  avons  — - = - . Mais  pour  une 

yi  O ■ - * ' 


eu 


sécante  Al , en  mettant  CI  et  CE  au  lieu  de  CD  et  CD' , on 

aura^^^  = ^^;  donc  Cl  est  parallèle  à CI' . 

AC  CI 

On  mènera  donc  deux  rayons  parallèles  quelconques  CI , 
CI'  ; la  droite  It  ira  couper  OC  au  point  A,  par  lequel  me- 
nant la  tangente  à l’un  des  cercles , elle  le  sera  aussi  à l’autre. 
Lorsque  les  cercles  ne  se  coupent  pas , il  y a une  seconde  solu- 
tion eu  A',  ce  qui  fait  quatre  tangentes. 

III.  Par  deux  points  donnés  C et  D ( fig.  98) , tracer  une  cir- 
conférence qui  touche  la  droite  donnée  AB?  Cette  droite  ne 
passe  pas  entre  C et  D,  puisqu’elle  couperait  la  corde  CD  ; eu 
joignant  C et  D par  une  droite  prolongée  en  A jusqu’à  la  ren- 
contre avec  yf  fl,  yiff)  et  yiC  sont  connus,  et  il  s’agit  de  trouver 
AB  , car  il  ne  restera  plus  <|u’à  faire  passer  un  cercle  par  trois 
points  donnés  B,C,D  { n®  198).  Or,  AB  est  tangente  et  AC  sdr 
caille  (n®  279),  d’où  AB’  = ACx  AD  : ou  trouvera  aisé- 


Di- 
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inait  (n”226)  la  moyenne  proportionnelle  enO«  él 

Le  problème  a deux  solutions,  attendu  qu'on  peut  porter  la 
longueur  JB  en  sens  opposé  ; vojr.  n“  829,  III,  et  la  fig.  ,0,, 
où.  Ael  B sont  les  points  donnés  et  DD'  la  tangente.  * 

Si  la  tangente  était  donnée  parallèle  à la  corde,  comme  fig.  54, 
où  A,  B sont  les  points  donnés,  et  TG  la  tang.,  le  centre  serait 
visiblement  sur  FF'  perpend.  au  milieu  de  la  corcfe  AB,  et  le 
pied  F serait  le  point  de  contact.-«l  faudrait  ensuite  tracer  le' 
cercle  qui  passe  par  A , 'p  et  F. 

IV.  Décri, -e  un  cen  le  qui  passe  par  #1  point  donné  m 

(fig.  101),  et  louche  deux  divites  données  DA,  BD.  On  a vu 
(n»2io,  I)  que  le  centre  de  ce  cercle  est  sur  CZ)  coupant  par  moitié 
1 angle  AD  B.  D’ailleurs  la  corde  im  perpend.  sur  CD  est  coupée 
en  O par  le  milieu  : ainsi  on  mènera  cette  perpend.  sur  CD,  on 
prendra  om=m,  et  il  restera  à faire  passer  un  cercle  par  r et  m 
qui  touche  DB  ou  DA.  ’ 

Si  le  point  donné  est  en  A sur  l’une  des  droites , le  centre  est 
à la  rencontre  C de  DC  avec  AC  perpend.  k DA. 

On  sait  donc  tracer  un  cercle  qui  passe  par^rois  points,  ou 
par  deux  points  et  touche  une  droite,  ouparuu  point  et  touche 
deux  droites,  ou  enfin  un  cercle  qui  touche  trois  droites  don- 
nées (n®  210,  i). 

V.  Tracer  un  cercle  BiA  (fig.  ,01)  tangent  à deux  droites 
DA,  DB,  et  à un- cercle  Km  donné.  Le  centre  C’est  sur  CD 
qui  coupe  en  deux  parties  égales  l’angle  BD  A : de  ce  centre 
inconnu  C traçons  un  cercle  HKG  passant  par  le  centre  donné 
A'  ; que  ce  centre  K soit  transporté  en  un  point  quelconque 
de  HKG,  le  cercle  CAm  doit  être  tangent  à ce  cercle  mobile 
Considérons  celui-ci  dans  sa  position  HA , où  il  touche  DA- 
la  tangente  LH  à l’arc  HK  est  perpendiculaire  au  rayon  CH 
et  par  conséquent  parallèle  à DA.  Donc  la  droite  LH  est 
connue,  pirisqu’eUe  est  parallèle  k DA , et  distante  de  DA  de  ' 
la  quantité  donnée  Km  = HA.  Il  faut  en  dire  autant  de  UH' 
parallèle  k DB.  Ainsi  le  cercle  HKGH'  sera  facile  à décrire 

puisqu’il  est  tangent  aux  droites  tracées  Z,//,  U H',  et  passe  en 
K : ce  cercle  KG  a le  même  centre  C que  celui  qu’on  cherche  • 

i8  ’ 
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il  ne  reste  donc  qu’à  mener  CK,  et  Cm  sera  le  rayon  demande. 

Coiiiine  les  parallèles  LH,  TJ  H'  peuvent  être  menées  dans 
l’angle  D,  le  problème  comporte  deux  solutions , pourvu  que 
la  circonf.  Km  ne  coupe  DA,  ni  DB. 

On  trouve,  dans  le  2*  Supplément  à la  Géom.  descr.  de 
M.  Hachette,  un  grand  nombre  de  problèmes  de  ce  genre. 

VI.  Trouver  un  point  C (Çg.  1 1 7)  sur  la  circonférence  ABD , 
tel  que  les  cordes  BC,  CD , naenées  à deux  points  donnés  AelD 
de  cette  courbe,  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné 

= — . En  supposait  le  problème  rCsbIu , la  ligne  CO  qui  coupe 

^.n  parties  égalesTangie  BCD  (n®  224),  donne  = — ; 

on  prendra  donc  le  milieu  A de  l’arc  DAB , et  l’on  partagera 
en  O la  corde  DB  dans  le  rapport  donné;  la  droite  AO  pro- 
longée donnera  le  point  C. 

VII.  Étant  données  la  corde  AB=k,  et  la  hauteur  A 

d’un  segment  ABDE  de  cercle  (fig.  Sa),  trouver,  par  le 
calcul,  le  rayon  DC=rl  Le  triangle  rectangle  ADE  donne 
AD'^  = jA-’  -f-  A*;  mais  on  tire  du  n®  2217,  AD'‘=  ihr-,  ainsi, 

h 

en  égalant  ces  deux  valeurs,  on  trouve  r=i  A-j-  gy.  On  a cou- 


tume de  donner  le  nom  de  flèche  du  segment  à sa  hauteur  DE. 

Si  A = 3i3  et  h—  12,32,  on  trouve  r=  1000.  Cette  formule 
peut  servir  à faire  retrouver  le  centre  C d’un  arc  tracé. 

VIII.  Par  le  point  £ (fig.  102)  d’intersection  de  deux  cercles, 
mener  une  corde  CD  qui  ait  une  longueur  donnée  M.  Suppo- 
sons le  problème  résolu  ; menons  par  le  point  B une  ligne  quel- 
conque EF,  et  joignons  A avec  E,  C,  F et  D -,  les  triangles 
AEF,  ACD  ont  l’angle  E~C,  comme  appuyé  sur  le  même 


, arc  BIA-,  de  même  F=  D : ainsi 


EF  _ AE 
CD  ~ AC  ’ 


et  AC  est  une 


quatrième  proportionnelle  à EF,  M et  AE-,  on  prendra  donc 
FL=M\  on  mènera  LK  parallèle  à AF,  AK  &cta-=:^  AC 
il  ne  s’agira  plus  que  de  décrire  xlu  centre  A , avec  ce  rayon  AK , 
un  cercle  qui  donnera,  par  son  intersection , le  point  C ou  C : 
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TMi  a ainsi  les  deux  solutions  du  problème,  qui  serait  absurde  si 
l’arc  décrit  avec  le  rayon  AK  était  entièrement  au  dehors  du 
cercle  AE. 

IX.  Proposons-nous  de  couper  une  ligne  CA  (fig.  io3)  en 
deux  parties  telles,  que  la  plus  grande  BC  soit  moyenne  pro- 
portionnelle entre  l’autre  partie  AB  et  la  ligne  entière  AC-, 
c’est  ce  qu’on  appelle  couper  la  ligne  AC  en  mpjrenne  el  extrême 
raison.  La  proportion  AB  ; BC  ” BC  AC  ne  peut  faire 
connaître  BC,  parce  qu’elle  contient  une  2*  inconnue  y/5  ; mais 
augmentant  chaque  ante'céclentde  son  conséquent  (n°  ^3,  i°.) , 
comme  AC~  AB  -}-5C,  on  a,  AC',  BC\‘,  BC-\-AC\  AC  ou 
AC^—  BC{BC  -f  AC\ ; il  s’agit  donc  de  déterminer  sur  AC 
un  point  B tel,  que  AC  soit  moyen  proportionnel  entre  BC  et 
BC AC-,  c’est  ce  qui  aura  lieu  si  l’on  construit  un  cercle 
dont  y/c  soit  la  tangente,  BC-\-AC  la  sécante  entière,  et  5C 
la  partie  extérieure  (par  conséquent  AC  la  partie  interceptée 
dans  le  cercle).  Élevons  en  A la  perpendiculaire  AD-=,\  AC, 
menons  l’hypoténuse  DC;  nous  avons  AC'‘  = CE  X CF 
= CE  X {CE  -f-  CA)  ; donc  CE  est  la  longueur  inconnue 
qu’on  doit  porter  de  C en  5 ; B sera  le  point  demandé  (*). 

X.  Inscrire  un  triangle  def  dans  un  autre  ABC  (fig.  io5), 
c.-à-d.  le  placer  comme  DEF,  de  sorte  que  d tombe  en  D sur  le 
côté  AC,  etc.  En  supposant  le  problème  résolu,  et  traçant  par 
les  points  EFB  une  circonférence,  ainsi  que  par  ADF , on  voit 
que  le  segment  FOE  est  capable  de  l’angle  donné  B , et  le  seg- 
ment FOD  capable  de  l’angle  y/ (n“  2 12,  IV).  Décrivons  donc  sur 
feetfd des  segméns  capables  de  B et  A.  La  base  AB  est  donnée. 


(*)  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit  (fig.  io4;.  On  a trouvé 
AC>=nC'+AC  X BCz=BC  X {BC  + AC)=BC  X BD, 

en  prolongeant  la  ligne  AC  (le  CD  = C/ti  £ étant  le  milieu  de  DC,  on  a.... 
BC—BE—EC,  BD  = BE-f-EC;  le  produit  change  notre  équation  en... 
AC’  = B£*  — £C*  ; ainsi  AC,  BE , EC  sont  les  trois  côtés  d’un  triangle  rec- 
tangle EFC.  On  mènera  donc  CF  égal  et  perpendiculaire  à AC  ; tirant  l’hy- 
poténuse EF  et  la  portant  de  E en  B,  011  aura  le  point  fi.  Cette  construction 
s’applique  avec  élégance  au  théorème  n°  340. 
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et  Conne  une  double  corde  dans  les  deux  cercles  Si  donc,  d’après 
le  problème  VIII,  on  décrit  en_/"la  corde  ab  = j4B , il  ne  res- 
tera‘plus  qu’à  mener  les  lignes  ad,  be  prolongées  en  c,  et  l’on 
aura  le  triangle  abc=^  ABC  \ par  conséquent  on  connaîtra  les 
points  D,  E,  F,  puisque  BE~be,  etc.  Comme  on  peut  mener 
la  corde  ab  de  deux  manières , le  problème  a deux  solutions. 

Des  Polygones. 

a3o..  On  nomme  Polygone  toute  figure  ABCDEF  (6g.  106) 
terminée  par  des  droite.s.  Le  Quadrilatère  a 4 côtés,  le  Penta- 
gone S,  V Hexagones , V Octogone  8,  le  Décagone  10,  leZ?odc- 
cagone  12,  le  Pentédécagone  i5,  etc.  Le  nombre  des  angles  est 
le  même  que  celui  des  côtés  ; car  tant  que  le  polygone  n’est  pas  •> 
fermé , chaque  côté  qu’on  trace  fait  un  angle  de  plus , et  la 
6gurc  reçoit  un  côté  de  plus  qu’elle  n’a  d’angles  ; enfin  le  côté 
qui  ferme  le  polygone  fait  deux  angles. 

Une  Diagonale  est  une  ligne  AD  (fig.  118)  qui  traverse  le 
polygone  d’un  angle  à l’autre.  La  diagonale  sépare  le 
triangle  ABC  du  polygone  ABCD. . . de  n côtés,  et  réduit  la 
figure  à ACDEF àe  n — i côtés.  Chaque  diagonale  menée  de  A 
sépare  de  même  un  nouveau  triangle,  et  réduit  le  polygone  à 
avoir  un  côté  de  moins  ; enfin , lorsqu’on  n’a  plus  qu’un  quadri- 
latère ADEF,  la  seule  diagonale  AE  le  partage  en  deux  trian- 
gles. Ainsi  il  y avait  d’abord  aiitantde  diagonales  que  de  triangles 
et  de  côtés  supprimés  \ mais  pour  la  figure  de  4 côtés , une  seule 
diagonale  donne  2 triangles;  donc  le  nombre  de  diagonales 
quon  peut  mener  dun  même  angle  A à tous  les  autres  est  n — 3 ; 
celui  des  triangles  est  n — ts. 

Tous  les  angles  de  l’hexagone  CD. .. . ionl  S aillons  ; 
l’angle  A (fig.  107)  est  Rentrmt  (n“  172). 

a3i.  Pour  construire  un  polygone  dont  toutes  les  parties 
soient  données,  après  avoir  pris  sur  une  droite  indéfinie  (fig.  1 06), 
une  longueur  AB  ég&\e  à l’un  des  côtés,  on  formera  eu  et  £ 
deux  angles  B AF  , ABC  égaux  à ceux  qu’on  sait  devoir  être 
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adjacens  à AB  ; puis  on  prendra  sur  BV  et  AF  les  longueurs 
données  , et  ainsi  de  suite. 

Après  avoir  ainsi  tracé  les  cotés  FA,  AB , BC,  CD  et  DE, 
le  côté  FE,  destiné  à fermer  l’iiexagone.  est  dcteriiiiné,  ainsi 
<{ue  les  angles  E et  F.  Si  donc  n désigne  le  nombre  des  angles 
d’un  polygone , 2n  sera  celui  des  parties  qui  lu  composent , 
— 3 est  celui  des  quantités  qu’il  suffit  de  connaître  pour  pou- 
voir le  construire.  11  y a donc  des  relations  qui  lient  entre  elles 
ces  an  parties,  de  sorte  qu’on  puisse  déterminer  a côtés  et  un 
angle,  d’après  la  connaissance  des  autres  parties.  Ce  problème 
de  Polygonomélrie  ne  peut  maintenant  être  résolu  ; mais  il  est 
facile  d’assigner  la  relation  qui  existe  entre  les  angles. 

aSa.  Si  n est  le  nombre  de  côtés  et  D l’angle  droit,  la  somme 
des  angles  intérieurs  est  aD  (n  — a),  ou  a fois  autant  d'angles 
droits  que  le  polygone  a de  côtés  moins  deux.  Car  menons  d’un 
point  quelconque  intérieur  O (tig.  io6),  les  lignes  OA,  OB 
OC. . .;  elles  formeront  autant  de  triangles  O AB,  OBC. . . . 
qu’il  y a de  côtés.  La  somme  de  tous  les  angles  est  donc  deux 
droits,  répétés  autant  de  fois  jju’il  y a de  côtes,  ou  anO. 
Mais  la  somme  des  angles  en  ü vaut  quatre  droits  : donc  on  a 
7.nD  — ^D.  C’est  aussi  ce  qui  résulte  de  ce  que  ces  angles  sont 
la  somme  de  ceux  des  (n  — a)  triangles  en  lesquels  le  polygone 
est  décomposé  par  ses  diagonales  (iig.  1 18;. 

a33.  Les  quatre  angles  d’un  quadrilatère  valent  donc  quatre 
droits.  Si  cette  figure  a deux  de  ses  côtés  parallèles  //A  (fig.8i), 

on  la  nomme  'l'rapeze ^ c’est  un  Parallélogramme  ( fig.  i o8),  si 
les  quatre  côtés  sont  parallèles  deux  à deux.  On  sait  d’ailleurs 
(n®  193),  que  la  diagonale  BD  partage  tout  parallélogramme 
en  deux  triangles  égaux  A BD,  BCD  ; ((ue  les  angles  opposés 
sont  égaux  A — C , B — D \ que  les  côtés  n|)posés  sontégaux. 
Réciproquement,  si  AB— DC  et  AD  — BC , la  figure 
est  un  parallélogramme.  Les  diagonales  AC,  BD  se  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales  ; cela  résulte  de  l’égalilé 
des  triangles  AOD  et  B OC. 

Le  Rhombe  ou  Lozange  est  un  parallélogramme  (fig.  109) 
dont  les  quatre  côtés  sontégaux.  Il  est  visible  que  les  diagonales 
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y/c  et  BÛ  sont  à an^le  droit,  parce  que  les  quatre  triangles 
AOD , AOB , DOC  et  BOC  sont  égaux.  Réciproquement, 
si  y/0=  OC  et  DO—  OB  , la  ligure y/fiCD  est  un  parallélo- 
grainiue,  qui  devient  même  un  rlioinbe , lorsque  AC  et  BD 
sont  à angle  droit. 

Enfin  , si  le  parallélogramme  ABCD  (fig.  i lo)  a l’un  de  ses 
angles  A droit,  l’angle  opposé  C,  qui  lui  est  égal,  sera  aussi 
droit;  il  en  est  de  même  des  autres  B et  D,  puisque  réunis 
ils  valent  deux  droits,  et  qu’ils  sont  égaux  ; la  figure  a donc 
ses  quatre  angles  droits.  C’est  pour  cela  qu’on  nomme  Rectan- 
gle le  parallélogramme  qui  a ses  angles  droits.  Les  diagonales 
y/c,  jBD  sont  égales. 

Si  ABs=AD,  le  rectangle  s’appelle  Carré;  le  carré  a donc 
les  quatre  côtés  égaux  et  les  quatre  angles  droits. 

234.  La  somme  des  angles  extérieurs  GAB,  HBC...(fig.  1 1 1), 
formés  en  prolongeant  dans  un  meme  sens  les  côtés  d’un  poly- 
gone, vaut  toujours  quatre  angles  droits.  En  effet,  les  singles 
extérieurs  sont  suppléinens  des  intérieurs  ndjàcens  : mais  l’angle 
AOB  est  supplément  des  angles  O AB  -f-  OBA  ; de  même 
.SOC  l’est  de  OBC+  OCB , etc;  donc  la  somme  des  angles 
en  O ou  quatre  droits,  est  la  somme  des  suppléinens  des  angles 
ABC,  BCD. . . du  polygone  : c.  q.f.  d. 

235.  Les  polygones  qui  ont  les  côtés  égaux  et  les  angles 
égaux  sont  appelés  Réguliers.  Un  cercle  qui  touche  tous  les 
côtés  d’un  polygone  est  appelé  Inscrit;  le  cercle  est  Circonscrit 
quand  il  passe  par  les  sommets  de  tous  les  angles. 

On  peut  toujours  inscrire  et  circonscrire  un  cercle  à un  poly- 
gone régulier  ABCDEF  (fig.  112).  i®.  En  effet,  divisons  les 
angles  A et  B en  deux  parties  égales , par  les  lignes  AO  et  BO, 
et  du  point  O de  concours  menons  O C.  Le  triangle  ABO=-B  O C, 
car  ABssBÇi  le  côté  O B est  commun , et  l’angle  ABC  a été 
divisé  en  deux  parties  égales  ; donc  OA—OC=.  OB.  On  prou- 
vera de  même  que  OB  = OD  = OC,  etc.  * 

On  voit  donc  que  le  point  O est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  polygone  ; C|ue  les  lignes  menées  de  ce  centre  aux 
angles  sont  égales  ; qu’elles  divisent  ces  angles  en  deux  parties 
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(.'gales  ; qu’elles  forment  des  triangles  isoscëles  AOD , B OC... 
Enfin  que  les  angles  au  centre  AOB,  BOC. sont  égaux 
entre  eux. 

2°.  £i;s  cordes  AB,  BC....  étant  à la  même  distance  du 
centre  O , les  peipendiculaires  OO,  OI. . . sont  égales  (n“2o8)  ; 
si  donc  on  écrit  du  centre  O avec  le  rayon  OG  une  circonfé- 
rence , elle  touchera  tous  les  côtés  du  polygone  en  leur  milieu 


G,  /.... 

236.  Nous  savons  donc  circonscrire  et  inscrire  des  circonfé- 
rences à un  polygone  régulier  donné.  Le  problème  inverse  con- 
siste à inscrire  ou  circonscrire  un  polygone  régulier  d’un  nombre 
de  côtés  déterminé  à une  circonf.  donnée  : or,  il  s’en  faut  de 
beaucoup  qu’on  sache  résoudre  ce  problètne  en  général.  Nous 
allons  exposer  les  casdaus  lesquels  on  peut  en  trouver  la  solution. 

Avant,  nous  remarquerons  que , lorsqu’un  polygone  est  ins- 
crit, il  est  aisé  d’en  circonscrire  un  d’un  même  nombre  de 
côtés,  et  réciproquement.  En  efl’et,  soit  ABC. ., . (fig.  ii3), 
un  polygone  régulier  inscrit  donné  ; aux  points^.  B,  C..  .>. 
menons  les  tangentes  af,  ab,  bc...,  leur  .système  formera  le  po- 
lygone circonscrit  demandé;  car,  les  triangles , bBC. . . 
sont  égaux  et  isoscèles , parce  que  leurs  bases  AB , BC. .... 
sont  égales,  et  que  leurs  angles  adjacens  ont  la  même  mesure 
(n°  21 1,  4“-  ) = àoncaB-=Bb=bC=iCc . . . , l’angle  a=b=c. . . 

On  pourrait  aussi  (fig.  1 12)  mener  des  tangentes  par  les  mi- 
lieux g*,  i,  k. . . àes  arcs  AgB,  BiC,  CkD. . .;  abede/formerait 
le  polygone  demandé  : car  les  côtés  étant  parallèles  à ceux  du 
polygone  inscrit,  les  angles  sont  égaux  (n®  192,  3®.)  : déplus, 
l’angle  GOl  est  divisé  en  deux  parties  égales  par  OB,  puisque 
est  le  milieu  de  l’arc  gt.  D’un  autre  côté,  le  triangle  gOô=ô  O/, 
et  Ob  coupe  le  même  angle  gOi  en  deux  parties  égales  : ainsi 
les  trois  points  O,  /i,  ôsonten  lignedroite.  lien  est  de  même  de 


O,  C cl  c,  de  O , D et  d...  On  a donc 


AB  OB 
ab~  Ob' 


BC  _ OB 
bc  Ob’ 


d’où  abrrzbc,  puisque  AB~BC.  Et  ainsi  des  autres  côtés. 

Cette  double  construction  serait  assez  pénible  : il  est  préfé- 
rable de  mener  une  seule  de  ces  tangentes  aô  ( fig.  1 1 2 ) , de  la 
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conduire  jusqu’aux  rayous  OA,  prolongés , puis  de  décrire 
du  rayon  Oa  une  circonférence , sur  laquelle  on  porte  autant 
de  fois  qu’il  y a de  côtés. 

Réciproquement,  si  le pplygone circonscrit uôct/e^est  donné, 
on  mènera  du  centre  O les  lignesnO,  bO... , puis  par  les  points 
A,  B...,  où.  elles  coupent  la  circonférence , on  décrira  les  cordes 
AB,  BC. . . . , et  le  polygone  régulier  sera  inscrit. 

287.  Puisque  la  somme  des  angles  au  centre  est  chacun 

vaut  ^lorsque  le  polygone  est  régulier,  n désignant  le  nombre 

de  côtés  du  polygone. 

L’angle  au  centre  du  triangle  équilatéral  est  donc  ^ D, 

Celui  du  carré  est  D , du  pentagone  régulier  3 D , 

De  l’hexagone  * D,  du  décagone  | D,  etc. . . 

La  somme  des  angles  à la  circonférence  (n°  282)  est  2 D (n — 2)  ; 

chacun  vaut  donc ^ Ainsi  l’angle  du  carré  est  droit; 

celui  de  pentagone  régulier  est  | Z> , de  l’hexagone  | D,  du  dé- 
cagone I D. . . . 

Q 

Chaque  côté  AB , BC. . . soutend  un  arc  — , C désignant 
la  circonférence. 

238.  Le  côté  FE  de  Vhexagone  régulier  inscrit  est  égal  au 
rqjron  OF  (fig.  1 14)  s car  l’angle  FOE  est  le  6*  de  4 droits,  ou 
O = I Z)  ; les  angles  égaux  £ et  F du  triangle  isoscèle  OFE 
valent  ensemble  iD—  5 Z?  ou  | Z?  : chacun  vaut  donc  | D , et 
le  triangle  OFE  a ses  trois  angles  égaux;  d’où  FE  = OF. 

Si  l’on  joiut  les  angles  de  deux  en  deux  , on  aura  le  triangle 
BDF  équilatéral  inscrit  : comme  EO  = EF  —\o  rayon  R, 
ODEFeiX.  un  rhombe,  les  diagonales  sont  à angle  droit  (n°  a33), 
et/0=£/=;Zî;  ainsi(n"22i,  4®-) 


FI=s\/{FO*  — IO')=\/  (æ—\R*)=zR\/ 

d’où  FD  =Rÿ'3.  C’est  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

En  divisant  en  2,  4<  8. . . parties  égales  leaucaAB,  BC. . . 
on  s^ura  les  polygones  inscrits  de  1 2 , a4 , 4^  • • • 3 X a'  côtés. 
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zSg.  Puisque  (n°237)  l’an(;le  au  centre  du  carre  (iig.  1 10)  est 
droit,  pour  inscrire  un  carre'  dans  un  cercle  ABCD , on  mè- 
nera deux  diamètres  perpendiculaires  AC,  BD,  et  l’on  joindra 
leurs  extrémités.  On  voit,  en  effet,  que  la  figure  ABDÇ  & les 
quatre  angles  droits  et  les  côtés  égaux.  On  a 

^D*=Z)0’‘  + ^0’  = 2/J*;  d’où  AD  — R\/^. 
Puisque  = ^/a,  on  voit  que  la  diagonale  du  carré  est  in- 


commensurable avec  son  côté  (n“  63). 

On  sait  donc  inscrire  les  polygones  de  4>  8,  16. . . 2'  côtés. 

240.  Soit  (fig.  Il  5)  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit , 
l’angle  O au  centre  est  i Z)  (n“  237  ) ; les  angles  égaux  O AB, 
OBA  réunis  valent  2D  — \D  ou  donc  chacun  vaut  5 D, 
ç.-è-d.  est  double  de  O.  Pour  trouver  le  rapport  de  AB  au 
rayon  AO,  divisons  l’angle  B en  deux  parties  égales  parla 
droite  CB  ; l’angle  ABC  — O = CBO , indique  que  le  triangle 
OBC  est  isoscèle,  d’où  OC=  CB.  Mais  le  triangle  ACB  l’est 
aussi,  à cause  de  C=^  D=z  A;  ainsi  Çfi  = AB  = OC.  Or, 

ona(«»224)^.=  ou  — = ^,  ou  le  cote 


moyen  proportionnel  entre  AC  et  AO\  d’ailleurs,  CO  ou 
AB^AO  donne  aussi  AC<^AB\  donc  (n“  229,  IX) 

En  divisant  le  rajron  en  moyenne  et  extrême  raison , la  plus 
grande  partie  sera-le  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 

AB— BF donne  yZA’pourle  côté dupentagonerégulier  inscrit. 
On  pourra  aussi  inscrire  les  polygones  réguliers  de  20, 4<>—  5X2* 
côtes.  Et  comme  les  côtés  de  l’hexagone  et  du  décagone  sou- 
tendent  des  arcs  qui  sont  le  6*  et  le  10'  de  la  circonférence  C, 
la  différence  de  ces  arcs,  ou  | C — C=-^C , est  soutendu 
par  le  côté  du  polygone  régulier  de  i5  côtés , et  de  là  ceux  de 
3o,  60. . . . i5  X 2*  côtés.  ^ 

Tels  sont  les  polygones  réguliers  qu’on  sait  inscrire,  ut 
qu’on  peut  comprendre  dans  la  formule  axa',  a étant  l’un 
des  quatre  nombres  3,  4«  t = o,  ou  un  nombre 

entier  et  positif  quelconque.  Quant  aux  autres  polygones  , on 
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se  contente,  faute  de  mieux,  de  diviser,  en  tâtonnant,  la  cir- 
conférence en  un  nombre  convenable  de  parties  égales.  On  ré- 
sout aussi  le  problème  à l’aide  du  compas  de  proportion  et  du 
rapporteur  ; mais  comme  ces  instrumens  sont  eux-mêmes  cons- 
truits par  tâtonnement , on  ne  p^ut  regarder  ces  procédés 
comme  géométriques.  La  division^le  la  circonférence  eu  par- 
ties égales  est  surtout  importante  pour  faire  les  instrumens 
propres  à la  mesure  des  angles.  ( Voy.  la  Géom.  du  Compas, 
j)ar  Mascheroni.)  Comme  la  trisection  de  V angle  compléterait 
cette  opération  ( n°  212,  III),  on  s’est  long-temps,  mais  en 
vain  , efforcé  de  trouver  la  solution  de  cette  question.  Elle  est 
maintenant  démontrée  impossible  par  le  secours  de  la  règle  et 
du  compas  seuls  (n®  4^4,  I)- 

241.  Nous  terminerons  par  l’exposition  de  quelques  pro- 
priétés des  quadrilatères  inscriptibleaau  cercle. 

I.  Ou  a,  dans  le  quadrilatère  ADCO  (fig.  1 16),  A + C'=2 
droits,  puisque  les  angles  A et  C embrassent  la  circonférence 
entière  (n®2ii);  de  même  .6  O = 2 droits.  Ainsi,  dans 
tout  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  les  angles  opposés  sont 
supplémentaires. 

Réciproquement,  si  A ■+  C=  H + 0 = 2 droits,  le  quadri- 
latère ABCO  est  inscriptible  au  cercle,  puisque  si  la  circon- 
férence passant  par  AOC,  ne  passait  pas  en  B,  l’angle  B'  ne 
serait  pas  le  supplément  de  O (n®  2i3). 

Donc  on  peut  toujours  circonscrire  un  cercle  à tout  rectangle 
ABCD  (fig.  »io);  les  diagonales  BD , AC  sont  les  diamètres. 

II.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD  (fig  1 ly),  /e j>ro- 
duit  des  diagonales  égale  la  somme  des  produits  des  côtés 
opposés.  Car,  menons  CK  qui  fasse  l’angle  KCD  = BCO-, 
d’où  BCK=0CD,  en  ajoutant  OCK  aux  deux  membres: 
or,  l’angle  BAC=-BDC  (n®2ii);  ainsi  les  triangles  BAC 
et  KCD  sont  semblables.  De  même  l’angle  CBK  = CAD,  et  le 
triangle  CBK  est  semblable  à CAD.  Donc  on  a 

KD  AB  BK  AD 


/ 
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d’où  KD  X AC=  AB  X CD , BK  X AÇ=  AD  X BC  : ajou- 
tant ces  éq.,  il  vient  enfin  AC'x,  BD  = A'B'i<  CD-i-ADx.BC. 

III.  Si  des  points  A ut  B (fig.  io8),  on  abaisse  sur  la  base  DC 
du  parallélogramme  ABCD  les  perpendiculaires  AE,  BF, 
les  triangles  ADC,  liDC  donneront  (n®  222) 

= AD'  -^DO  — iDCxDE, 

Bjy  ■JfDO.iriDCxCF. 

En  ajoutant  ces  équ. , comme  DE  = CF  et  AB  = DC,  on  a 
BD'  + AOz=AD'-\-BC'  + DC'-j-AB'. 


Ainsi , dans  tout  parallélogramme , la  somme  des  carrés  des 
diagonales  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  côtés.  La  pro- 
position est  d’ailleurs  évidente  pour  un  rectangle  (n°  221,  4°  )• 


Des  Figures  semblables  et  de  la  Circonférence. 


242.  On  dit  que  deux  polygones  (fig.  1 1 8)  ABCDEF,  abcdef 

sont  semblables , lorsqu’ils  sont  formés  des  triangles  T cl  t, 

T'  cl  t' , T*  cl  t" respectivement  semblables  et  disposés 

dans  le  même  ordre.  * 

Sur  une  droite  donnée  ab,  homologue  à AB,  il  est  aisé  de 

décrire  un  polygone  abcd. . . . semblable  à ABCD. . . On  fera 

d’abord  t semblable  à T",  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté 

(n“  218)  ; puis  l'  semblable  à T”,  sur  ac  homologue  à AC,  etc. 

Les  polygones  semblables  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés 

homologues  proportionnels.  Car  les  triangles  semblables  T et 

1 ont  l’angle  B — b , ainsi  que  l’angle  BCA  = bca  ; de  plus 

, ^ AB  BC  AC  , ,,  , 

(n“2i8),  — = -7— = . De  meme  T et  1 ont  l angle 

abbcac 

A CD  = acd;  d’où,  l’on  voit  que  l’angle  Æ CO  = ùcd  ; en  outre, 
AC  DC  BC 

= -7-  = -7— . On  prouverait  de  même,  à l’aide  de  T"  et 

ac  de  bc  ‘ 

» ,,  , , CD  DE 

t , que  1 angle  CDE  = ede , et  que  , etc. 

Réciproquement,  si  les  polygones  ont  les  angles  respectivement 


i 
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, " , , AB  BC  CD  ■ 

égaux,  et  si  depluf  bc  ~ ~d  ~ poljrgones  sont 

semblables  ; car  D=.b,  et  les  côtés  qui  comprennent  ces  an- 
gles sont  proportionnels,  par  hypothèse;  d’où  il  suit  (n*  219) 

BC  j4C 

que  T et  t sont  semblables,  et  de  plus,  — = , et  l’aimle 

^ ^ bc  ac 

RCA-=.bca.  Retranchant  ces  augles  de  Æ CD ôcd , il  reste 

1.  . J CD 

1 angle  ACD  ~acd\  et  comme  on  Suppose  que 

AC  CD  ^ , BC  . 

on  a à cause  du  rapport  commun,  ; ce  qui 

prouve  que  T“  est  semblable  à t';  et  ainsi  de  suite. 

i“.  Les  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  côtés  sont 
des  figures  semblables,  puisque  leurs  angles  sont  respectivement 
égaux,  ainsi  que  leurs  côtés  (n“  235). 

2°.  Si  après  avoir  conduit  les  diagonales  des  angles  A et  a 
(fig.  1 19),  on  a des  triangles  semblables  chacun  à chacun,  les  an- 
gles sont  égaux , et  les  côtés  homologues  proportionnels  : donc , 
si  l’on  mène  les  diagonales  d’un  autre  angle  tel  que  E,  e,  les 
nouveaux  triangles  composaus  seront  aussi  semblables. 

’ 3".  Donc  deux  diagonales  homologues  quelconques  BE , be 
(fig.i  19)  sont  proportionnelles  à deux  côtés  quelconquesCD,  cd, 
BE  _CD 
be  cd’ 

4°*  Soient  deux  polygones  seinblablesy^/lC. ..  a^c...  (fig.i  19): 
si  l’on  prend  deux  côtés  homologues  quelconques  ED,  et  ed,  et 
si,  de  leurs  extrémités,  on  mène  les  diagonales  à tous  les  autres 
angles,  on  formera  des  triangles  respectivement  semblables, 
EDF  a edf,  EDA  à eda,  EBD  à ebd,  etc...  ; car  les  angles 
des  polygones  sont  égaux,  et  les  diagonales  homologues  sont 
proportionnelles  aux  côtés. 

5“.  Lever  un  plan  n’est  autre  chose  que  construire  des  poly- 
gones semblables  à ceux  que  forment , sur  le  terrain  , les 
droites  qui  joignent  des  points  dont  la  situation  respective 
est  connue.  Pour  cela  , ’on  mesure  sur  le  terrain  un  nombre 
.sufiisant  de  parties  ; puis  on  décrit  ensuite , sur  le  papier 


savoir,  — = ■ 
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(n®  218....),  d’autres  triangles  semblables  à ceux  qui  com- 
posent les  polygones  dont  il  s’agit. 

243.  Si,  dans  deux poljrgones  semblables  (fig.  1 19),  on  mène 
deux  droites  Gh,  gh,  placées  semblablement,  c.-à-d.  cou- 
pant les  côtés  BC,  bc  en  parties  proportionnelles,  ainsi  que 
FEei  fe,  les  longueurs  GH,  gh  seront  dans  les  rapports  des  cô- 
tés, ou  et  feront  des  angles  égaux  avec  ces  côtés.  En 


, EH  HC  BC 
:ehc  et^  = -^=-^. 


effet,  soit  pris  sur  BC  et  bc  des  points  H et  h,  tels  qu’on  ait 

HC  CB  CE  ^ iTE-  L T , ■ 1 

— — = — j-= , et  menons  HE , ne.  Les  triangles  HCE, 

ne  cb  ce 

Ve  seront  semblables  (n®2ig)  puisque,  rangleHC£=  Ve.  Il 

s’ensuit  que  l’angle  EHCz 

Maintenant  , en  Considérant  les  polygones  semblables 
AB  H EF,  abhef  si  les  points  G et  g-  coupent  les  côtés  FE  et  fe 
proportionnellement,  la  ligne  GH  jouira  de  la  même  propriété 
que  HE.  Donc,  etc. 

244.  D’un  point  quelconque  O (fig.  120),  pris  dans  l’intérieur 
du  polygone  ABC... , menons  des  lignes  OA,  OB...  aux  som- 
mets ABC. prenons  sur  ceslignes  des  longueurs  qui  leur  soient 

n S • OB  OC 

proportionnelles , ou  telles  qu  on  ait  ..... 

Les  triangles  O A B,  Oab  seront  semblables , et  ..éH  parallèle  à 
ab.  En  raisonnant  de  même  pour  OBC,  Obe,  etc.  , on  verra 
que  les  polygones  ABC. . . abc. , . ont  les  côtés  parallèles  et 
proportionnels,  et  par  conséquent  sont  semblables. 

De  même,  sur  les  ligues  Ob,  Oa,  si  l'on  prend  des  parties 
OK,  Ok  proportionnelles  aux  côtés  ae,AE  ; puis  OF,  of  pro- 
portionnelles à aô,  .^B , etc. , les  polygones  KFG. . . kfg. . . 
seront  semblables,  comme  formés  de  triangles  OKI,  Oki, 
OKF,  okf...,  respectivement  semblsdiles. 

245.  Les  périmètres  de  poljrgones  semblables  sont  comme 

leurs  lignes  homologues ) car  (fig.  118)  on  a 

= -, — — — - = .. . , et  le  theoreine  (n®  73,  3“.)  donne 

ab  bc  cd 
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JB-^DC-^CD-\-. ..  _AB  BC 
ab  bc  cd  . ab  bc 

En  appliquant  ceci  aux  pol  ygones  réguliers  d’un  même  nombre 

, . , ABCD...  AB  OB  OI,^ 

de  cotes,  on  a = ^ = -^  = - ( Rg. , a . ) , parce 

que  les  triangles  OBJ , Obi  sont  semblables,  comme  ayant  les 
angles  au  centre  égaux  (n®  a35)  ; ainsi , les périmhtres  des  poly- 
gones réguliers  semblables  sont  entre  eux  comme  les  rayons  des 
cercles  inscrits  et  circonscrits. 

2^6.  La  circonférence  est  la  limite  des  polygones  réguliers 
inscrits  et  circonscrits  (n°  i i3l.  Chaque  côté  AB  (fig.  122)  d’un 
polygone  régulier  étant  plus  court  que  Y axe  A CB  qu’il  soutend, 
on  voit  que  la  circonférence  rectifiée  est  plus  longue  que  le  pé-  < 
rimètre  de  tout  polygone  inscrit.  De  plus,  prenant  C au  milieu 
de  Vax'c  BCA , on  a la  corde  AB  ce  qui  fait  voir 

qu’en  doublant  le  nombre  des  côtés  d’un  polygone  inscrit,  le 
périmètre  approche  de  plus  en  plus  de  la  circonférence,  sans 
cesser  d’être  plus  petit  qu’elle. 

D’un  autre  côté,  l’arc  CAL  <r  CE  -f-  EL  (n®  172)  fait  voir 
que  le  périmètre  de  tout  polygone  circonscrit  est  plus  grand  que 
la  circonférence;  la  tangente  AK  est  le  demi-côté  du  polygone 
circonscrit  d’un  nombre  double  de  côtés  (n®  236);  et  comme 

K A,  perpendiculaire  à AO,  est  <[  l’oblique /fi?,  on  a 

AK  KC<^EC  : en  doublant  le  nombre  des  côtés  d’un  poly- 
gone circonscrit,  le  périmètre  approche  donc  davantage  de  la 
longueur  de  la  circonfér.  sans  cesser  d’être  plus  grand  qu’elle. 

P et  P étant  les  périmètres  dé  polygones  réguliers  semblables, 
l’un  circonscrit , l’autre  inscrit , et  /î  et  r les  rayons  OC,  O/  des 
PR  P 

cercles  inscrits,  ona  — =— , et  P — pz=:—  (R — r)  (n®  73,1®.). 

Or,  P diminue  en  s’approchant  de  la  circonférence EC5. . . 

R est  constant,  et  R — r ou  CI  décroît  indéfiniment  lorsqu’on 
double  successivement  les  nombres  de  côtés  de  polygones  P et p * 
(n®209);  ce  qui  prouve  que  la  différence  P — /centre  leurs  pé- 
rimètres approche  autant  qu’on  veut  de  zéro,  c.-à-d.  que  ces 
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périitièli'cs  approchent  imléfiniment  de  la  circonférence,  qui 
est  toujours  comprise  entre  eux,  et  qui  ne  leur  est  jamais  ri- 
goureusement égale  : donc , etc. 

247*  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons 
ou  leurs  diamètres.  En  effet  (fig.  121) , désignons  par  C et  c les 
circonférences  dont  les  rayons  sont  50=/î,  AO=r;  parPetp 

deux  polygones  réguliers  inscrits  ABC abc....  semblables, 

enfin  par  Z et  z la  différence  entre  chaque  périmètre  el  La  cir- 
conférence circonscrite,  ou  C — P— Z,  c — p = z.  On  en  tire 


P R 
— ou  — : 
P r 


C—Z  . C Z c Z 

' » * ^ "r  k — t.  p.* 

c — Z n ri  r r 


or,  fl,  C,  ret  c restent  constans,  Z et  z varient  avec  le  noinhre 
des  côtés,  et  peuvent  devenir  aussi  petits  qu’on  voudra;  donc 
(n»n3) 


Ce  C 
—=  -,  ou-: 
fl  r c . 


fl 

r 


2r* 


248.  Trouver  une  ligne  droite  égale  à une  circonférence  d’un 
rayon  donné,  c.-à-d.  rectifier  celte  courbe.  Concevons  deux 

circonférences  C,  c de  rayons  fl,  r;  nous  avons : cha- 
■'  iR  -ir 

que  circonférence  contient  donc  son  diamètre  le  même  nombre 
de  fois,  que  nous  désignons  par  ■x.  Si  l’on  connaissait  ce  quo- 
tient constant  x , on  aurait  donc 

circtmfércnce  R = 2»-fl. 

Pour  déterminer  le  rapport  constant  x de  toute  circonférence 
à son  diamètre,  il  faut  trouver  la  longueur  rectifiée  d’une  cir- 
conférence quelconque,  ainsi  que  celle  de  son  diamètre;  puis 
diviser  la  première  par  la  seconde;  le  quotient  sera  le  nombre 
X.  Pour  cela,,  prenons  un  polygone  régulier  quelconque  dont 
nous  connaissions  le  périmètre  , et  les  rayons  r et  fl  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit  ; puis  concevons  un  autre  polygone  régu- 
lier isopérimètre , c.-à-d. , d’un  contour  égal  ; et  calculons  les 
rayons  r'  et  fl'  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à ce  dernier. 

BE  — a (fig.  123)  est  un  côté  de  ce  polygone,  HD  un  dia- 
mètre perpendiculaire,  C le  centre  du  cercle  BDE\  CA=.r, 
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Ci5=i/J  sont  les  rayons  donnés  des  circonf.  inscrite  et  circons- 
crite. Menons  DB,  DE,  puis  la  perpendiculaire  CG  tombant 
au  milieu  G de  la  corde  DE  ; et  par  le  point  G,  IG  parallèle  à 
BE\  IG  sera  moitié  de  BE  ( n“  218).  Comme  l’angle  EDB 
est  inôiiié  de  ECB , EDB  sera  l’angle  au  centre,  et  GI  le 
côté  du  polygone  régulier  d’un  nombre  double  de  côtés  ; 
DF=r  , DG-=R'  seront  les  rayons  de  cercles  inscrit  et  cir- 
conscrit à ce  dernier.  Or  on  a DF=  ^ O/#—  ^ ( DC-^CA) , ou 
r'=i  (/î+r);  tlans  le  triangle  rectangle  CGD,  DG*=DCx.DF 
n"?.2!,  2“),  ouR'*=/?r',  ainsi  r'  et/î'  sont  donnés  par  leséqu. 

r’  = i(«  + 0,  R'=\/(Rr'). 

Répétant  ce  calcul  sur  le  polygone  IG,  on  trouvera  de  même 
les  rayons  r"  et  R"  des  polygones  réguliers  isopérimètres  d’un 
nombre  double  de  côtés  du  précédent;  puis  les  rayons  r",  R", etc. 
on  aura  ainsi  une  série  de  résultats 

r,R,r,R',r",R\r\R“..., 

dont  chaque  r est  la  moyenne  arithmétique,  et  chaque  R la 
moyenne  géométrique  enU'e  les  deux  termes  précédons.  Tels 
sont  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  à cette  suite 
de  polygones  réguliers  isopériiuètres  d’un  nombre  de  côtés 
continuellement  doublé.  . 

Mais  F étant  au  milieu  de  AD,  AF  ou  DF"^  AC,  F 
puis  l’hypoténuse  DC  > DG,  ou  fl'  <;  /I  : ainsi  r,  r,  r" . . . 
croissent,  et  fl,  fl',  fl". . . . décroissent  continuellement.  Ces 
quantités  tendent  sans  cesse  vers  l’égalité  à mesure  que  les 
côtés  deviennent  plus  nombreux;  car  BC‘ — CA*  — BA‘‘,  ou 
fl*  — r’ = i a* , donne 

~4(/H-r)  ~8r" 

et  a décroît  autant  qu’on  veut , tandis  que  r'  augmente.  On 
voit  donc  que  si  l’on  superpose  tous  ces  polygones  en  faisant 
coïncider  leurs  centres  G, p, ...  les  circonf.  inscrites  s’en  écartent, 
et  les  circonscrites  s’en  rapprochent  de  plus  en  plus.  Elles 
finissent  par  ne  laisser  entre  elles  qu’un  espace  aussi  petit  qu’on 


Di. 


r* 
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veut,  dans  lequel  se  trouve  tracé  le  polygone  régulier.  Que  l’ou 
ait  poussé  le  calcul  des  r et  R jusqu’à  lo  cbifFres  décimaux  , 
par  exemple,  et  l’on  trouvera  enfin  deux  rayons  dont  ces  dix 
chiffres  seront  les  mêmes  : la  distance  du  polygone  à ses  deux 
circonf.  sera  nulle  dans  cet  ordre  d’approximation , et  l’on 
pourra  prendre  le  périmètre  de  ce  polygone  pour  longueur  de 
ces  circonf. 

Soit  donc  a le  côté  du  i*'  polygone  de  n côtés  ; na  sera  sou 
contour,  et  celui  de  chacun  des  autres  polygones  : et  si  x est  le 
rayon  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  dans  l’ordre  de  déci- 
males conservées  au  calcul , ou  celui  de  la  circonf.  définitive 

= na,  on  aura  na  = 7.vx,  x = — . 

Par  exemple  le  côté  de  l’exagone  inscrit  a=  i,  le  périmètre 

= 6;  R=  I.  r=  \/  (fig.  122) , our  = H/3  ; on 

en  tire  successivement  les  résultats  suivans  ; 


r = 0,86603  5404 

fi  = I 

r'  z=  o,ÿ33oi  ajoa 
fi'  = 0,96693  58o6 
= o>94946  926! 

fi"=  0,96766  3197 


0,95356  6731  0,96490  8353 

0,96661  1769  0.95494  o3ii 

0,96468  8760  0.95493  4332 

0,96610  0133  0,95493  aSaa 

0,95484  4436  0,9549a  8337 

0,95497  2270  0,95493  o3a5  {*) 

Dès  qu’on  arrive  à deux  rayons  successifs  égaux  x,  ce  nom- 
bre est  le  rayon  de  la  circonf.  isopériinètre  qui  est=6=:2»x' 
or  x=o,  95492'9662  ; ainsi  3,14159  2654.  On  peut  obte- 


(«)  Le  calcul  des  rayons  fi  est  facile  par  log.  ; mais  «n  l’abrcge  encore  par 
le  procédé  suivant.  Soit  R=r>  + d,d  étant  la  différ.  des  deux  rayons  entra 
lesquels  on  veut  une  moyenne  géométrique.  ^ 

en  extrayant  la  racine  ' ' 

J 


fl'  = r'+; 


Ces  formules  abrègent  les  opérations  : mais  on  remarque  que  si  d n’a 
que  la  moitid  des  chiffres  de  r',  en  considérant  ces  nombres  comme  entf 
d*  cst<8  r'  parce  que  d«  n’a  plus  que  la  même  quantité  do  chiffres  one^’ 
Pour  avoir  une  valeur  de  /l'approchée  à moins  de  i,  on  peut  donc  secontenl  ’ 
de  ft'=r'+i</,  qui  est  moyenne  arithmétique  entre  fi  etr'.  Ainsi  dès 
est  arrivé  à deux  valeurs  consécutives  de  R et  r' , dont  la  moitié  à gauchi  da 

T.  I. 
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nirainsi  x arec  telle  approximation  qu’on  veut*  Au  reste , nous 
exposerons  des  procédés  plus  expéditifs.  On  obtient 

» = 3,i4i59  a6535  89793  33846  26433  83379, 
log.  * = 0,49714  98736  94i33  85435.13^3  88391. 

Sidansl’équ.  cire,  fl  = ax/î , on  fait /î  = j , et=i,  il  vient 
cire.  =w,  et  î cire.  = x : donc  le  rapport  constant  sr  de  toute 
circonférence  à son  diamètre  exprime  aussi  la  circonf.  dont 
le  diamètre  est  un,  et  la  demi-circonf,  qui  a un  pour  rayon. 

Si  on  limite  la  valeur  à s- = 3, 142. . • on  trouve  qu’on  peut 
poser  = 3 ÿ.  Ce  résultat  très  simple,  dû  à Archimède, 

est  adopté  dans  les  arts.  Adrien  Métius,  en  prenant  3,  i4 1593, 
a trouvé  JT  = 7^1 1 nombre  remarquable  en  ce  que  les  termes 
sont  formés  des  trois  premiers  impairs,  répétés  2 fois , 1 13,355. 
Ce  résultat  ayant  6 décimales  exactes,  ne  produit  pas  une  er- 
reur d’uu  centimètre  sur  une  cire,  de  18000  mètres  de  rayon 
( I ligne  sur  4000  toises  de  rayon). 

* Voici  une  rectibeation  graphique  approchée  de  la  circonf. 
On  a prouvé  (n**  a38,  239)  que  le  côté  du  carré  inscrit  est 
fl^2  ; que  celui  du  triangle  équilatéral  est  fl|/3  : la  somme 
est  fl  ( p^2  •+•  V^3  ) ou  fl  X 3 , 1 4627 . . . . , égale  , à un  demi- 
centième  près,  à la  demi-circonf.  rectifiée.  Ainsi , après  avoir 
inscrit  au  cercle  proposé  , par  les  procédés  connus  , un  carré  et 
un  triangle  équilatéral,  on  ajoutera  le  côté  de  l’un  au  côté  de 
l’autre , et  l’on  aura,  à très  peu  près,  une  droite  égale  à la  demi- 
circonférence. 


lenrs  chiffres  est  une  partie  commune,  on  n'a  plus  à prendre  que  des  moyen- 
nes arithmétiques.  C’est  ce  qui  arrive  ci-dessus  au  nombre  marqué  (*)  et  à 
tous  les  suivans.  Alors  il  n’est  plus  necessaire  de  calculer  ces  moyennes  suc- 
cessives; car  soit  m on  de  ces  nombres  et  m+î  le  suivant,  leur  moyenne 
estro  f — j/;  et  continuant  de  prendre  les  moyennes,  on  trouve 


nombres  dont  la  limiteest  m+^ti  telle  est  la  valeur  définitive  des  quantités 
r et  R lorsqu’elles  sont  devenues  égales. 
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Lorsque  la  cîrconf.  C est  donnée,  et  qu’on  demande  son  dia- 
mètre Z>,  de  C = ^D,  on  tire 

Ü — C = ^ C#=-=o,  3i83i . . . , logA-=  I ,5o285oi3. 

» sr  ' 

L’arc  A CB  (fig.  1 22)  étant  le  de  la  circonf. , ou  l’angle  O 

le  n''"'  de  4 droits,  » son  nombre  de  degrés,  on  a la  propor- 
tion 180“  ; : la  longueur  Z de  l’arc  ACB ^ donc 


sr/î« 

* i8o 


•xitR 

n 


— et  en  faisant  logAnra  ,24*87737. 


II.  DES  SURFACES. 


Aires  des  Polygones  et  du  Cercle. 

249-  Une  Aire  est  l’étendue  comprise  entre  les  lignes  qui 
terminent  une  figure  fermée.  Les  aires  Equivalentes  sont  celles 
qui  sont  d’égale  étendue , sans  qu’elles  puissent  coïncider  pac 
la  superposition. 

Deux  rectangles  AEFD,  aefd  (fig.  124)  sont  égaux  lorsque 
leurs  bases  sont  égales  et  que  leurs  hauteurs  le  sont  aussi,  ou 
ADr=adet  AEi=aeton  voit  en  effet  qu’on  peut  faire  coïnci- 
der l’une  de  ces  figures  avec  l’autre.  Mais  si  l’on  compare 
le  parallélogramme  A B CD  an  rectangle  AEFD,  onles  trouvera 
, simplement  équivalens , parce  que  le  triangle  AEB=z  DFC. 

Les  parallélogrammes  kWD,  abcd,  qui  ont  des  bases  égalés 
et  des  hauteurs  égales  sont  équivalens,  puisqu’ils  équivalent 
aux  rectangles  égaux  ADFE,  adfe. 

Soit  un  triangle  ^j9C(fig.  laS)  ; menons  CD  et.  BD  paral- 
lèles à AB  et  AC;  les  deux  triangles  ACB,  BCD  sont  égaux  : 
ainsi,  tout  triangle  est  la  moitié  drun  parallélogramme  de 
même  base  et  de  même  hauteur.  De  sorte  que  tous  les  triangles 

ACB,  AEB , AFB , qui  ont  même  base  AB  et  leurs 

sonunets  sur  CF  parallèle  à AB , sont  égaux. 

25o.  Comparons  naaintenant  deux  parallélogrammes  quel- 
conques. '1. 
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i“.  Les  rectangles  de  même  base  sont  comme  les  hauteurs. 
En  cfFet,  si  les  deux  rectangles  ABCD  — R,  ahcdzz^r  (6g.  126) 
ont  les  bases  AR  et  ab  égales , et  que  les  hauteurs  AD  — H 
et  ad  = h soient  comnnensurables , il  y aura  une  longueur  ax 
contenue  m fois  dans  H et  n fois  dans  h , et  l’on  aura  ( n°  i56  ) 
H w 

. En  menant  par  le  points  de  division  x,  x\jr,y ... . 

des  parallèles  aux  bases , les  rectangles  ü et  r seront  partagés, 
l’an  en  m , l’autre  en  n rectangles  égaux , et  l’on  aura  , 


Si  les  hauteurs  sont  incommensurables,  partageons  de  même 

AD  cri  parties  égales  Ax' , x'y , et  portons  l’une  sur  ad 

en  xa , xjr. ...  ; soit  i le  point  de  division  le  plus  voisin  de  d : 


en  menant  il  parallèle  à de , 


al ai 

R~H 


à cause  de  la  cominensa* 


, r dl 
rabdite.ou— = 


^4-^,  donc  on  a puisque 


et  id  sout  aussi  petits  qu’on  veut,  et  que  r,R,  h,  H sont  cons» 
tans  (n®  1 13).  , • 

2®.  Les  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
bases  par  les  hauteurs.  Car  (6g.  127)  soient  des  rectangles 
AC,  ac  dont  les  bases  sont  AB  =■  B,  ab  = b : portons  l’une 
de  ces  6gures  sur  l’autre,  en  faisant  coïncider  l’un  de  leurs  an- 
gles droits,  ce  qui  déterminera  les  rectangles  AK=sr,  et 
AH— R',  de  même  hauteur  AI  ; R'  ayant  même  base  AB  que . 
le  rectangle  AC-=R  et  même  hauteur  v^/que  r,  on  a donc 

R H K B ,,  .R  BH 


3®.  Les  mêmes  théorèmes  ont  également  lieu  pour  les  paral- 
lélogrammes, puisqu’ils  sont  équivalensaux  rectanglesde  même 
base  et  de  même  hauteur.  Donc  les  parallélogrammes  sont  en- 
tre eux  comme  les  produits  des  bases  par  les  hauteurs. 
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sSi.  Mesurer  une  aire,  c’est  chercher  le  nombre  de  fois 

qu’elle  contient  nue  autre  aire  donnée.  Prenons  pour  unité  de 

surface,  le  rectangle  abcd,  pour  mesurer  le  rectangle  A B CD 

R B H , ^ , 

(6g.  128);  puisque  - = jX  on  portera  la  base  où  sur 

AB,  afin  de  savoir  combien  l’une  est  contenue  dans  l’autre  : on 
en  dira  autant  des  hauteurs  ad,  AD-,  ensuite  on  multipliera 
ces  nombres  de  fois;  puisque 3x4=t2>  .^contient  ici  lafoisr. 

Comme  les  bases  et  les  hauteurs  pourraient  ne  pas  se  conte- 
ui»  exactement,  on  dit  plus  généralement  que  la  mesure  d’une 
aire  ABCD  (fig.  127)  est  son  rapport  avec  une  autre  abcd 
prise  pour  unité  (n°‘  36,  ^ 1 )>  cette  mesure  est  le  produit  du 
B H 

rapport  ^ des  bases  par  celui  des  hauteurs.  Il  en  est  de 

même  de  tout  parallélogramme.  D’où  il  résulte  que  si  l repré- 
B H 

sente  le  nombre  abstrait  l’aire  du  parallélogramme  est 

l fois  celui  qui  est  l’unité  de  la  surface. 

Si  l’on  prend  pour  unité  d’aire  le  carré  abcd  (6g.  ia8)  dont 
le  côté  est  l’unité  linéaire,  on  a b — h-=  t , d’où  f{=  BH. 
B H est  le  produit  abstrait  des  nombres  d’unités  linéaires  con- 
tenus dans  B et  H;  soit  encore  Ce  produit  BHz=l,  l’équ.  re- 
vient à / fuis  le  carré  pris  pour  unité  d’aire.  Ainsi,  l’aire 
d’un  parallélogramme  est  le  produit  des  nombres  de  fois  que 
l’unité  linéaire  est  contenue  dans  sa  base  et  dans  sa  hauteur,  ce 
qu’on  exprime  d’une  manière  abrégée,  quoique  incorrecte,  en 
disant  que/’utre  d’un  parallélogramme  est  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur.  t 

La  mesure  de  l'aire  ABCD  ( 6g.  1 10)  du  rectangle  qui  a ses 
côtés  égaux  est  BCx.BC;  l’aire  du  carré  est  donc  la  seconde 
puissance  de  son  côté.  C’est  pour  cela  que  les  mots  carré  et  se- 
conde puissance  sont  regardés  comme  synonymes. 

262.  Tout  ce  qui  a été  dit  précédemment  du  produit  des  li- 
gnes évaluées  en  nombres  , doit  s^ dire  aussi  des  rectangles  qui 
ont  leurs  côtés  pour  facteurs.  Par  ex.,  la  propo.sition  (n°228) 
peut  s’énoncer  ainsi:  Le  carré  construit  sur  la  tangente  est  égal 
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au  rtctangle  qui  a pour  base  la  sécante  entière,  et  pour  hau- 
teur sa  partie  extérieure;  et  ainsi  des  autres. 

Le  caractère  essentiel  des  démonstrations  géométrique  et 
de  réunir  la  rigueur  du  raisonnement  à une  clarté  comparable 
à celle  des  axiomes.  On  ne  doit  jamais  y perdre  de  vue  les  ob- 
jets comparés  : ainsi  ces  théorèmes  n’ayant  été  obtenus  que  par 
des  calculs  fondés  sur  la  théorie  des  lignes  proportionnelles , 
nous  donnerons  icr  une  démonstration  directe  des  trois  propo- 
sitions fondamentales , relatives  au  rapport  des  aires.  Les  au- 
tres en  dérivent  ensuite  sans  efforts,  ainsi  qu’on  peut  s’en  con- 
vaincre en  les  reprenant  tour  à tour. 

’ a53.  I.  Construisons  (ffg.  129)  sur  la  ligne  ^C= 
les  carrés  Afi et  Al:  il  est  visible  que  l’aire  AI=^  AF+Fl 
CF,  ovi=  AF ixCF,  parce  que  les  rectan- 
gles EH  et  CF  sont  égaux.  Comme  AF  est  le  carré  de  AB , 
FI  celui  de  BC,  on  retrouve  ainsi  la  proposition 
(a-f-  by~a^  + 2ab-\-b^, 
a et  b étant  des  lignes,  et  a*,  b*,  ab  des  aires. 

Pareillement  AF-=zAI FI — 0.EI,  à cause  de  BChssBI — FI 
et  de  EIssBI  : on  retrouve  donc  aussi 

(o  — 6)*=a’  — 2aé  + b*. 

254.  IL Soitun  triangle .^^C(fig.i3o)rectangleen./é;  décri- 
vons des  carrés  BF,  BG,  AE  sur  ses  trois  côtés  ; puis  menons 
les  obliques  AF,  BE  et  la  perp«idicnlaire  AL  sur  l’hypoté- 
nuse BC.  Les  triangles  ACF,  BCE  sont  égaux  ; car  leurs  an- 
gles en  Cse  composent  de  l’angle  commun  BCA  plus  d’un  an- 
gle droit  BCF  ou  ACE;  d’tdlleurs,  les  côtés  adjacens  sont 
,BC=  CP,  AC-sxCB,  côtés  des  carrés.  Mais  ces  triangles  sont 
les  moitiés  des  rectangles  CD,  AE,  puisque  les  bases  commu- 
nes sont  CF,  EC , et  que  les  sommets  A et  B sont  sur  les 
bases  opposées  DL,  B A : donc  rectangle  CL=:  AE.  On  prouve 
de  même  que  rectangle  BL=.BG,  et  ajoutant  ces  équations 
BF=  AE-^BG,  ou  a'=4î-f-c’;  c.-â-d.  que  le  quarré  cons- 
truit sur  r hypoténuse  est  égal  à la  somme  des  carrés  construits 
sur  les  côtés  de  l’angle  droit  ( comme  n®  aa  » , 4*.). 
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Les  rectangles  CL  et  BF  de  inérae  hauteur  sont  entre  eux 

CL  ou  Cf  CD 

on  a 


comme  les  bases  DC  et  BC  : ainsi 


BF 


BC’ 


encore  ^ 

j4E_  CD 
BF^  BC’  BG~~  BD' 

Ces  propositions  reriennent  à celles  du  n”  221 , 2*.  et  3°.  ^ 

111.  Si  le  triangle  ABC  n'est  pas  rectangle  (fig.  i3i  ) , et  que 
l’angle  A soit  aigu , faites  la  même  construction  que  ci-dessus, 
et  abaissez  BK,  CM  perpend.  sur  les  côtés  opposés.  Le  même 
raisonnement  prouvera  que  les  triangles  ACF , BCE  sont 
égaux,  ainsi  que  les  rectangles  CL,  CK,  dont  les  aires  soUt 
doubles  de  celles  des  triangles.  Ainsi , rectangle  CL=  CK  =ir 
AE  — AK;  rectangle  BLz*=BMst=BG—AM.  Or,  les  triangles 
rectangles  AOC  sont  semblables,  à cause  des  deux  côtés 
perpendiculaires  qui  comprennent  un  angle  égal  (n*  ào5,  8°.}; 
d’on  AI  J AO  AB  ; AC,  et  AI  X AC=  AO>i  AB,  rec- 
tangle AKesiAM.  Ajoutant  donc  les  rectaog.  CLex.  BL,  il  vient 
BF  = AE  -f-  BG  — ^AK , ou  a*  = ô*  -f-  c*  — 2Ô  X Al 
(comme  222). 

Si  l’angle  fivéC  est  obtus  (fig.  i33),  la  même  construction 

donne  encore  le  triangle  BCE  = CAF,  d’où 

rectang.  CL  = CK  = AE  AK  ; 00  trouvé  de  même 
BL^ BGAf"  AK;  ajoutant,  il  vient  BF^AE  -f-  BG  -\-i.AK, 
ou  o’s=ô’  -f*c’  -f-  2Ô  X AI  (comme  n®  222). 

255.  Le  côté  du  carré  équivalent  à un  porùllélogramfne  éit 
moyen  proportionnel  éntfe  sa  base  et  sa  hauteur.  Car  SOiént  B 
la  base,  H la  hauteur  d’un  parallélogramme,  et  x le  côté  du 
carré  équivalent,  on  a sC=BH.  D’après  cela,  pour  eaivtrtin, 
parallélogramme,  ou  en  avoir  la  quadrature  (n®  261  ),  portez- 
en  la  base  et  la  hauteur  (6g.  92),  de  B en  C,  et  de  B en  D,  sur 
Une  droite;  puis,  sur  le  diamètre  J? C,  décrivez  une  deminiircon- 
féreoce  BAC,  qui  coupera  en  A\&  perpendiculaire  DA  menée 
en  D sur  BC  i la  corde  B A sera  le  côté  du  carré  cherché  (n®  227). 
Si  Ta  6gurc  donnée  est  le  rectangle  CL  (6g.  i3o),  en  prenant 
BCss  DL , on  a le  carré  Cl  = rect.  CL. 
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a56.  L aire  du  iriangle  est  la  moitié  du  produit  de  sa  base  B 
par  sa  hauteur  H,ou  = ± HB,  d’après  ce  qu’on  a dit  (n«  249). 

I®.  Le  carré  équivalent  à un  triaii{>le  donné  est  2:*  = i BH  ■ 
on  a donc  la  quadrature  d’un  triangle,  en  cherchant  une  ' 
moyenne  proportionnelle  entre  la  hauteur  et  la  moitié  de  la 
base,  c.-à-d.  en  prenant  (fig.  ,3o)  DD  égal  à la  moitié  de  la 
base,  et  £C  à la  hauteur,  et  achevant  la  construction  comme 
Cl- dessus;  DG  est  équivalent  au  triangle  proposé. 

3®.  Les  triangles  ABF,  BIC  (fig.  ,34)  qui  ont  meme  hauteur, 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  AF,  IC. 

Pour  couper  par  une  ligne  I?F’un  triangle  ABC  eu  deux  par- 
ties qui  aient  entre  elles  un  rapport  donné,  il  suffit  de  parta- 
ger (n®  217,  4°.)  la  base  AC  eu  deux  seginens  AF,  FC  qui 
soient  dans  ce  rapport,*  et  de  tirer  BF. 

257.  Soit  un  polygone  A DDE (fig.  1 35)  ; menons  AD 

et  sa  parallèle  BC,  qui  rencontre  en  C le  côté  ED  prolongé  ; 
enfin,  tirons.,^ C.  Le  triangle  AB D peut  être  remplacé  ^atACD, 
qui  lui  est  équivalent;  ainsi  l’hexagone  ABDEFG  estéquiva-  ' 
lent  au  pentagone  ACEFG. 

En  appliquant  de  nouveau  cette  construction  à ce  pentagone, 
on  le  changera  en  un  quadrilatère,  puis  en  un  triangle , et  en- 
fin, SI  l’on  veut,  en  un  carré.  On  sait  donc  réduire  tout  poly- 
gone à un  triangle,  ou  à un  carré  équivalent. 

258.  L’aire  d’un  polygone  s’obtient  en  le  décomposant  en 
triangles,  et  cherchant  l’aire  de  chacun.  Si  le  polygone  est  ré- 
gulier comme  KmO . . .(fig.  1 la),  Taire  estégale  aupirimhtre, 
multiplié  par  la  moitié  du  rayon  OG  du  cercle  inscrit,  qu’on 
nomme  Apothème.  Car  n étant  le  nombre  des  côtés,  on  pren- 
dra n fois  l’aire  AOB  d’un  des  triangles  au  centre,  savoir, 

n X AB  X OG  = périmètre  X -5  OG. 

259.  L’aire  du  trapeze  AHah  (fig.  82)  est  le  produit  de  sa 
hauteur  par  la  moitié  de  la  somme  de  ses  bases  parallèles,  ou 
par  la  ligne  menée  à distance  égale  de  chacune.  En  effet , me- 
nons ^C  parallèle  à ah,  puis  Ee  par  les  milieux  de  AHefah; 
Ee  sera  parallèle  à Hh  (n®  220,  4».).  Or,  l’aire  du  paraUéloI 
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{•raiiiiiie  AChac&t  leprodiiil  de  sa  hauteur  par  C/»  ou  fie:celle 
du  trian(>Ie  AHC  est  le  produit  de  cette  nicine  hauteur  par 
\ HC  ou  EB  ; ainsi  l’aire  AHah  est  le  produit  de  la  hauteur 
commune  par  Ee,ou  par  hC-\-  \ HC,  ou  en6n  par^  [Aa-\-Hh). 
{J'oyez,  pour  Vaire  du  quadrilatère j n®'  3 18,  V;  et  364,  VI.) 

260.  L’aire  (6g.  1 12)  du  ABba  = ^ Gg  X {AB-\-ab). 

En  multipliant  et  ai  par  le  nombre  des  côtés  des  polygones 

réguliers  ABCD abcd. . . , on  obtient  leurs  périmètres 

P et  p.  Ainsi , la  différence  de  leurs  aires  est  = L Gg  {P+p)- 
Comme  Gg  tend  sans  cesse  vers  zéro,  lorsqu’on  fait  croître 
le  nombre  des  côtés,  et  que  j (P+p)  approche  de  plus 
en  plus  de  la  circonférence , cette  différence  peut  être  rendue 
aussi  petite  qu’on  veut.  Ainsi,  l’aire  du  cercle  est  la  limite  des 
aires  des  poljgones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  (n“  1 13). 

L’aire  C d’un  cercle  de  rayon  R est  le  produit  de  la  moitié  du 
rayon  par  sa  circonférence , ou  du  carjjé  du  rayon  par  le  rap- 
port ir  de  la  circonférence  au  diamètre.  En  effet,  soient  «l’excès 
de  l’aire  du  polygone  circonscrit  sur  celle  du  cercle,  p la  cir- 
conf.,  et /S  l’excès  du  périmètre  du  polygone  sur  la  circonf.; 
l’aire  de  ce  polygone,  ou  C+  a est  donc  (n®258)=-;/î(/>+/3). 
Comme  les  variables  a et  â décroissent  indéhniment  ('''),  on  com- 
parera les  termes  constans(n®  1 13),  et  l’on  aura,  à cause  Aep 
=2»  /î  (n°  248), 

cercle  C = j pR  — circonf.  X i fl  = s-R‘. 

« 

Soit  D le  diamètre,  on  a cercle  = j sr  D“,  ou  à peu  près  = 
D D. 


{*)  Obèervons  qa^on  aurait  été  conduit  au  même  résultat,  si,  raisonnant 
dVne  manière  analogue , mais  inexacte,  on  eût  négligé  les  termes <t et /3,  qui 
doiTent  disparaître  ensuite  : c'est  ce  qui  arrive  dans  la  méthode  des  injîniment 
petits,  où  l'on  considère  la  circonférence  comme  un  polygone  régulier  d'une 
infinité  de  cétés  ,*  car  alors  C est  l'aire  de  ce  polygone,  et  p le  périmètre,  et 
bR 

l’on  trouve  C=^.  Ce  procédé  pourrait  donc  être  regardé  comme  porfai- 

tement  rigoureux , si  l’on  s’assurait  à priori  que  les  termes  ainsi  négligés  sont 
iixPniment  petits.  Consultez,  A ce  sujet,  les  Réflexions  sur  la  Métaphysique 
du  Calcul  infinitésimal,  par  Carnot. 


S 


\ 
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Lorsque  l’aire  Cdu  cercle  est  donne'e,  le  rayon 

fl  = l/  -=  V^  k C,k  = - = o,3i83i,  log.  k — i,5o285oi3. 
\ n v 


'Un  rectangle  qui  a pour  base  la  demi-circonfe'rence  rectifiée, 
et  pour  hauteur  le  rayon,  est  égal  au  cercle;  on  a ainsi  la  so- 
lution approchée  du  fameux  problème  de  la  quadrature  du 
cercle.  Pour  le  résoudre  rigoureusement,  ce  qui  est  à peu  près 
inutile,  il  faudrait  trouver  la  valeur  exacte  de  a-. 

261.  L’aire  du  secteur  ÂOBI  (fig.  i36)  est  le  produit  delà 
moitié  du  rc^on  par  l’arc  AIE;  en  effet  on  a 


AOBJ_  AIB 
AODI~  AID' 


AOBt  = 


cercle 

circonf. 


X AIB,  ou  =B  X AIB. 


La  longueur  de  4’arc  AIB  est  connue  ( pa^  291  ) j ainsi 
Secteur  = ~~  — hR'm,  log  h = 3,94084^3. 


l’arc  AIB  étant  le  de  la  circonf.,  et  <t  son  nombre  de 
degrés. 

L’aire  du  segment  ALBt est  égale  à celle  du  secteur,  moins 
le  tris  ngle  AOBL  (n»  364 .VII). 

Aux  arcs  semblables  et  concentriques  ABD,  abd  (fig.  168), 
circonscrivons  des  portions  de  polygones  réguliers;  le  système 
de  ces  trapèzes  formera  une  aire  dont  la  limite  sera  ADBabd. 
Il  est  aisé  d’en  conclure  que  l’aire  ABDabd  comprise  entre 
deux  arcs  concentriques  est  égale  au  produit  de  la  distance  Aa 
entre  ces  arcs , multipliée  par  la  moitié  de  leur  somme,  ou  par 
l’arc  db'd  décrit  à distance  égale  de  l’un  et  de  l’autre  (n°2S9). 

On  peut  toujours  évaluer , par  approximation,  une  aire  cur- 
viligne , en  la  considérant  comme  un  polygone  dont  leÿ  côtés 
sont  forts  petits,  et  la  décomposant  en  triangles  ou  en  trapèzes. 
Par  ex.,  traçons  dans  l’aire  aADd  (fig.  162)  les  parallèles  équi- 
distantes Aa,  il,  bB,  kK dD,  que  nous  désignerons  par 

p'  P* .. . , p^’'\  et  menons  une  perpend.  quelconque  a'd'  sur 
Aa  : l’aire  sera  ainsi  coupée  en  trapèzes  , dont  les  aires  sont 
7 ip'  -4- p’)b,  ^ (p"  •+•  />•)  k : . . , k étant  la  distance  de  deux  pa- 


f 
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rallèles.  La  somme  est  aADd=zk{\p  -\-p' 

ainsi  Vaire  curviligne  est  le  produit  de  la  distance  k entre 

Us  parallèles,  par  leur  somme  diminuée  de  la  moitié  des  deux 

extrêmes. 

’ Comparaison  des  Surjaces. 


26a.  Comparons  les  aires  des  polygones  semblables. 

I.  Les  aires  de  deux  triangUs  semblables  ABC,  abc  (fig.  iSy) 
sont  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues.  Car  la  simili- 
tude donne  : mais  les  perpendiculaires  BD  et  bd 

ab  ac  . r r 

aux  bases  AC,  ac,  forment  les  triangles  semblables  A BD,  abd, 

,,  . AB  BD  , AC  BD  . ' 

d ou  — r-  — ~TT  • donc = -7-3-  ( ce  qui  est  conforme  au 

ab  bd  . ac  bd  ' ^ 


BID 

tbéorème  243).  Multipliant  les  deux  membres  par  -ÿjt  on  a 


ACycBD  _ BD'  AB* 

ac'^c.bd  bd*  ab* 
« 


II.  Les  aires  de  deux  polygones  semblables  ABCD,  abcd, 
sont  comme  Us  carrés  de  leurs  lignes  homologues  ( fig.  1 18). 
~ Car  la  similitude  des  triangles  ABC,  abc  (n”  242)  donne  la 


T AB* 

proportion  — = * on  a de 


réunissant  ces  rapports  égaux , il  vient 


T _T  _T"  _ AB' 

t~  ( ~ t“ ab*' 


d’où  (n*  73, 


3*.) 


T-tf-T+T ... 

i + t'-l-t"... 


AB'_ABCD. . . 
ab'  abcd  . . . 


263.  Concluonsdelâ  que,  1°.  si  l’on  construit  trois  polygo- 
nes M,  N et  P (fig.  1 38)  semblables , de  figures  quelconques, 
dont  les  côtés  homologues  soient  ceux  d’un  triangle  rectangle 


yfBC,  onaura 


M 

AB' 


,_N f_  J.  . _ N ^ P 

BO~  AC''  AB*  ~ BC*  ^AO  ' 
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or,  .4B‘ =.  Biy AC‘ ; donc  M = N + P.  Cette  pro- 
position e'tend  celle  du  carré  de  l’hypoténuse  ( n®  a54  ) à 
tous  les  polygones  semblables  ; de  sorte  qu’on  peut  aisément 
construire  une  figure  égale  à la  différence  des  deux  autres,  ou  à 
leur  somme,  ou  à la  somme  de  tant  d’autres  qu’on  voudra , 
pourvu  qu’elles  soient  toutes  semblables. 

2°.  Les  aires  des  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de 
côtés  sont^:omme  les  carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  et 
circonscrits. 

3°.  IjCS  cercles  C,  c sont  comme  les  carrés  de  leurs  rayons 
R,  r,  ou  de  leurs  diamètres  : car  soient  » et  fi  les  excès  des  ai- 
res des  polygones  circonscrits  sur  celles  des  cercles  C,  c; 
C-\-  »,  c fi  seront  les  aires  des  polygones  ; 


d’où 


C + »_R^ 

c -f-  /8  “■  r* 


; puis  (n® 


Cela  résulterait  aussi  de  ce  que  C-=vR*,  c =!rr’. 

4°.  Le  cercle  qui  a pour  diamètre  l’bypoténuse  d’un  triangle 
rectangle  est  donc  égal  à la  somme  de  ceux  qui  ont  pour  dia- 
mètres les  côtés  de  l’angle  droit  ; de  sorte  qu’il  est  facile  de 
former  un  cercle  égal  à la  somme  ou  la  différence  de  tant  de 
cercles  qu’on  voudra. 


264.  Deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  ti']),  qui  ont  un  angle 
égal  A r=  a , sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui 
comprennent  cet  angle.  En  effet , les  perpendiculaires  BD,  bd 


...  , BD^AC 

sur  leurs  bases  donnent  (n®.  200)  — , — = -r-. 

abc  bdy^  ac 


or  les 


triangles  semblables  A BD,  abd  donuent 


AB 
ab  ' 


, ABC  AB  X AC 

donc  — - — = —J . 

abc  ab  X ac 

On  peut  à l’aide  de  ce  théorème,  résoudre  les  questions  sui- 
vantes : 

I.  Diviser  un  triangle  ABC  (fig.  i34)  en  trois  parties  égales,^ 
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j)ur  des  droites  FD,  FE  qui  se  joignent  en  un  point  donné  F sur 
la  base  AC.  Divisons  la  base  en  trois  également  aux  points  H 
et  / ; comme  le  triangle  CBI  est  le  tiers  de  CB  A (n°  256,  2”.), 


CDF 

Faire  inconnue  CDF—  CBI.  Or,  on  a,  — 

CD  CI 

donc  CD  X CF  — CB  X CI,  ou  = -17=  , ce 

Cü  Or 


CD  X.  CF  . 
CB  X cT 

qui  prouve 


(n°  2i6),que  DI  est  parallèle  à BF,  et  que,  par  conséquent , 
ilfautmener  BF,  puis  ses  parallèles  HE,  DI,  et  enfin  DF,FE. 

II.  La  même  construction  sert  à diviser  Faire  y^5C'(fig.  i3g) 
en  4»  5. . . parties  égales  par  des  lignes  FE,  FE',  FD',  FD  : 
il  faut  couper  la  base  AC  en  autant  du  parties  égales.  On  sait 
donc  diviser  l’héritage  triangulaire  y/fîC,  en  parts  égales,  par 
des  sentiers  qui  aboutissent  à un  puits  commun  F. 

III.  Décrire  un  triangle  EIK  qui  soit  équivalent  à ABC 
(fig.  i4o)j  dont  la  base  soit  El  et  le  sommet  situé  en  un  point 
K de  la  ligne  donnée  NK.  Supposons  d'abord  que  les  deux 
triangles  ABC,  ADF  &o\ent  équivalens:  comme 

ABC  __  ABy<AC 
ADF~  ADXAF' 

on  a AB  XAC=  AD  X AF,  ou^=z^-: 


ainsi,  BF  est  parallèle  à DC  (n°  216).  Donc  si  Fon  veut  cons- 
truire un  trisiug,le  EG  H = ABC,  dontle  sommet  £ soit  donné 
la  base  GH  étant  dans  la  direction  AH  de  celle  du  triangle 
donné,  on  mènera  ED  parallèle  k AC,  puis  DC  et  sa  paral- 
lèle BF,  et  Fon  aura  ADF  —ABC:  prenant  ensuite  dans  la 
direction  AC,  GH=  AF,  le  triangle  GHE  sera  — ABC,  et 
remplira  la  condition  demandée.  Observez  que  la  même  cons- 
truction s’appliquerait  encore  au  cas  où,  au  lieu  de  donner  le 
sommet  E,  on  donnerait  la  base  GH-,  on  pourrait  même 
donner  aussi  l’angle  H : autant  de  problèmes  différens  qui  sont 
résolus  par  le  même  procédé. 

En  prenant  EG  pour  base,  on  pourra  de  même  transformer 
le  triangle  EGHen  un  autre  £/L équivalent,  qui  aurajt  son 
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sommet  en  /;  on  aurait  changé  le  triangle  ABC  tn  EILy.\e 
côté  El  et  l’angle  lEL  étant  donnés.  Enfin  LK , parallèle  à 
El,  coupe  la  droite  donnée  NK  au  point  K,  et  le  triangle 
EIK  = EIL  ABC  résout  le  problème  proposé.  On  pour- 
rait déterminer  le  point  K en  se  donnant  la  longueur  TK,  ou 
l’angle  EKI  (a°  212,  IV),  ou  toute  autre  condition. 

Des  Plans  et  des  Angles  dièdres. 

265.  De  la  définition  du  Plan  (n®  i54),  U suit  que, 

1°.  Le  plan  est  une  surface  infinie  en  longueur  et  largeur. 

?•**.  Trois  points,  ou  deux  droites  qui  se  coupent,  sont  tou- 
jours dans  un  même  plan,  et  en  déterminent  la  position.  En 
effet,  on  peut  visiblement  concevoir  une  infinité  de  plans  qui 
passent  par  l’une  des  droites,  ou  par  la  ligne  qui  joint  deux 
des  pointe  donnés,  puisqu’on  peut  faire  tourner  l’un  de  ces 
plans  autour  de  cette  ligne  comme  sur  une  charnière.  Mais  ce 
plan  s’arrêtera  dans  son  mouvement,  si  l’on  fixe  hors  de  la 
ligne  un  point  par  lequel  il  doit  passer. 

3®.  Un  triangle  est  toujours  dans  un  plan. 

4®.  Deux  parallèles  déterminent  un  plan. 

5®.  Deux  plans  ne  peuvent , sans  se  confondre , avoir  trois 
pointe  communs  en  ligne  droite  : ainsi  V intersection  de  deux 
plans  est  une  droite.- 

266.  Faisans  tourner  l’angle  droit  P AB  (fig.  i4i)  autour  de 
AB,  jusqu’à  ce  que  AP  fasse,  avec  une  troisième  ligne  AC, 
un  angle  droit  PAC  -,  on  dit  alors  que  AP  est  perpendiculaire 
au  plan  des  deux  droites  AB,  AC. 

Si  une  droite  AP  est  perpendiculaire  à deux  autres  AB,  AC, 
qui  se  croisent  en  A',  elle  l'est  aussi  à toute  ligne  AI  tracée  par 
cc point  dans  le  plan  BAC  des  deux  dernières.  En  effet,  éva- 
luons l’angle  P Ah  pour  cela  , joignons  les  trois  points  P,C,B 
quelconques,  mais  tels  néanmoins  AB  — AC.  Les  lignes 
PB, PC  seront  égales,  à cause  du  P AC=  P AB.  Au 

milieu  O de  la  base  BC  des  triangles  isoscèles  PBC , ABC, 
menons /»0,  /f O,  qui  seront  perpendiculaires  sur  celle  base 
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BC  (n*  i63,  2®.)  ; les  triangles  rectangles  PCO,  PAC,  ACO 
donnent 

PC^  — PO^  -{■  CO-z=:  AP^  AC  , AC^=iCO^-\.AO\ 
éliminant  AC^,  il  vient  PO^—AP‘  -{-AO‘;ce  qui  prouve  que 
le  triangle  APO  est  rectangle  (p.  268). 

Les  triangles  rectangles  POI,  APO,  ^O/ donnent 
f»r=PO>4-  OP,  PO^  — AP' AO\  OP  = AP  — AO'  i 
d'où  PP=  AP  -J-  AP'  ; ainsi  l’angle  P AI  est  droit  ; PA  est 
perpendiculaire  à toute  droite  AI,  tracée  dans  le  plan  MN. 

On  conclut  de  là  que,  1°.  les  obliques  PC,  PB(fig.  i4i),  qui 
s’écarlenl  également  de  la  perpendiculaire  AP,  sont  égales,  et 
réciproquement.  Cela  suit  du  triangle  P AC — P AB. 

Les  pieds  B,  E,D,  C des  obliques  égales  P B, PE . . . (fig.  1 42) 
étant  sur  une  circonférence  dont  le  centre  est  en  A,  on  voit 
que,  pour  abaisser  d'un  point  f hors  d’un  plan  MN  une  per- 
pendiculaire à ce  plan,  on  marquera  trois  points  E,B,C  sur  ce 
plan,  à égales  distances  de  P;  le  centre  A du  cercle  passant 
par  ces  trois  points  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

2®.  Si  Von  fait  tourner  Vangle  droit  PAB  (6g.  142)  autour  de 
son  côté  AP,  Vautre  côté  AB  décrira  un  plan  perpendiculaire  à 
âP  ; car  menant  en  A le  plan  !UN  perpendiculaire  à AP , s’il 
^ne  contenait  pas  la  droite  AB  dans  toutes  ses  positions  ; que 
l’une  fût,  par  ex.,  AD  hors  de  MN,  le  plan  ÜAP  qui  coupe- 
rait ilfiV  selon  CA  perpendiculaire  à P,  donnerait,'  dans  ce 
plan  DAP,  deux  perpendiculaires  CA,  DA  à AP,.  ,■ 

3°.  Par  un  point  Cou  A (6g.  142)  > on  peut  toujours  mener 
un  plan  MN  perpendiculaire  à une  droite  AP,  et  Von  n’en  peut 
mener  qu'un  seul.  Car,  soit  menée  CA  perpendiculaire  &axAP; 
en  faisant  tourner  l’angle  droit  PAC  autour  de  AP,  ACàé- 
crira  le  plan  MN  dont  il  s’agit. 

4®.  O'un  point  A ou  P (6g.  i4a),  on  ne  peut  mener  qu'une 
seule  perpendiculaire  AP  à un  plan  MN  ; elle  est  la  plus  courte 
distance  du  point  P au  plan  : plus  une  oblique  s’écarte  de  AP, 
plus  elle  est  longue.  Comme  les  obliques  égales  s’écartent  éga- 
lement de  la  perpendiculaire  „pn  peut  en  effet  ramener  ces  di- 
verses ligues  à être  dans  le  même  plan.  Si  l’on  admet , par  ex., 
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que  AI  AC,  on  prendra  AE=zAC  dans  le  plan  P AI,  et 
puisque  PI  ^ PE  ~PC,  on  en  tire  PI'^  PC. 

5".  Deux  plans  ME,  tnn  (fij'.  i43)  perpendiculaires  à une 
même  droite  AP  ne  peuvent  se  rencontrer  ; car  s’ils  n’étaient 
pas  parallèles,  en  joignant  un  point  quelconque  O de  leur  li- 
gne d’intersection  avec  les  pieds  A et  P,  les  lignes  AO,  PO  se- 
raient deux  perpendiculaires  abaissées  d’un  point  O sur  la 
même  ligne  AP,  ce  qui  est  absurde  (11“  167,  6®.  ). 

6®.  Pour  mener  d’un  point  P (fig.  i40  une  ligne  PO,-  per- 
pendiculaire à une  droite  BC,  située  dans  un  plan  quelconque 
MN,  on  mènera  PA  perpendiculaire  sur  ce  plan  MN  ; puis  du 
pied  A de  celle-ci , on  abaissera  AO  perpendiculaire  sur  RC\ 
enfin,  joignant  les  points  O et  P,  PO  sera  la  perpendiculaire 
demandée.  Tl  suffit,  pour  s’en  convaincre,  de  prendre  sur  RC, 
OR  — OC,  de  mener  AR  et  AC,  puis  de  répéter  la  démons- 
tration ci-dessus. 

Remarquez  que  le  plan  PAO  est  perpendiculaire  sur  RC,  ce 
qui  donne  aussi  le  moyen  de  mener,  par  un  point  donné  P,  un 
plan  perpendiculaire  à une  droite  BC. 

267.  Lorsque  deux  droites  PA,  QO  (fig.  1 44)  paralU-les, 
le  plan  MN  perpendiculaire  à l’une  PA  , l'est  aussi  à l’autre 
QO  ; car,  menant  dans  le  plan  MN,  la  droite  AO  et  sa  perpen-  . 
diculaire  RO;  ici,  comme  fig.  i4i  , AO  est  perpendiculaire 
au  plan  PAO,  et  par  conséquent  à QO,  qui  est  dans  ce  plan 
PAO  (n®  266).  Mais  en  outre,  à cause  des  parallèles  PA,  QO 
l’angle  PAO  étant  droit , QOA  l’est  aussi  ; en  sorte  que  QO 
est  perpendiculaire  sur  AO  et  BO,  c.-à-d. , sur  le  plan  AOR 
ou  MN. 

Réciproquement , deux  droites  AP,  QO,  perpendiculaires  au 
même  plan  MN , sont  parallèles  entre  elles;  car,  sans  cela , on 
pourrait  mener  en  A une  parallèle  à QO,  autre  que  AP-,  cette 
parallèle  serait,  aussi  bien  cpteAP,  perpendiculaire  au  plan 
MN , ce  qui  serait  absurde  (n®  266,  4°-)- 

Donc,  deux  lignes  Aa  et  Rb  (fig.  i45),  parallèles  à une 
troisième  Ce,  sont  parallèles  entre  elles  ; car,  en  menant  un 
plan  perpendiculaire  à Ce,  il  le  serait  aussi  à ses  parallèles  4a 
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et  Bb,  en  vertu  de  notre  proposition  : il  suit  de  sa  réciproque, 
que  Aa  est  parallèle  à Bb. 

268.  Les  inlersectiont  Kl,  ki  (fig.  i43)  de  deux  plans  paral- 
lèles MN , mn  par  un  même  plan  LKl  sont  parallèles  ; car  d’une 
part  elles  sont  dans  un  même  plan , et  de  l’autre  elles  ne  peuvent 
SC  rencontrer. 

Donc,  I®.  la  ligne  AP,  perpendiculaire  au  plan  MN  , lest 
aussi  à tout  autre  plan  parallèle  rau  ; car,  en  menant  par  AP 
un  plan  quelconque  BCcb,  les  intersections  BC,  bc  étant  pa- 
rallèles, l’angle  bPA  est  droit.  Ainsi  AP  est  perpend.  à toute 
ligne  bc  tracée  par  le  point  P dans  le  plan  mn.  ,■ 

a®.  Les  parallèles  li,  Kk,  interceptées  entre  deux  plans  pa- 
rallèles MN,  mn,  sont  égales } car  le  plan  IKki  de  ces  lignes 
donne  les  parallèles  IK^  ik  ; ainsi  la  figure  Ik  est  un  parallélo-, 
gramme,  d’où  Ii-=z.Kk. 

Donc  deux  plans  parallèles  sont  partout  à égale  distance  l’un 
de  loutre. 

269.  Si  la  droite  Ce  (fig.  i45)  est  parallèle  à la  ligne  Aa, 
elle  r est  aussi  à tout  plan  AabB  qui  passe  par  Aa  : puisque  Ce 
est  entièrement  comprise  dans  le  plan  Ac  des  deux  parallèles , 
si  Ce  pouvait  rencontrer  le  plan  Ab,  ce  ne  serait  que  dans  l'un 
des  points  de  Aa,  qui  ne  serait  pas  parallèle  à Ce. 

Étant  données  deux  droites Ce  non  parallèles,  et  qui  ne 
se  coupent  pas,  on  peut  toujours  faire  passer  par  l’une  un  plan 
parallèle  à l’autre,  et  l’on  n’en  peut  mener  qu’un  seul;  car,  par 
un  point  quelconque  a ou  b,  menons  aA  ou  b B parallèle  à cC, 
le  plan  Ab  sera  celui  qu’on  demande. 

270.  L’inclinaison  de  deux  plans  Ab,  Ac  (fig.  i45) , qui  se 
coupent,  ou  la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  ils  sont 
écartés  l’un  de  l’autre,  est  ce  qu’on  appelle  un  angle  Dièdre: 
nous  le  désignerons  par  baAc , en  mettant  les  lettres  aA , qui 
marquent  l’intersection , entre  celles  b,  c,  qui  se  rapportent  aux 
deux  faces. 

Les  angles  rectilignes  bac,  BAC,  qui  résultent  de  V in- 
tersection d’un  angle  dièdre  par  deux  plans  parallèles  quel- 
conques sont  égaux.  En  effet,  ab  et  AB  sont  parallèles  (11®  268), 

T.  I.  20 
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aiusi  que  ac  et  AC;  prenons,  sur  ces  droites,  des  parties  égales 
ab  = AB,  ac  — AC;  menons  Ce,  Z/6,  cbeiCB.  La'Bgure  Ab 
donne  (n°  ig3)^6  égale  et  parallèle  à Aa  : de  même  la  fig.  Ac 
donne  Ce  égale  et  parallèle  à Aa.  Ainsi , Bb  est  égale  et  paral- 
lèle à Ce,  et  la  6g.  C6  est  un  parallelogramine.  On  en  conclut 
CB—cb,  et  par  conséquent  le  triangle  bac  = BAC , et  enfin, 
l’angle  6ne  = £^C.  ' , 

Concluons  de  là  que,  i°.  si  deux  angles  bac,  BAG  dans  ^es- 
pace ont  les  côtés  parallèles  et  fouveriure  tournée  dans  le  même 
sens,  ces  angles  sont  égaux.  Si  l’ouverture  est  tournée  en  sens 
contraire,  ces  angles  sont  suppléinens,  comme  n°  192,  3°. 

2°,  Les  plans  Ae  ces  angles  sont  parallèles.  En  efiiet , ayant 
abaisié  au  sommet  a une  perpend.  al  sur  le  plan  6aê,  et  Mené 
par  lepoint  /,  où  elle  rencontre  le  plan  BAC,  et  dans  ce  plan, 
les  parallèles  IK,  IL,  à AB  et  AC,  elles  seront  parallèles  à ab 
et  ae  (n°26y.)  Or,  les  angles  lab^  lac  sont  droits  et  égaux  à 
alK , alL.  Ainsi  al  est  perpend.  au  plan  KIL  (n°  266).  Donc 
les  deux  plans  bac,  BAC  sont  perpend.  à une  même  droite 
(n’^  a66,.i’.).,  : 

, 3^.  Les  triangles  6ac , BAC  qui  joignent  les  extrémités  de 
trois  droites  égales  et  parallèles  dans  l’espace,  sont  égaux  ; les 
plans  de  ces  triangles  sont  parallèles. 

27 1 . Soient  deux  angles  dièdres  B APC.,  bapc  (fig.  146)  cou- 
pés par  des  plans  bac  perpend.  à leurs  arêtes  AP,  ap j les 
angles  dièdres  sont  dans  le  même  rapport  que  les  angles  recti- 
lignes BAC,  bac,  résultant  de  cette  section,  et  dont  les  côtés 
sont  des  perpend.  menées , dans  chaque  face,  en  un  point  de 
leurs  arêtes  AP , ap. 

, £h  effet,  1°.  en  quelque  point  ./Z  de  l’arète  y^P  que  la  section 
perpend.  soit  faite , l’angle  BAC  sera  le  même  ( n°  270  ),  ^ 

2°.  Si  les  angles  BAC,  bac  sont  égaux  , les  angles  dièdres  le 
sont  aussi,  puisque  ceux-ci  coïncident,  en  appliquant  l’un  sur 
l’autre  les  angles  BAC , bac. 

,3“.  Si  BAC  et  bac  ont  une  commune  mesure  CAx , en  la 
portant  sur  CAB  et  cab  autant  de  fois  qu’elle  peut  y être  con- 
tenue, et  menant  des  plans  par  les  arêtes  AP , ap  et  les  lignes 
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de  division  Ax,  Ax'.,.,  chaque  angle  dièdre  routiendiii  l’angle 
dièdre  CAPx,  autant  de  fois  que  CAx  est  contenu  dans  CAB 
et  cab.  D’où  il  suit  que  les  angles  dièdres  sont  entre  etti  dans- 
le  rapport  de  CAB  à cab.' 

4*'  Si  les  angles  CAB , cab  sont  incommensurables , on  prou- 
vera aise'ment  ( comme  n®  181 , 2®.)  que  cette  proportion  a en- 
core lieu. 

Concluons  donc  (n®*  36,  71)  qu’un  angle  dikdre  a pour  me- 
sure l’angle  rectiligne  qui  résulte  de  l’intersection  de  cet  angle 
dièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à son  arête,  puisqu’après 
avoir  pris  cab  pour  unité  d’angle,  on  peut  prendre  l’angle 
dièdre  cpab  qui  lui  correspond  pour  unité  des  an^es  dièdres, 
comme  n®  182;  dé  sorte  qu’en. dernière  analyse,  lés  arcs' de 
cercle  servent  aussi  de  mesure  aux  angles  dièdres. 

■ Dans  la  rencontre  des  plans  entre  eux , on  trouve  les  mêmes 
théorèmes  que  pour  celle  des  lignes.  Ainsi , les  angles  adjacens 
de  deux  plans  qui  se  coupent  valent  deux  droits,  et  leurs  an- 
gles opposés  au  sommet  sont  égaux.  Deux  plans  parallèles, 
coupés  par  un  plaU  sécant,  forment  les  angles  correspondans, 
alternes-internes , al  ternes-externes , égaux;  et  réciproque- 
ment, etc 

272.  Les  plans  sont  dits  perpend.  , lorsque  leur  angle  dièdre 
est  mesuré  par  angle  droit. 

La  droite  AB  ( fig.  147)  étant  perpend.  au  plan  MN,  tout  plan 
PQ  qui  passe  par  cette  ligne  est  perpend.  à MN  ; car , en  me- 
nant dans  le  plan  MN\a.  droite  AC  perpendiculaire  sur  RP, 
l’angle  BAC  est  droit  ( n®  266).  Donc  , 1°.  pour  élever  en  A la 
perpend.  AB  au  plan  MN  , appliquez  sur  ce  plan  le  côté  PR 
d’un  angle  droit  P AB, et  faites  tourner  cet  angle  autour  de  PR 
jusqu’à  ce  que  le  plan  PQ  devienne  perpend.  à MN. 

2®.  Par  une  droite,  telle  que  PQ  ou  AB  (fig.  i46),  on  ne 
peut  mener  qu’un  seul  plan  perpend.  à MN  ; ce  plan  ABQP 
est  déterminé  par  une  perpend.  AP  k MN. 

3®.  La  Projection  A d’un  point  P sur  un  plan  MN  est  le 
pied  de  la  perpend.  AP , abaissée  du  point  P sur  ce  plan. 

La  projection  AO  d’une  ligne  PQ,  est  la  suite  des  pieds 

, 20.  . 
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de  toutes  les  pei'^iendiculaires  abaissées  des  divers  poiuts  de  la 
ligne  sur  le  plan.  Si  cette  ligne  est  droite  , le  système  de  toutes 
ces  perpend.  formera  un  plan  PABQ , perpend.  à MN  i ITn- 
tersection  AB  de  ces  deux  plans  est  la  projection  de  la  ligne 
PQ , projection  qui  est  une  droite  déterminée  par  celles  A et  B 
de  deux  points  P et  Q. 

L’angle  qu’une  ligne  droite  fait  avec  sa  projection  sur  un 
plan  est  ce  qu’on  appelle  Huclinaison  de  la  droite  sur  le  plan. 

Les  lignes  AB,  AO.. . . (fig.  i4i  ) sont  les  projections  sur  le 
plan  AfA’des  droitesPfi,  PO . . . ; et  les  angles  qu’elles  forment 
avec  ce  plan  sont  PB  A,  PO  A. . . 

l'j'i.  Si  les  plans  PQ  et  MN  (6g.  147)  sont  perpend.  entre  ' ■ 
eux , et  qu’on  mène  dans  l’un  PQ,  la  perpend.  AB  sur  leur  in- 
tersection PR , elle  le  sera  à Vautre  plan  MN.  Car , si  l’on  mène 
dans  ce  plan  MN , AC  perpendiculaire  sur  PR,  l’angle  BAC 
sera  droit,  puisqu’il  mesure  celui  des  plans  : ainsi  AB  sera  per- 
pendiculaire sur  PR  et  sur  AC  (n®  266). 

Réciproquement,  si  les  plans  PQ  et  MN  sont  perpend.,  et 
que,  par  un  point  4 de  leur  intersection  PR<,  on  élève  la  per- 
pendiculaire AB  au  plan  MN , elle  sera  dans  le  plan  PQ  ; car, 
si  elle  n’y  était  pas , en  menant , dans  ce  plan  PQ , une  perpend. 
iiPRenA,  elle  serait  une  2' perpend.-,  en  ce  point,  auplanikfA'. 

Donc,  si  deuxplansPÇ,  RS  (6g.  149)  sont  perpend.  A uu 
3*  MN , leur  intersection  AB  est  perpend.  à MN  ; car  si  par 
le  point  A ou  veut  élever  une  perpend.  à ce  plan  MN,  elle 
doit  être  située  à la  fois  dans  les  deux  plans  PQ,  RS. 

274-  Ca  plus  courte  distance  Oo  (6g.  i45)  de  deux  droites 
aob,  AC , qui  ne  se  coupent  pas,  est  la  ligne  perpend.  sur  l’une 
et  Vautre.  Car  faisons  passer  par  ab  un  plan  bac  parallèle  à AC, 
et  par  ...^C  un  plan  .fi /rfC  parallèle  à ai  (0*269)  ; **  courte 
distauice  cherchée  sera  visiblement  celle  des  plans  parallèles 
bac , BAC  (n“  268,  2®.  ).  Par  ai,  on  mènera  un  plan  balK 
perpend.  au  plan  BAC-,  l’intersection  JK  coupera  AC  en  un 
point  O , en6n  élevant  Oo  perpend.  sur  le  plan  B4C , Oo  .sera 
la  ligue  cherchée. 

275  Deux  droi’re#  AB,  CD  (6g  i5o)  sont  coupées  en  parties 


\ 


Digilized  by  Google 


ANGLES  POLYÈDRES.  SOQ  P 

proportitnnelles par  trois plansparallèlesRS,  PQ,  MN.  En  effet, 
menons  AD,  et  tirons  les  droites  iBD,  EF,  FG,  AC;  EFmth 
parallèle  à BD  (n®  268),  ainsi  que  AC  ht  FG.  On  aura  donc 

' éâ  — éE.  éE—ÇE  A’  ' éE  ~ £2. 

EB  ~ FD'  FD~  GÜ  ''^  EB  " GD' 

Des  Angles  polyèdres. 

276.  Lorsque  divers  plans  (fig.  i5i)  ont  pour  intersections 
successives,  deux  à deux,  des  droites  SA,  SB,  SC. . .,  qui  se 
réunissent  en  un  même  point  S,  l’espace  indéfini  renfermé  I 
entre  ces  plans  est  ce  qu’on  nomme  Angle  poljidre  ou  Angle 
solide.  Chacun  des  angles  AS  B,  BSC. . . qui  le  composent  sont 

des  Angles  plans . < 

Et  si  cet  espace  est  limité  par  un  plan  ABCDE,  le  corps 
SAB  CD E s’appelle  une  Pyramide. 

Si  le  polygone  ABCDE,  qui  sert  de  base  à une  pyramide, 
est  régulier,  et  de  plus,  si  la  perpendiculaire  SH,  abaissée  du 
sommet  S passe  par  le  centre  B du  polygone,  la  pyramide  est 
dite  régulière. 

Du  reste,  on  distingue  les  pyramides,  ainsi  que  les  angle; 
polyèdres , par  le  nombre  de  faces  qui  composent  l’angle 5:  un 
angle  Trihdre  a trois  faces  ; un  angle  Hexaèdre  en  a six , etc. 

277.  Tant  de  lignes  SA  , SB. . . . qu'on  voudra  (fig.  i5i), 
partant  d" un  point  S , sont  coupées  en  parties  proportionnelles 
par  deux  plans  parallèles  AC  , ac  ; ou , les  arêtes  d une  pyra- 
mide SAC  sont  coupées  proportionnellement  par  un  plan  ac 
parallèle  àsabase.  Car  les  parallèles  .^.6  à ab,  BCk  ^c...  donnent 

SA  _ SB  _ AB  SB  _ ^ ^ 

Sa  ~S5  ab  ’ Sb  Sc  bc  ^ ’ 

et  comme  ces  proportions  s’enchaînent  par  un  rapport  commun  , 


La  réciproque  se  démontre  aisément. 
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,378.  Le  polygone  abc...  ^ qui  résulte  de  Ui  section^  une  py- 
ramide par  un  plan  ac  parallèle  à sa  base  AC , est  semblable 

^ ^ .AB  BC  CD 

a cette  base.  Car  on  a aussi  — j-  = —. — = — r =.  . . ; et  comme 

ab  bc  cd  , 

d’ailleurs  les  côtes  des  polygones  ABC. . . , abc . . . étant  paral- 
lèles, les  angles  et  a,  B et  b...  sont  égaux  (n°  270),  on  en  con- 
clut que  ces  polygones  sont  semblables.  Ces  polygones  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  des  distances  au  sommet  j car,  en  menant 
la  perpend.  SH  sur  ABC. . . , elle  coupera  abc ...  en  h,  et  l’on 

AB“  ABCD...  , . c s • SB  SH 

aura  (n”  262)  ; mais  ^ 

donc ' 

379.  Dasss  tout  angle  trièdre  S (fig,  i54)  > l’un  quelconque 
•des  singles  plans  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  .- 
il  n’y  a lieu  à démontrer  la  proposition  qu’à  l’égard  du  plus 
grand  angle  plan  ASE.  Prenons  donc,  dans  cette  face,  l’angle 
DSE  = FSE  ; puis  menant  la  droite  quelconque  AB,  prenons 
sur  l’arète  SF  une  partie  SC=s=SD.  Les  triangles  DS  B,  CSB 
sont  égaux,  et  donnent  BD  = BC\  et  comme  BAc^BC+CA, 
OB  en  tire  AD<^AC.  A insi  les  triangles  ASC,  AS  Dont  l’angle 
ASD  < ASC  (n°  i yâ) , et  par  conséquent  l’angle  - > 

BSA<C,BSC+CSA. 

280.  Un  angle  polyèdre  S (fig.  i53)  a la  somme  des  angles 
plans  qui  le.  composent  moindre  que  quatre  angles  droits.  En 
efiet,  puisque  l'angle  polyèdre  5 est  convexe,  on  peut  totijours 
le  couper  par  un  plan  qui  donne  une  base  ABCDE  ,et  forme 
la  pyramide  S AD,  Des  angles  de  cette  base  menons  les  bgnes 
OA,  OB,  OC. . . A un  point  O intérieur  et  arbitraire  : elle 
aura  autant  de  triangles  qu’il  y en  a pour  former  l’angle  S ; 
et  la  somme  des  angles  de  ces  divers  triangles  sera  de  part  et 
d’autre  la  même. 

Cela  posé,  on  a l’angle  plan  ABC<C.  ABS  SBC-,  on  en 
doit  dire  autant  des  autres  angles  trièdr|Mp,  D...-,  d’où  il  suit 
que  la  somme  des  angles  du  polygone  ABC. ..  est  plus  petite  que 
la  somme  des  angles  à la  base  dans  les  triangles  5 /f .6 , SBC..„ 
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donc  la  somme  des  angles  plans  en  S est , pour  compenser,  plus 
petite  que  la  somme  des  angles  eu  O. 

On  ne  peut  donc  former,  avec  des  poljrgones  réguliers  égaux, 
plus  de  cinq  poljrèdres ; car,  i“.  chaque  angle  de  l’hexagone 
légulier  valant  |d’un  droit  (n*  ^37),  ou  | D,  trois  de  ces  angles 
font  40 , et  ne  peuvent  être  employe's  à former  un  angle  po- 
lyèdre. Â plus  forte  raison,  ne  pourrait-on  pas  employer  ({uatre 
hexagones  réguliers,  ou  des  heptagones,  etc. 

2®.  On  ne  peut,  avec  4»  5. . . pentagones  réguliers,  com- 
poser un  angle  polyèdre,  non  plus  qu’avec  4 , 5. . . carres , ou 
6,  7...  triangles  équilatéraux;  car  chacun  des  angles  vaut 
respectivement  | D,  1 D,  j /). 

3®.  Ainsi , le  corps  dont  il  s’agit  ne  peut  avoir  ses  angles 
polyèdres  formés  que  de  trois  pentagones  réguliers,  trois  carrés, 
5,  4>  ou  3 triangles.  (Voyez  la  Géométrie  de  M.  Ixtgendre , 
app.  aux  livres  VI  et  VII  : on  y démontre  qu’on  peut  en  elVet 
former  ainsi  les  polyèdres  réguliers  à 12 , 6,  20 , 8 et  4 faces.  ) 
281.  Deux  angles  iriédres  S et  s (fig.  162  et  \5!\),  formés 
d’angles  plans  respectivement  égaux  ESF  = esf , ESG  = esg , 
FSG=r  fsg,  ont  leurs  angles  dièdres  égaux.  Car,  si  l’on  prend  deux 
arêtes  égales  , sb,  et  qu’on  leur  mène  les  plans  H AC,  bac 
perpend. , on  aura  visiblement  les  triangles  rectangles  égaux 
SBC=zsbc  et  S£A-=sba;  d’où  SC=asc,  SA-=saf  donc  le 
triangle  SCA  — sca,  et  par  suite  le  triangle  BAC=.bac.h\nsi 
l’angle  ABC=abc,  ou  plutôt  l’angle  dièdre  ABSC  té.  absc.  Il 
en  est  de  même  des  dcu.x  autres  angles  dièdres. 

I®.  Si  les  angles  plans  égaux  sont  disposés  dans  le  même 
ordre,  comme  dans  les  fig.  1 62  et  1 54  en  appliquant  la  face  ash 
sur  son  égale  ASB,  rùc  se  placera  sur  sc  svtt  SC , cl  bca 

sur  BCA  : ainsi  les  corps  coïncideront. 

2®.  Mais  si  les  angles  plans  égaux  ne  sont  pas  disposés  dans 
le  même  ordre  (fig.  »54),  ASB=  A'S'B',  ASC=zA'.'\'C'  et 
BSCx::  B' S'C"  ; alors  les  angles  dièdres  sont  encore  égaux,  mais 
ils  ne  peuvent  plus  coïncider.  Pour  appliquer  le  triangle  A! Bf  C 
sur  son  égal  ABC,  il  faut  renverser  le  corps  A'C B' , placer 
B^ C sur  BC,  A' B'  sur  AB  et  A' O sur  AC\  l’un  des  corps 


5|2  géométrie.  ' 

ae  trouve  situé  eu  dessus  de  la  base  ABC,  l'autre  est  en  dessous 
(fijj.  i55).,Les  corps  sont  alors  Symétriques  {vojr.  n“  3oo)  -,  car 
les  perpend.  SB,  S' B sur  le  plan  de  la  base  commune  ABC 
sont  égales. 

3°.  Il  est  visible  qu’on  pourra  encore  {aire  coïncider  les  an- 
gles trièdres  5 et  «(fig.  i52,  i54),  s’ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
formé  par  deux  angles  plans  égaux  et  semblableiùent  placés. 

4®.  Si  les  angles  polyèdres  S et  S’  (fig.  i5i)  sont  formés 
d’angles  dièdres  égaux  et  dt  angles  plans  égaux , chacun  à cha- 
cun, et  disposés  dans  le  même  ordre,  ils  seront  égaux.  Car, 
menons  des  plans  par  l’une  des  arêtes  SB  et  par  toutes  les  au- 
tres , ils  formeront  les  angles  triëdres  ES  AB,  ESBD. . . Opé- 
rons de  infime  sur  5';  l’angle  dièdre  5" donne' 

VtJa^éplatESB=zE'S'B',  etl'angle  à\èàteAESB=A'E'S'^, 
mais,  par  supposition,  l’angle  dièdre  AESD  A' E!  S!  Df  •, 

retranchant,  'A  vient  B ES  D ■=  B' E' S' D' . Donc  l’angle  dièdre 
BESD  = B'E^S" D'  : et  ainsi  des  autres. 

Surfaces  des  corps. 

28a.  On  nomme  Prisme  (fig.  157)  le  corps  engendré  par  le 
mouvement  d’une  droite  Aa,  qui  se  meut  parallèlement,  son 
extrémité  décrivant  un  polygone  quelconque  ABCDE,  et  sa 
longueur  Aa  restant  la  même.  Si  V Arête  Aa  est  perpend.  au 
plan  de  la  Base  ABC. . . , on  dit  que  le  prisme  est  Droit. 

Comme  Aa  est  égale  et  parallèle  k Bb,  Ba  est  un  parallélo- 
gramme (n®  ig3);  il  en  est  de  même  de  Cb.. . .;  donc  toutes 
les  faces  latérales  d’un  prisme  sont  des  parallélogrammes.  Une 
partie  quelconque  Aa'  de  l’arète  Aa  engendre  aussi  des  paral- 
lélogrammes Ba',  Cb'. . . . , de  sorte  que  le  polygone  a'b'c  . . . 
décrit  par  le  point  a',  ayant  ses  côtés  égaux  et.  parallèles  à la 

base  ABC ces  polygones  sont  égaux,  et  leurs  plans  sont 

parallèles  (n“27o,  2®.).  Donc,  toute  section  faite  dans  un 
prisme  par  un  plan  parallèle  à la  base  est  égale  à cette  base  : les 
bases  opposées  ABC. . . , abc  . . sont  donc  égales  et  parallèles. 
ba  distance  de  ces  bases  est  la  Hauteur. 
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283.  VairecCun  prisme,  est  le  produit  d’une  arête  i58) 

par  le  périmètre  d’une  section  perpend.  a'b'c'. ...  Il  est  visible 
que,  les  deux  bases  excepte'es,  l’aire  du  prisme  est  la  somme 
des  aires  des  parallélo^p'aninies  qui  le  composent.  Si  le  prisme 
est  droit,  l’aire  est  le  produit  du  contour  de  sa  base  par  une 
de  ses  arêtes.  En  coupant  le  prisme  Ac  par  un  plan  a'b’c  . . . 
perpend.  à l’arète  Aa  , et  plaçant  la  partie  supérieure  a'c  sous 
l’inférieure  ..^C,  de  sorte  que  aie. . . coïncide  avec  y/ ZÎC..,,  le 
prisme  deviendra  droit.  Donc,  etc. 

284.  Supposons  .que  la  base  du  prisme  soit  un  parallélo- 
gramme ABCD  (fig.  i56);  outre  les  faces  AC,  ac  égales  et 
parallèles , on  a encore  la  face  Ab  égale  et  parallèle  à De,  puis- 
que les  côtés  des  angles  aAB,  dDC  sont  égaux  et  parallèles 
(n®  270).  De  même  pour  les  faces  Bc,  : c’est  ce  qui  a fait 
donner  le  nom  de  Parallélépipède  au  prisme  dont  la  base  est  un 
parallélogramme,  puisque  les  six  faces  sont  égales  et  paral- 
lèles deux  à deux , en  sorte  que  l’on  peut  prendre  l’une  quel- 
conque pour  base. 

Réciproquement , le  corps  formé  de  six  faces  parallèles  deux 
à deux  est  un  parallélépipède  ; car  les  plans  AC,  ac  étant  pa- 
rallèles, AB  est  parallèle  à ab  (h®  268),  Aa  l’est  à Bb\  la 
face  Ab  est  donc  un  parallélogramme  : de  même  pour  Bc , 
Ad, . . ; donc  le  polyèdre  peut  être  considéré  comme  engendré 
par  le  mouvement  de  Aa  glissant  parallèlement  sur  les  côtés 
de  ABCD. 

Un  prisme  est  déterminé  lorsque  la  base  ABC. . • ( fig  157) 
et  l’arète  génératrice  Aa  sont  données  de  grandeur  et  de  posi- 
tion; donc  un  parallélépipède  l’est  (fig.  i56),  lorsqu’on  connaît 
l’un  de  ses  angles  trièdres  A et  les  longueurs  des  arêtes  Aa,  AR 
et  AD  qui  le  forment. 

Si  l’arèle  Aa  est  perpend.  à la  base  (fig.  166),  et  si  cette 
base  est  iln  rectangle , le  parallélépipède  est  Rectangle  ; tous 
les  angles  y sont  droits;  chaque  arête  est  perpend.  aux  plans 
qui  la  terminent  ; car  on  sait  que  trois  droites  Aa,  AD  et  AB 
étant  perpend.  entre  elles,  chacune  l’est  au  plan  des  deux  au- 
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1res  (n“  266)  ; si  en  outre  les  arêtes  sont  égales,  le  prisme  est 
nommé  Cube. 

285.  Le  pbn  DdbB  (fig.  i56)  qui  passe  par  deux  arêtes 
opposées , donne  un  parallélogramme  dont  les  diagonales  Db, 
Bd  se  coupent  en  deux  parties  égales  ( n*  233)  ; les  quatre  dia- 
gonales D6,  fid,  //e,  Cd  SC  coupent  donc  au  meme  point  O;  car 
Bd  coupe  Db  en  son  milieu  O,  et  Ac  doit  aussi  couper  üb  en 
deux  parties  égales. 

286.  Lorsqu’une  courbe  quelconque  ACD  B (fig.  iSg)  tourne 
autour  d’un  axe  AB , elle  engendre  une  Surface  de  révolution. 
Le  caractère  distinctif  de  ces  surfaces  consiste  en  ce  que,  quelle 
que  soit  la  courbe  génératrice  ACDB .,  tout  plan  perpend.  à 
Va.xe  donne  pour  intersection  une  circonf.  de  cercle.  Car 
la  droite  DI  perpend.  à AB,  décrira  dans  son  mouvement 
un  plan  perpend.  à l’axe  (n“  266,  a®.);  de  plus,  le  point  D 
conservera  toujours  la  même  distance  D!  à cet  axe. 

287.  Le  Cylindre  est  un  corps  engendré  par  une  ligne  in- 
définie Aa  (fig.  i6o)  qui  se  meut  parallèlement  en  glissant  sur 
une  courbe  quelconque  ABCD.  Nous  regarderons  ici  le  cy- 
lindre comme  terminé  par  deux  bases  parallèles  ABCD,  abcd; 
la  Hauteur  est  la  distance  entre  les  bases. 

Inscrivons  et  circonscrivons  des  polygones  à la  base  du  cy- 
lindre : la  génératrice , en  glissant  sur  leur  contour , décrira 
deux  prismes,  dont  le  cylindre  est  visiblement  la  limite  C*), 
comme  sa  base  est  la  limite  de  leurs  bases.  Il  est  aisé  de  con- 
clure de  là  que , 

I®.  Toute  .section  faite  dans  un  cylindre  {>arallêlement  à la 
hase  donne  une  courbe  égale  à celle  de  la  base. 

2®.  L'aire  d’un  cylindre  droit  Ac  (fig.  i6i)est  le  produit  du 
périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur.  En  effet , soit  C le  contour 


(*;  Cette  proposition  repose  sur  eelloei , qui  est  analogue  k cellfe  du  n*  172, 
et  que  nous  regardons  comme  évidente,  d'après  l'idée  que  nous  nous  formons 
do  l’étendue  des  aires  : l’aire  d’une  6gurc  plane  est  moindre  que  celle  de  toute 
surface  terminée  an  même  contour  ; et  do  deux  surfaces  convexes  lcrminées  à 
re  rontour , la  plus  grande  est  celle  qui  enveloppe  l'aiiire. 
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de  lalase , m l’excès  du  périmètre  du  polygone  circonscrit 
sur  C,  en  sorte  que  ce  périmètre  = C + •;  = U\  en6n  S 

l’aire  du  cylindre  , et  l’excès  de  l’aire  du  prisme  circonscrit  ^ 
sur  5,  on  aura  S + {€+»),  d'où  (n*  1 13  ),  5 = ffx  C. 

3°.  Si  le  cylindre  est  oblique  (fig.  i6o),  la  section  ab'c  lï 
perpend.  à la  génératrice  forme  deux  corps  Ad,  cd  qui  rap- 
prochés par  leurs  bases  ocet  AC,  qu’on  fait  coïncider,  donnent 
un  cylindre  droit.  Ainsi , l’aire  du  cylindre  oblique  est  le  pro- 
duit de  sa  génératrice  Aa  par  le  contour  d'une  section  a' AVd' 
perpend.  à Aa. 

4°.  Le  rectangle  qui  a pour  hauteur  la  génératrice  d’un  cy- 
lindre droit,  et  pour  base  le  contour  de  sa  base  rectifiée  , est 
égal  à l’aire  de  ce  cylindre.  C’est  ce  que  Monge  nomme  le  Déve- 
loppement de  cette  surface.  Lorsque  le  cylindre  est  oblique, 
la  section  perpend.  à l’arète  se  développe  suivant  une  ligne 
droite  dd  (6g.  i6a)  à laquelle  toutes  les  génératrices  sont 
jwrpend.  Si  donc  on  élève  en  divers  points  d , V , d , d , des 
perpend.  sur  lesquelles  on  portera  en  dessus  et  en  dessous  des 
parties  da,  dA,  b'b,  b' D, . . . respectivement  égales  aux  por- 
tions de  chaque  génératrice , tant  en  dessus  qu’en  dessous  de 
la  section  db'dd  (Bg.  i6o),  on  aura  l’aire  aD , terminée  par 
deux  courbes  parallèles  abcd,  ABCD,  et  qui  sera  le  dévelop- 
pement de  la  surface  du  cylindre. 

S'’.  On  ne  considère  dans  les  élémens  de  Géométrie  que  les 
cylindres  dontia  base  est  circulaire  : VAxe  est  la  droite  parallèle 
à la  génératrice  et  qui  passe  par  le  centre  de  la  base.  Le  Cjlindre 
droit  peut  donc  être  regardé  comme  engendré  par  la  révolution 
d’un  rectangle  AOoa  qui  tourne  autour  d’un  de  .ses  côtés  Oo. 
Toute  section  faite  parallèlement  à la  base , dans  ce  corps  de 
révolution,  est  un  cercle  ( i°.  et  n°  286)  égal  à cette  base. 
L’aire  est  S-=.i<xRH ; H étant  la  hauteur  et  R le  rayon  de  la 
base  (n°  24®)- 

288.  _L’aire  d’une  pyramide  s’obtient  en  ajoutant  les  aires 
des  triangles  qui  la  composent  : si  la  pyramide  est  régulière, 
Vaire  est  le.  produil'dii  demi-contour  de  sa  base  parla  perpen- 
diculaire menée  du  sommet  sur  un  de  ses  côtés , parce  que  ces 
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triangles  sont  égaux,  et  ont  pour  hauteur  commune  cerfcper- 
pend. , qu’on  appelle  Apothème.  ' 

28g.  On  nomme  Cône  le  corps  engendré  par  une  droite 
indéfinie  AS  (fig.  i63)  assujettie  à passer  toujours  par  un  point 
fixe  S,  qui  est  le  Sommet,  et  h glisser  sur  une  courbe  donnée 
quelconque  A B CD.  Cette  surface  est  formée  de  deux  Nappes 
opposées,  réunies  en  S.  Nous  ne  traiterons  ici  que  du  cas  où 
la  base  est  circulaire  : Y Axe  est  la  ligne  50  menéedusoinmetS 
au  centre  O de  la  base  ; la  Hauteur  est  la  perpendiculaire  menée 
du  sommet  sur  cette  base.  Quand  cette  perpend.  se  confond  avec 
l’axe,  on  dit  que  le  cône  est  Droit  (fig.  i64),  on  peut  le  con- 
cevoir engendré  par  un  triangle  rectangle  ASO  qui  tourne  sur 
un  côté  SO  de  l’angle  droit.  Toute  section  parallèle  à la  hase 
d'un  cône  droit  est  un  cercle  (n®  286). 

290.  Si  l’on  inscrit  et  circonscrit  des  polygones  réguliers 
au  cercle  de  la  base  d’un  cône  droit  ( fig.  i64),  en  menant  des 
lignes  de  leurs  angles  au  sommet  S,  on  formera  des  pyramides 
régulières,  l’une  inscrite,  l’autre  circonscrite  au  cône,  qui  sera 
visiblement  leur  limite.  Il  suit  de  là  que 

1®.  II aire,  du  cône  droit  SAC  est  le  produit  de  la  circonf.  C 
de  sa  base,  par  la  moitié  de  sa  génératrice  SA.  En  effet,  soit  « 
l’excès  du  périmètre  du  polygone  circonscrit  sur  ia  circonf.  C; 
la  pyramide  circonscrite  a pour  aire  5 A (C-f-«),  en  dési- 
gnant par  A l’apothème  SA  qui  est  la  génératrice.  Mais  soit  S 
l’aire  du  cône  et  fi  l’excès  de  celle  de  la  pyramide  sur  S ; on 
aura  5+|8  = ï A(C-^»),  d’où  (n®  ii3)5=j  A.C\  on  a 
donc  S r:x.  -nAR,  R étant  le  rayon  de  la  base. 

2®.  Si,  avec  un  rayon  SA  = la  génératrice  A,  l’on  décrit  un 
arc  ABD  (fig.  168)  d’une  longueur  égale  à la  circonf.  de  la 
base  , le  secteur  ASD  aura  la  même  aire  que  le  cône  (n®  261  ). 
Ce  sera  son  développement  ; les  génératrices  seront  les  divers 
rayons  de  ce  secteur. 

3®.  !.e  cône  tronqué  ADiia  (fig.  i65)  a pour  aire  le  produit 
de  son  côté  k»,  par  la  moitié  de  la  somme  des  circonférerures 
AC,  ac  des  bases,  ou  parla  circonférence  a'd'  menée  à distances 
égales  de  ces  hases.  En  effet,  les  sections  ad,  a'd'  sontdcs  cercles 
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(n*  286) y l'aire  du  tronc  ADad  est  la  ditréreiice  des  aires  des 
cônes  S AD,  sad.  Si  d’un  même  centre  S (fig.  168),  avec  les 
rayons  SA,  sa  des  génératrices  de  ces  cônes,  ou  décrit  des  arcs 
AD,  ad’,  qu’on  prenne  ABD  égal  à la  circonf.  AC  de  la  base 
inferieure,  qu’on  mène  les  rayons  SA,  SD,  l’arc  aôd  sera 

égal  à la  circonf.  supérieure  acd\  car  d’une  part 

cire.  AC  J ae. 

ou  = — ; de  l autre  (hg.  ib5^  ce  meme  rapport 

SA  ABD  cire.  AC  , , . • »,  » • 

-^  = — r— = . ; donc  abd  = circ.  ac.  Il  s ensuit  que 

Sa  abd  circ.  ac 

les  aires  des  secteurs  S ASP,  Sabd  sont  équivalentes  à celles 
des  deux  cônes,  et  que  l’aire  AabdDB  l’est  à celle  du  tronc 

dont  elle  est  le  développement.  Donc  (u°  261  ) cette  aire 

= AaX.  a't/d!  =zAaX^{ad-\-AD). 

291.  La  Sphère  est  un  corps  (Kg.  167  ) engendré  par  la  révo- 
lution d’un  demi-cercle  sur  un  diamètre  AB.  Dans  cette 
révolution,  un  arc  quelconque  DF  ou  DE  engendre  une  Zone  ; 
l’arc  ADàécrxt  une  CaloUeowZone  àunebase;  le  secteur  ACD 
produit  le  Secteur  sphérique  } eoKu , le  segment  A DG  engen- 
dre le  Segment  sphérique. 

11  suit  de  là  que  la  surface  de  la  sphère  a tous  ses  points  à 
égale  distancç  du  centre  C,  et  que  si  l’on  fait  tourner  le  cer- 
cle générateur  ADEBG  autour  d’un  autre  diamètre  quelcon- 
que DH,  il  produira  la  même  sphère.  Par  conséquent,  tout 
plan  qui  passe  par  le  centre  coupe  la  sphère  suivant  le  cercle 
générateur  qu’on  nomme  un  Grand  cercle  de  la  sphère. 

Un  plan  quelconque  coupe  la  sphère  sui\>ant  un  cercle}  car, 
soit  DG  ce  plan  ; menant  le  diamètre  AB  perpend.,  on  peut 
supposer  que  la  sphère  a été  engendrée  autour  de  cet  Axe  de 
révolution  (n”  286).  Le  diamètre  du  cercle  est  la  corde  DG  ; 
c’est  pour  cela  qu’on  nomme  Petits  cercles  de  la  sphère  ceux 
dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le  cemre.  La  base  d’un  segment 
sphérique  est  un  petit  cercle.  ' ' 

292.  Le  plan  qui  n'a  qu’un  point  commun  avec  la  sphère 
s’appelle  Tangent  : toute  droite  menée  du  centre  C ( Kg.  167) 
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à ce  plan,  étant  plus  longue  que  le  rayon  CA  mène'  ati  point 
de  contact,  puisqu'elle  ne  peut  atteindre  ce  plan  qu'en  sortant 
de  la  sphère  ; ce  rayon  est  donc  perpendiculaire  au  pion  tangent 
(n°a66,  Réciproquement,  si  la  ligne  CA  est  la  pltts 
courte  ligne  qu’on  poisse  mener  du  centre  à ou  plan , ce  plan 
n’aura  que  le  point  A commun  arec  la  sphère  et  lui  sera  tan- 
gent , puisque  toute  autre  ligne  menée  du  centre  Cétant  "^CA, 
devra  sortir  de  la  sphère.  I 

Faisons  tourner  une  tangente  quelconque  AT , ainsi  que  le 
cercle  AD  B , autour  du  diamètre  AB,  T’ engendrera  le  plan 
tangent  à la  sphère. 

293.  Lorsqu’un  polygone  ABDI, . . (6g.  169)  tourne  autour 
d’un  axe  AO,  chaque  cdtë  Dl  engendre  un  tronc  de  cône  dont 
l’aire  (n^îq©,  3*.)  est  Z?/Xcirc.  AL  ; K étant  le  milieu  de  £>/, 
et  J(L  pcrpend.  sur  l’axe  AO.  Il  est  donc  bien  facile  d’avoir 
l’aire  engendrée  par  ABDI , 

Mais  si  le  polygone  est  régulier,  celte  aire  devient  plus  ai- 
sée à obtenir  ; en  effet , soit  inscrit  un  cercle , et  mené  DG  pa- 
rallèle à l’axe  AO  de  révolution  , puis  le  rayon  KC  ; les  trian- 
gles DIG , LKC  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  donnent 

DI  KC  cire.  AC  . , , 

î-TT  = ott  = — -77-7 , d ou  l on  tire , 1 aire  du  tronc  de 

DG  KL  circ.  KL 

cône  engendré  par /fZ>/.W  = D/x  cire.  AL=0(îXcirc.  KC. 
Cette  aire  est  le  produit  de  la  circonf.  du  cercle  inscrit  par  la 
hauteur  DG  ou  HM  de  ce  tronc. 

c 

Il  est  visible  que  la  même  chose  a lieu  pour  le  cylindre  en- 
gendré par  le  côté  IP  parallèle  k AO.  Quant  au  cône  que  dé- 
crit BA,  son  aire  (n®  290,  1®.  ) est  j B A X cire.  BN\  et  les 

triangles  semblables  ABN,  QCA  donnent  de  même 

QA  X cifc-  BNz^AN'X.  circ.’QC.  Il  en  résulte  que  la  somme 
des  aires  engendrées  par  la  révolution  de  plusieurs  côté.s  de 
polygone  régulier,  est  égale  à la  circonf.  inscrite  multipliée  par 
la  somme  des  hauteurs.  , 

Ilsuüit,  pour  notre  démonstration,  que  la  portion  de  po- 
lygone générateur  soit  circonscriptible  au  cercle  : or,  la  calotte 
ou  la  zone  sphérique  est  visiblement  la  limite  de  l’aire  eugen- 
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liree  par  uue  seuiblable  partie  de  pulygone;  d’où  il  est  focde  de 
conclure  que,  i°.  l'aire  de  la  calolle  DâG  (fig.  167),  ou  de  la 
zone  sphérique  DFNG  est  le  produit  de  sa  hauteur  AI  ou  Kl  par 
la  circonférence  d’un  grand  cercle.  Soit  R le  rayon  de  la  splière, 

X la  hauteur  de  la  calotte  cugendrée  par  DA,  ou  de  la  xone 
de'crite  par  l’arc  FD  ou  FE  ; ou  a ( n®  248). 

Surface  de  la  zone  = 2x  RX  \ 

a®.  Ainsi  en  prenant  le  diamètre  AB  pour  la  hauteur  X,  011 
trouve  que  l’airede  la  sphère  est  le  produit  de  son  diamètre  par 
la  circonférence  d’un  grand  cercle,  ou  quadruple  de  l’aire  d'un 
grand  cercle  ; donc 

surface  de  la  sphère  = afl  X cire.  R = ^wR’’. 
ou  environ  = Z)  X (3-+-  j ) D,  D e'tant  le  diamètre. 

3®.  Pour  trouver  le  rayon  de  la  sphère  dont  l’aire  A est 

donnée , on  évaluera  R = 

4”.  Menons  les  tangentes  DE,  DG,  GF,  £,’F'  (fig.  170)  per- 
pend.  et  parallèles  au  diamètre  AB  ; le  carré  EG  engendrera , 
dans  sa  révolution  autour  de  AB,  le  cjrlindre  circonscrit. à la 
sphère.  L’aire  a'e'fb'  de  la  zone  produite  par  un  arc  quel- 
conque bf  est  égale  à celle  du  cylindre  ae'e'a",  puisque  leur 
valeur  est  la  même  = dg  x cir.  AC.  11  en  serait  de  même 
du  cylindre  entier  par  1^  rapport  de  la  sphère  ; de  sorte  que 
Taire  de  la  sphère  est  égale  à celle  du  cylindre  circonscrit.  Et 
si  T on  y comprend  les  bases,  T aire  de  la  sphère  est  les  ^ de  celle 
du  cylindre,  puisque  les  deux  bases  étant  des  grands  cercles  , 
l’aire  entière  du  cylindre  en  vaut  6,  et  celle  de  la  sphère 4- 
5®.  Le  triangle  équilatéral  .&/A  (fig.  170),  dans  sa  révoi- 
lution  autour  de  HB,  engendre  le  cône  circonscrit  à la  sphète. 
La  droite  IC  coupe  par  la  moitié  l’angle  HIB,  qui  est  les  4 
d’un  droit  ( n®  164,  i°>  ) > l’orc  Bi  est  donc  le  6®  de  la  circonf., 
et  la  corde  Bi  est  le  côté  de  l’hexagone  = CB  =z.R-,  le  triangle 
Bli  est  isocèle,  Ii~  Bi=R,  et  IC=2R.  Ainsi,  dans  le 
triangle  CIB,  on  a IB^  = JC-  - CB‘  —m\  IB~R\/Z, 
cire.  IB  zr^irrRŸ"^  {n-  ^48);  enfin  l’aire  du  cône  (n®  290) 


V^4 
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est  6rR‘t  ou  6 fois  l’un  des  grands  cercles,  et  double  de  sa 
base  qui  est  3»/?’  : l’aire  totale  du  cône  est  grR’.  Eftij  com- 
prenant les  bases,  l’aire  du  cylindre  est  6 grands  cercles,  celle 
du  cône  g,  et  celle  de  la  splière  4 ; c.-à-d.  que  l’aire  du  cy- 
lindre est  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  de  la  sphère 
et  du  cône  circonscrit. 

• Cette  proposition  se  vérifie  de  même  pour  le  cône  et  le  cy- 
lindre inscrits  à la  spbere,  ou  engendrés  par  le  carré  et  le 
triangle  équilatéral  inscrits  au  cercle  générateur;  l’aire  totale 
du  cylindre  = ZxR’,  celle  du  cône  sr/î“,  et  celle  de  la 
sphère  ^rR''. 

Des  Corps  semblables  et  symétriques , 

2g4-  On  dit  que  deux  tétraèdres  sont  semblables,  quand  ils 
ont  deux  faces  semblables,  placées  de  la  même  manière,  et 
formant  un  angle  dièdre  égal.  Tels  sont  les  deux  tétraèdres  S 
et  y ( fig.  1 7 1 ) , lorsque  S est  semblable  à SAC,  B' S" A' 
à BSA,  et  l’angle  dièdre  B'S'A'C'=  BSAC. 

Les  arêtes  homologues  des  tétraèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles, toutes  les  faces  sont  semblables,  les  angles  dièdres 
sont  respectivement  égaux,  ainsi  que  les  angles  trièdres  homo- 
logues. En  effet,  plaçons  le  triangle  CS' A'  sur  CSA,  en  faisant 
coïncider  les  angles  égaux  S ci  C , *A'C  tombera  en  ac  pa- 
rallèlement à AC,  à cause  des  angles  égaux  S'A'C  et  SAC.  De 
plus,  la  face  B' S"  A'  se  couchera  sur  BSA , en  vertu  de  l’égalité 
des  angles  dièdres  ; enfin , l’angle  B' S' A'  étant  = BSA,  S' B" 
tombera  sur  Sb,  et  ff  A suivant  ab  parallèle  à AB.  Le  tétraè- 
dre S sera  donc  placé  en  Sabc  ; les  plans  ABC,  abc  sont  pa- 
rallèles, et  les  angles  dièdres  homologues  sont  égaux  (n°  270). 
On  voit  donc 

i°..Qu’un  tétraèdre  SABC cowipé  par  un  plan  abc  parallèle  à 
l'une  de  ses  faces  ABC,  forme  un  tétraèdre  semblable  au  pre- 
mier ; 

2**.  Que  les  faces  ABC,  abc  sont  semblables,  puisque  le 
plan  aôc  est  parallèle  à ./^WC(n“*  277,  270); 


'J 
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3®.  De  même  pour  SBC;  sbc. 

Réciproquentenl , si  les  arêtes  homologues  de  deux  tétraèdres 
sont  proportionnelles,  ou  si  les  quatre  triangles  sont  respecti- 
vement semblables  (l’une des  conditions  emporte  l’autre) , les 
angles  plans  en  5 et  5'  étant  égaux,  les  angles  dièdres  le  sont 
aussi  (n°  281  );  donc  les  tétraèdres  sont  semblables. 

295.  Deux  polyèdres  sont  dits  semblables,  lorsqu’on  menant 
de  deux  angles  solides  homologues  des  diagonales  à tous  les 
autres  angles,  les  corps  sont  décomposés  en  tétraèdres  sem- 
blables et  disposés  dans  le  même  ordre. 

Toute  pyramide  SAC  ( fig.  1 5 1 ) coupée  par  un  plan  ac  pa- 
rallèle à sa  base,  donne  une  autre  pyramide  Sac  semblable  à 
SAC,  leurs  arêtes  sont  proportionnelles , les  angles  dièdres  et 
polyèdres  respectifs  sont  égaux.  En  effet,  les  tétraèdres 

semblables , donnent  les  triangles 5ÆÆ , seb  semblables, 
et  1 angle  dièdre  ASED  — aSeb  ; mais  comme  l’angle  dièdre 
ASED  = aSed,  en  retranchant,  on  trouve  que  l’angle  dièdre 
BESD  = beSd.  Donc  les  tétraèdres  SB  ED,  .sbed  sont  sem- 
blables, etc.  (n°*  277,  281  ). 

Réciproquement,  les  pyramides  S'A'B'C' SABC 

formées  de  faces  semblables  et  disposées  dans  le  même  ords^ 
sont  semblables  ; car  les  angles  trièdres  qui  composent  les  ba- 
ses étant  formés  d’angles  plans  égaux , sont  égaux  ; donc  les  an- 
gles  dièdres  homologues  le  sont  aussi  (n°28i  ).  D’ailleurs  les 
angles  plans  égaux  en  S et  5’  permettent  de  faire  coïiicider.S’.,^'  O' 
en  Sad.  Enfin,  les  arêtes  étant  proportionnelles  par  supposition, 
les  plans  AD , ad  sont  parallèles.  ' 

296.  Soient  la  pyramide  SAC  (fig.  i5i)  et  le  corps  S'A'C 
formé  de  tétraèdres  S'A'B'E',  S'E’B'D',  5'5'C'/?' semblables 
à SABE,  SEBD. . . ; le  polyèdre  S'A'C  sera  une  pyramide 
semblable  à SAC;  car,  puisque  les  angles  AEB,  BED,  AED 
•sont  dans  un  même  plan  et  égaux  à A'E'B',  B' CD',  À' CD', 

O"  » AED  = AEB  -f-  BED , 

d’où  A'CD'xxlA'E'B'  Jt-  B' CD'  : 

ce  qui  prouve  que  ces  derniers  angles  sont  aussi  tians  le  même 

T.  I. 
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plan,  puisque,  s’ils  formaient  un  angle  trièdre,on  aurait 
(n“  279)  A'EÜjy  < Â Ë B'  -f-  B'E'D' , On  voit  que  ce  plan 
passe  aussi  par  B' CD'. 

Il  suit  de  là  que,  i®.  deux  polyèdres  semblables  sont  décom- 
posc's  en  pyramides  semblables  par  les  plans  qui  passent  sui- 
vant les  diagonales  menées  de  deux  angles  polyèdres  homolo- 
gues à tous  les  autres. 

2°.  Si  d’un  point  intérieur  quelconque,  on  mène  des  lignes  à 
tous  les  angles,  et  qu’on  les  prolonge  proportionnellement  à 
leur  longueur,  les  plans  menés  par  les  extrémités  de  ces  lignes 
seront  parallèles  aux  faces  du  polyèdre  proposé,  et  en  forme- 
ront un  autre  qui  lui  sera  semblable.  On  trouve  ici  l’analogue 
du  théorème  244. 

297.  Deux  poljhdres  semblables  ont  leurs  faces  semblables, 
leurs  arêtes  homologues  proportionnelles  , leurs  angles  dièdres 
égaux,  ainsi  que  leurs  angles  polyèdres.  Pour  s’en  convaincre, 
il  suffit  de  mener,  de  deux  angles  homologues  (fig.  172),  les 
diagonales  qui  décomposent  les  corps  en  pyramides  sembla- 

* blés;  les  angles  polyèdres  et  dièdres  de  ces  pyramides  seront 
égaux , leurs  faces  seront  seni,blables  : or  les  faces  des  polyè- 
dres servént  de  bases  à ces  pyramides,  dont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  constituent , par  leurs  système,  ceux  des  corps, 
proposés . 

Réciproquement,  si  deux  polyèdres  ont  les  faces  semblables 
et  disposées  dans  le  même  ordre,  et  les  angles  dièdres  égaux  , 
ils  sont  semblables  ; car  les  angles  polyèdres  sont  égaux,  comme 
décomposables  en  angles  triëdres égaux  ( n®  281  ).  Faisons  donc 
^coïncider  l’un  de  ces  angles  polyèdres  avec  son  homologue,  les 
autres  faces  seront  respectivement  parallèles.  De  plus,  la  simi- 
litude des  faces  donne  les  lignes  homologues  proportionnelles  ; 
leurs  aires  sont  donc  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  lignes; 
ce  qui  prouve  que  les  diagonales  de  l’un  des  corps  sont  le  pro- 
longement de  celles  de  l’autre  ( n®  278  ) : ces  corps  sont  donc 
formés  de  pyramides  semblables. 

298.  Des  lignes  qui  joignent  quatre  angles  polyèdres  bomo-  . 
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logues  ABCD,  abcd  (fig.  172)  de  deux  corps  semblables  étant 
proportionnelles,  forment  des  tétraèdres  semblables  (n°  294.). 
lien  résulte  que  si  des  angles  ABC,  abc  de  triangles  homo- 
logues, on  mène  des  lignes  à tous  les  angles  DEF. . . , def, . , 
de  deux  polyèdres  semblables,  les  tétraèdres  ainsi  formés  se- 
ront semblables;  ceci  est  analogue  au  n°  242,4°* 

Réciproquement,  deux  polyèdres  sont  semblables , lorsque 

leurs  angles  étantj oints  aux  trois  angles  homologues  ABC, abc, 

les  tétraèdres  ainsi  formés  sont  respectivement  semblables.  En 

effet,  si  les  tétraèdres  DADC,  dabc  sont  semblables,  ainsi  que 

EABC,  eabc  les  angles  dièdres  DACB,  EACB  seront  égaux 

à.  dacb , eacb  : ainsi  l’angle  dièdre  DACE=-dace.  D’ailleurs 

les  faces  DAC,  dac  de  nos  tétraèdres  sont  semblables  ainsi 

(\\xcEAC,  eac:  donc  les  tétraèdres  EACD,  eocd  sont  sem- 

,,  ,,  DE  AC.,  ^ 

blables,  et  on  a -r-  = (n°  204  )• 

de  ac  ^ 

Soient  F,f,  T,  i des  angles  homologues*,  on  aura  de  même 
FE 

Je  ac  df  ac 
mologues  proportionnelles,  et  les  triangles  DFE,  dfe  homolo- 
gues sont  semblables  : de  plus , leurs  angles  dièdres  sont 
égaux , puisque  IDF  est  semblable  à idf,  JFE  à ife , d’où 
l’angle  IFD  = ifd,  IFE  — ife,  DFE  =: dfe.  En  outre,  si  les 

points  DIFE  sont  dans  le  même  plan,  l’équation 

IFE  =sIFD  + DFE  se  change  en  ifk  — ifd dfe  ; d’où  il  suit 
que  les  points  e,  f,  i étant  aussi  dans  un  même  plan , les  faces 
des  polyèdres  sont  semblables  : enûn  les  angles  polyèdres  sont 
égaux , comme  composés  d’angles  trièdres  égaux  (281 , 4°*  )• 
Ainsi  les  corps  sont  semblables  ( n°  297). 

299.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  semblables,  les  aires  de 
leurs  faces  sont  comme  les  carrés  des  lignes  homologues  de  ces 
polyèdres;  mais  comme  ces  lignés  sont  proportionnelles,  on  a 
une  suite  de  rapports  égaux  , formés  par  les  faces  homologues, 
d’où  l’on  conclut  (comme  n°  262,  II  ) que  les  aires  totales  des 
polyèdres  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs 
arêtes  homologues. 


AC  DF  AC  , 

et  — = ; ainsi,  les  corps  ont  leurs  lignes  ho- 
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On  verra  aiséinent  que  les  surfaces  de  côues  ou  de  cylindres 
semblables,  c.-à-d.  engendrées  par  deux  triangles  ou  deux 
rectangles  semblables,  sont  entre^ elles  comme  les  carrés  de 
leurs  génératrices.  En  effet  les  circonf.  C et  c des  bases  sont 
proportionnelles  aux  génératrices  et  a;  les  aires  5 et  ^ le 
sont  kCx.AetcX,a^  n“’  287,  5“,  et  290,  1°.), 

„ , S C.A  C A'  S 

d ou  - = — — - , — r=  — ; donc  - = — . 

s c.a  c a s 

^ y 

De  même  Ips  aires  des  sphères  sont  comme  les  carrés  de  leurs 
raj'ons  , puis'qu  elles  valent  quatre  grands  cercles. 

3oo.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  tels,  qu’on  peut  les  pla- 
cer l’un  en  dessus,  l’autre  en  dessous  d’un  plan  MN  (fig.  i 78)/ 
de  sorte  que  les  sommets  des  angles  polyèdres  A,a,B  ,b, . . 
soient,  deux  à deux,  à égale  distance  de  ce  plan,  et  sur  une 
perpend.  Aa,  Bb, . . . à ce  plan,  ccs  deux  polyèdres  sont  appe- 
lés Symétriques.  B étant  un  angle  polyèdre  du  premier  corps, 
en  menant  B(^b  perpend.  au  plan  MN,  et  prenant  QB=Qb,  b 
sera  l’angle  homologue  du  second  polyèdre. 

Les  polyèdres  symétriques  ont  toutes  les  parties,  consti- 
, tuantes  égales.  Pour  le  prouver,  plions  le  trapèze  ABPQ  sui- 
vant PQ,  les  lisfnes  aP  égales  et  perpend.  sur  MN  rdin- 
ciderontj  ainsi<^e  BQ  et  Bq  ; d’où  AB-=zab  : donc  les  lignes- 
homologues  sont  égales,  D,  d,  C,  c étant  des  angles  polyèdres 
symétriques,  on  aura  BC=bc,  AC—ac;  ainsi,  le  triangle 
ABC~abc-,  les  triangles  homologues  sont  donc  égaux.  De  plus, 
le  triangle  BDC~bdc  •.  ainsi  l’angle  DCB—dch, 

ACD=sacd,  ACB —acb.  Oi' , 

1°.  Si  les  plans  de  ces  triangles  forment  en  Cet  c des  angles 
tvièdres,  ils  seront  égaux  : donc  les  angles  dièdres  et  (rièdres 
homologues  sont  égaux.  Il  en  est  de  meme  des  angles  polyèdres, 
puisqu’ils  sont  formés  d’angles  trièdres  égaux  disposés  dans  le 
même  ordre. 

2®.  Si  les  points  ABCD  sont  dans  le  même  plan,  comme 
l’angle  DCB  = ACD  + ACB , on  a deb  — acd acb -,  d’où  il 
suit  que  les  points  abcd  sont  aussi  dans  le  même  plan  (n°279). 
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donc  les  faces  homologues  sont  égales , comme  formées  de 
triangles  égaux  semblablement  placés. 

Sot.  Tout  parallélépipède  ACc  (fig.  174)  est  formé  de  deux 
prismes  triangulaires  symétriques k&à,  BCd  ; les  angles  dièdres 
opposés  sont  égaux,  et  les  angles  trièdres  opposés  sont  symé- 
triques. En  effet , les  deux  corps  Aabd,  Ccbd  sont  visiblement 
des  prismes  (n“  282)  ; la  base  DDC  ou  bdc  de  l’un  sera  égale 
h A BD.  Rapprochons  ces  prismes  triangulaires,  en  faisant  coïn- 
cider bdc  avec  A BD,  savoir  bc  avec  AD,  et  de  avec  AB-  Ccbd 
prendra  la  situation  AEHI.Ot,  les  perpend.  aF , ^sur  les 
bases  sont  égales  (n“  268),  2°  on  a de  plus  Aa  — Cc  et  l’angle 
AaF  =.cCf\  ainsi , le  triangle  AaF=CcF , d’où  AF=cf.Pat 
une  raison  seiiiblable,_/Z'=D/ï’  ; ainsi  les  triangles  égaux  ADF, 
bef  coïncident,  et  le  point  f tombant  en  F,fC  se  porte  en  FE 
sur  le  prolongement  FE  de  aF.  Donc  le  sommet  E o\x  C est 
symétrique  de  a : on  verra  de  même  que  I,  ou  B,  l’est  de  d-,  et 
H oaD,  l’est  de  b. 

111.  DES  VOLUMES.  . 


302.  Former  un  prisme  droit  équivalent  à ^j^risrqe  oblique 

AD  (6g.  i']6),  la  génératrice  conservant  la  même  longueur  AG . 
Prolongeons  les  arêtes  CA,  DB,  inenbns-leur  un  plan  quel- 
conque ^A^perp.  ; en6n  prenons  P/7  = , menons  le  plan 

op  parallèle  à MN , on  aura  ainsi  le  prisme  droit  Op.  Appli- 
quons les  prismes  tronqués  B A OP,  DCop,  de  manière  à cou- 
cher la  base  op  sur  OP  qui  lui  est  égale  : les  génératrices  étant 
perpend.  aux  bases,  et  de  plus  égales  (puisque  OP=P/7  donne 
BP=pD,  et  ainsi  des  autres),  les  prismes  coïncideront, 
ou  oD  =OB.  Retranchant  la  partie  commune  Ap,  il  reste  le 
prisme  oblique  AD  équivalent  au  prisme  droit  Op. 

303.  On  peut  toujours  disposer  deux  prismes  symétriques, 
AD,  ad  ( fig.  176)  relativement  à un  plan  MN,  en  sorte  que 
ce  plTin  soit  perpend,  aux. génératrices.  Prolongeons  l’arèteZ)/? 
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en  Pd\  puis,  à partir  du  point  P de  rencontre  avec  un  plan 
quelconque  il/JV  perpend.,  prenons  Pd  = PD,  ou 

J)D=bd.  En  raisonnant  de  même  pour  chaque  arête,  on  for- 
mera le  prisme  ad  symétrique  à AD. 

Les  prismes  symétriques  AD,  ad  sont  équivalons.  Car  pre- 
nons P P = Pp'  :=  BD,  et  menons  les  plans  op,  o' p'  parallèles 
kMN:  les  prismes  OPop,  O P o'p’  sont  droits  etéquivalensaux 
proposés  (n®  3oa  ).  De  plus,  ils  sont  é{;aux  entre  eux,  puisqu’on 
les  appliquant,  de  sorte  que  la  base  o'p'  de  l’un  tombe  sur 
celle  OP  de  l’autre  qui  lui  est  égale , il  y aura  coïncidence. 

304.  Deux  parallélépipèdes  de  même  hauteur  et  de  même 
basetontéquivalens.  Pour  le  démontrer,  rapprochons  ces  corps 
de  manière  à faire  coïncider  leurs  bases  inférieures  égales  ; les 
supérieures  seront  situées  dans  le  même  plan  : il  se  présentera 
deux  cas. 

I®.  Si  les  faces  latérales  FG,  EK  (fig.  lyS)  sont  dans  un 
même  plan , les  triangles  égaux  EGH,  FI  K servent  de  bases 
à deux  prismes  superposables  EHM,  FIN.  Donc,  en  retran- 
chant tour  à tour  ces  prismes  du  corps  entier  EN,  il  restera  les 
parallélépipèdes  équivalons  EFIM,  EHNL. 

a®.  Si  les  faces  ont  une  disposition  quelconque , les  bases 
supérieures  AC,  ac  (fig.  i ^8)  seront  des  parallélogrammes  égaux 
à ceux  des  bases  inférieures  lUN,  en  sorte  que  les  lignes  AB,  DC, 
ab,  de  seront  égales  et  parallèles;  de  même  pour  AD,  BC, 
ad,  bc.  Prolongeonscesligiies,  nous  aurons  le  parallélogramme 
.ét  Cf  égal  k AC  et  k ac.  Or,  concevons  le  parallélépipède  qui 
aurait  pour  base  supérieure  A' O,  et  la  même  base  inférieure 
MN  t{ae  les  proposés;  ce  corps  sera  équivalent  à chacun  de 
ceux-ci,  puisqu’il  sera,  relativement  à eux,  dans  l’état  exa- 
miné ci-dessus.  Les  proposés  sont  donc  équivalons. 

305.  Il  est  facile  de  changer  un  parallélépipède  donné  en  un 
autre  rectangulaire  équivalent  : de  chaque  angle  de  la  base  in- 
férieure ABCD{^^,.  177),  élevons  des  perpendiculaires  à son 
plan  : on  aura  un  parallélépipède  droit  ABEI  équivalent  au 
proposé,  qu’il  était  inutile  de  tracer  dans  la  fig.  Puis,  menant 
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^F,  BGf  perpend.  sur  AB  dans  la  base  AC,  on  formera  sur 
AG  \e  parallélépipède  rectangle  ABHK  équivalent  à ABEI , 
puisqu’il  a même  base  AM  el  même  hauteur  AF. 

3o6.  Deux parallélépipeSes  rectangles  de  même  base  son  l entre 
eux  comme  leurs  hauteurs.  Si  res  hauteurs  ont  une  commune 
mesure,  on  coupera  les  corps  en  tranches  égales,  et  l’on  rai- 
sonnera comme  pour  les  rectangles  ( n“  a5o,  i°.,  fig.  126). On 
démontrera  de  même  le  théorème  pour  le  cas  où  les  hauteurs 
sont  incommensurables. 

Les  parallélépipèdes  rectangles  P et  p de  même  hauteur,  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases.  En  effet,  plaçons  ces.  corps  de 
manière  à faire  coïncider  l’un  de  leurs  angles  polyèdres  et  leur 
arête  égale.  Les  bases  seront  dispo.sées  comme  .dC  (fig.  179) 
pour  P , et  AK  pour  p ; or,  prolongeons  J K en  H-,  le  parallé- 
lépipède Q construit  sur  la  base  AH  et  de  meme  hauteur,  peut 
être  regardé  comme  ayant  pour  hauteur,  et  la  face  AB^onr 

P AD 


base  : comparé  à P,  il  donne  donc  — — 


Al 


, Mais  si  l’on  prend 


la  face  AIGF^onv  base  des  parallélépipèdes  Q et  p,  leurs  hau- 
teurs seront  A EeX.  AL-,  d’où  «nultipliantcespro- 

. P AD  X AE  base  AC 

poruon,, 

Enfin , les  parallélépipèdes  rectangles  P et  p sont  entre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  Car  si  les 
bases  sont  .dC  et  AK , et  les  hauteurs  AG  et  AO,  en  prolon- 
geant les  faces  de  celui  qui  a une  hauteur  moindre,  tel  que  p, 
jusqu’à  la  base  supérieure  de  l’autre,  on  formera  un  parallé- 
lépipède ALFKGzssR,  qui  aura  la  même  hauteur  H que  l’ua 
P , et  même  base  AK  que  l’autre  p-,  on  aura  donc  d’une  part 


R 

F 


AG 

AO' 


P AC  ^ P ACXAG 

et  — = -—J  de  1 aut(e  ; d ou  — = -. 

H AK  ’ p AKxAO 


En  désignant  par^,  /,  K les  arêtes  qui  forment  un  angle 

B I K 

trièdie  A de  P,  et  par  h,  i,  k celles  de  n,  on  a — = . 

p hj^.k  • 


Di.jiîi?  -I'.; 
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On  voitdonc  que  pour  mesurer  le  volumed’un  parallelep.  rec(. 
P,  c.-à-d.  pour  trouver  son  rapport  aveé  un  autre  p pris  pour 

* fi  I K. 

unité  (n“‘  36,  71),  on  cherchera  les  rapports  y,  -,  — entre 

les  arêtes  respectives  qui  forment  un  angle  trièdre , et  l’on  mul' 

. tipliera  ces  trois  nombres.  Représentons  par  l le  produit  de  ces 
trois  rapports  ; l est  un  nombre  abstrait,  et  le  parallélépipède 
qîTil  s'agit  de  mesurer  a pour  volume  / fois  celui  du  parallélé- 
pipède pris  pour  unité. 

volume  d’un  parallélépipède  est  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur,  quand  on  prend,  pour  unité  de  volume,  le  cube 
qui  a pour  côté  l’unité  linéaire  ; car  h,  i et  k seront  = i , et 
l’on  aura  H l.K  pour  le  volume  de  P-,  H,  I et  K sont  des 
nombres  abstraits , qui  marquent  combien  les  arêtes  de  notre 
' parallélépipède  P contiennent  de  fois  l’unité  linéaire  ; soit  / 
leur  produit  H, l.K,  l’équ.  P ■=.  H, l.K  revient  à P=l  fois 
le  cube  pris  pour  unité  de  volume. 

Lorsque  U=I  = K , on  a P=zH^;  de  là  la  dénomination 
de  Cube  donnée  aux  troisièmes  puissances. 

307.  Donc,  le  volume  dû  un  prisme  est  le  produit  de  sa  base 
par  la  hauteur  : car,  1°.  s’il  s’agit  d’un  parallélépipède  quel- 
conque , il  est  équivalent  à celui  qui  est  rectangle  de  même 
^ hauteur  et  de  base  équivalente  ( n°  3o4  )• 

2°.  Si  le  prisme  est  triangulaire,  comme  ABDabd (fig.  174), 
en  formant  le  parallélépipède  Ac,  le  volume  de  notre  prisme 
est  égal  à son  symétrique  BDCbdc  (n°  3o3)  : donc,  chacun 
de  ces  prismes  a pour  volume  le  produit  de  sa  hauteur  par  la 
moitié  de  la  base  AC,  oxx.  plutôt  par  sa  base  ABD. 

3®.  Enfin,  si  l’on  fait  passer  des  plans  par  la  génératrice  Aa 
(fig.  167)  du  prisme  Ad  et  par  toutes  les  autres,  il  sera  décom- 
posé en  prismes  triangulaires  de  même  hauteur  ; la  somme  de 
leurs  volumes  sera  donc  le  produit  de  cette  hauteur  par  la  somme 
des  bases,  ou  par  ABCDE. 

On  voit  aussi  que  les  volumes  des  prismes  de  même  base  sont 
comme  les  hauteurs , ou  de  même  hauteur,  sont  comme  leurs 
i>ases.  '' 
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3o8.  I-X  volume  V d'un  cylindre  est  le. produit  de  sa  hau- 
teur H par  taire  B de  sa  base.  En  effet , désignons  par  |8  l’ex- 
cès de  la  base  du  prisme  circonscrit  sur  celle  du  cylindre , et 
par  » l’excès  du  volume  de  ce  prisme  sur  celui  V du  cylindre  : 
sera  la  base  du  prisme , ^ -j-  « son  volume  ; d’où 
^-4-«=  (fi-f-;8)  H\  donc  V = BH,  puisque  le  volume  du 
cylindre  est  la  limite  de  celui  du  prisme  (n°  1 13). 

3og.  Les  pyramides  dc’mêmejiauteur  et  dont  les  bases  sont 
équivalentes , sont  égales  en  volume.  Pour  le  prouver , coupons 
un  tétraèdre  par  des  plans  parallèles  à sa  base  et  équidistans. 
Soit  ACcbaB  (fig.  i8o)  l’une  des  tranches  : menons  par  les 
points  A ,C,  a,  c des  parallèles  à l’arète  Bb-,  nous  formerons 
deux  prismes,  l’un  BDFcba  intérieur,  l’autre  BACebi  ejité- 
rieur  au  tronc  : la  différence  de  ces  prismes  est  le  prisme  DCea, 
qui  a même  hauteur,  et  dont  la  base  CFD  A est  la  différence 
entre  les  bases  ABC,  abc. 

. En  opérant  de  même  pour  chaque  tranche,  on  aura  une  série 
de  prismes  d’égale  hauteur,  tels  que  De.  Or,  il  est  visible  qu’en 
partant  de  la  base  du  tétraèdre,  chaque  prisme  intérieur  DFbB 
est  égal  au  prisme  extérieur  de  la  tranche  suivante;  ainsi,  en 
prenant  la  différence  entre  tous  les  prismes  intérieurs  et  tous 
les  extérieurs,  il  ne  reste  que  les  prismes  DCea  , depuis  la  i'* 
tranche  MN  : cette  différence  est  donc  un  prisme  de  même 
hauteur  que  les  tranches , et  qui  a pour  base  celle•£^/A^  du 
tétraè(jre.  Plus  les  tranches  sont  nombreuses,  et  plus  lahaiiteuc 
devient  petite  ; on  peut  donc  rendre  aussi  petite  qu’on  voudra 
la  différence  entre  les  prismes  intérieurs  et  extérieurs , et,  à 
plus  forte  raison,  entre  les  prismes  intérieurs  et  le  tétraèdre. 

11  est  évident  que  ce  raisonnement  peut  se  faire  également 
pour  toute  pyramide  à base  quelconque. 

Cela  posé,  soient  maintenant  deux  pyramidesPet  p de  même 
hauteur,  dont  les  bases  équivalentes  reposent  sur  le  même  plan  : 
coupons-les  par  une  série  de  plans  parallèles  à ces  bases  et  équi  ■ 
distans  , puis  formons  pour  chacune  les  prismes  intérieurs. 
Soient  « et  /S  les  excès  des  pyramides  sur  la  somme  des  prismes 
intérieurs,  dont  les  volumes  sont  P — m et  p — /B.  Or,  chaque 
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plan  parallèle  aux  bases  des  pyramides  donne  des  sections  équi- 
valentes, puisque  ces  sections  sont  entre  elles  comme  les  bases 
( n°  a';8)  : donc , les  prismes  intérieurs  sont  égaux  deux  à deux , 
d’où  P — — /3,  et  (n®  ii3)  P=p. 

Le  même  théorème  a lieu  pour  deux  troncs  formés  dans  nos 
pyramides  par  deux  plans  parallèles. 

3io.  Vn  tétraèdre  DABC  (fig.  i83)  est  le  tiers  d’un  prisme 
de  même  base  et  de  meme  hauteur  : car  , sur  les  (rois  arêtes 
formons  le  prisme  ; en  ôtant  le  tétraèdre  DADC,  il  reste 
la  pyramide  quadrangulaire  DACEF.  Le  plan  CDF  en  forme 
deux  tétraèdres  : l’un  FDEC,  qui  est  égal  au  proposé,  comme 

ayant  même  hauteur  et  la  base  FDE  = ABC;  l’autre 

DA  CF  = DFCE , par  la  même  raison , attendu  que  le  triangle 
AFC=iEFC.  Nos  trois  tétraèdres  étant  équivalens,  chacun  est 
le  tiers  du  prisme. 

Donc , le  volume  de  toute  pyramide  est  le  produit  du  tiers 
de  sa  base  par  sa  hauteur,  puisqu’elle  est  décomposahle  en  té- 
traèdres. 

Et  comme  le  cône  est  la  limite  des  pyramides  circonscrites, 
le  wlume  du  cône  est  le  tiers  de  sa  base  multipliée  par  sa  hau- 
teur, ou  le  tiers  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

On  aura  le  volume  d’un  polyèdre  quelconque  en  le  décom- 
posant en  pyramides. 

3i  I.  Le  volume  du  tronc  de  prisme  triang.  ABEF  (fig.  i84) 
est  le  produit  de  la  base  par  le  tiers  des  trois  hauteurs  despngles 
trièdres  F,  H,  Y.  de  la  base  supérieure.  En  effet,  faisons  les 
mêmes  sections  snr  ce  tronc  ABEFcpiieu  n®  3t  o ; le  plan  ADC 
donne  le  tétraèdre  ; le  plan  DCF  coupe  la  pyramide 

quadrangulaire  DACEF  en  deux  tétraèdres  DFCA,  DFCE. 
Or,  on  peut , sans  changer  les  bases  AFC,  EFC , mettre  les 
sommets  de  ceux-ci  en  B,  puisque  DB  est  parallèle  au  plan 
.i^CEF(n®26g),  Donc  on  aura  lestétraèdresiSC.<^F’,  BCEF:ce 
dernier  peut  même  prendre  CEA  pour  base,  puisque  les  trian- 
gles CEF  et  CEA  sont  équivalens.  Le  tronc  de  prisme  est  donc 
formé  des  trois  tétraèdres  DABC,  F.4BC,  EABC,  qui  ont 
même  base  inférieure  ABC,  et  leurs  sommets  aux  trois  angles. 
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trièdres  FDE  de  la  base  uiperieare  ; donc,  etc. . . Ce  théorème 
•ert  à trouver  le  volume  du  prisme  tronqué  à base  quelconque. 

3i2.  Z>e  tronc  de  pyramide  quelconque  à bases  parallèles  est 
composé  de  trois  pyramides  de  même  hauteur  que  le  tronc,  dont 
les  bases  sont  la  base  injérieure  du  tronc,  la  base  supérieure  et  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  aires.  Soient  une  pyra- 
raiifide  et  un  tétraèdre  de  raêmê  hauteur,  de  bases  équivalentes, 
posés  sur  le  même  plan  ; leurs  volumes  sont  égaux.  Un  plan  pa- 
rallèle aux  bases  forme  deux  troncs,  et  coupe  le  tétraèdre  et  la 
py  ramide  suivant  un  triangle  et  un  polygone  qui  sont  équi valens, 
puisqu’ils  sont  proportionnels  aux  bases  (278)  : donc  la  pyra- 
mide et  le  tétraèdre  retranchés  étant  égaux , les  troncs  le  seront 
aussi.  Il  reste  à démontrer  le  théorème  pour  le  tronc  de  tétraèdre 
ABFE  (fig.  i85). 

Le  plan  ADC  donne  les  deux  corps  DABC  et  DACEF  •. 
le  plan  DFC  forme  les  tétraèdres  DFEC  et  D FAC  ; or,  menant 
DG  parallèle  kAF,ce  dernier  pourra  avoir  son  sommet  en  G,  au 
lieu  de  D,  et  deviendra Ces  trois  tétraèdres  ont  même 
hauteur  que  le  tronc  ; leurs  bases  sont  ABC,  DFE,  AGC.CeW 

, , ea  .V  AB  AGC  AC  , 

pose,  on  a (n*  256.  2«.)  3^,  ¥DË  = FE'-°'>^^^ 


conds  membres  sont  égaux  à cause  des  triangles  semblables 

- ABC  AGC  ^ 

FDE,  ABC-, 

Soient  A et  B les  bases  d’un  tronc  de  pyramide , H sa  hau- 
teur : on  a pour  le  volume  3-  H{A-\-  B-\-\/  AB). 

•Il  est  visible  que  ce  théorème  a également  lieu  pour  le  tronc 
de  cône.  Soient  iî  et  r les  rayons  des  bases , A = «-R’,  B=irr*, 
le  volume  du  tronc  de  ^ jr  -j-r^-f- Br).  » 

SiS.’  T’eut  triangle  ABC  (fig.  186,  187,  188  et  i8g),  qui--^ 
tourne  autour  et  une  ligne  quelconque  CI  située  dans  son  plan  et 
passant  par  un  de  ses  sommets  C , engendre  un  volume  égal  au 
produit  du  tiers  de  la  perpend.  CD  = p abaissée  de  ce  sommet 
sur  ta  base  AB , multiplié  par  la  surface  engendrée  par  cette 
base  AB. 
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i"  CAS.  Le  triangle  CAB  tourne  autour  de  l’un  de  ses  cdtétf 
CB  (fig.  i88  et  189).  Ona  vol.  CAB=t:one  CAP -\-ztneBAP 
{v.  n“  3io),  ou  = | celcle  AP  •><.  CB)=17tAP^X  CB  : or 

APx  CB=7.  fois  aire  ABC  — AB  x CD  -,  donc 

vol.  CAB=}^^  p.  APxAB-,  et  comme  la  sur&ce,du  cône  en- 
gendré par  AB  est  = ^ cire.  AP  X AB=7rAPx  AB,  ou  a . . 
vol.  Xsurf.  AB.  Ce^  démonslratioo  Convient  ÿux 

trois  cas  où  l’angle  A est  aigu , droit  ou  obtus. 

a'  CAS.  Le  triangle  CAB  tourne  autour  d’une  ligne  exté- 
rieure CI  (fig.wi86);  vol.*  CAB  = vol  CAI  — vol.  BCI 
= jp  ( surf.  surf.  BI ) = j p.  surf.  AB.  ^ ; j 

3”  CAS.  La  base  AB  est  parallèle  à l’axe 'C/  de  rotation 
(fig.  187):  vol.  CABs=c'jYm.ABEF-\-coïieCAE — cône  CBF, 

ou  = cercle  CD  ( AB  -|-  j CE  — 5 CF~)  = 

I *■  CD*  {ZEF  CE — CF)  = -j»-  CD*  x lEF  : or  la  surface 
engendrée  par  ./éil  est  celle  d’un  cylindre,  et=circ.  CDxEF= 
arCDxEF;  doaevoï.  CABs:^^  CDxsurî.  AB,  ' 

Ce  théorème  sert  à trouver  lee  volumes  de  la  sphère  ; du  sèo- 
tetir  et  du  segment  sphériques  ; car  si  l’on  circonscrit  à l’arc  de 
cercle  ADP  ( fig.  169)  une  portion  de  polygone  à côtés  égaux , 
et  qu’bu  fasse  tourner  la  fig.  autour  du  diamètre  AO,  la  révo- 
lution complète  de  tous  les  triangles  CAB,  CBD , CDI . . ... 
engendrera  un  volume  = 5/»  (surf.  AB  -f-  surf.  BD 
Ainsi  ce  volume  est  le  produit  dé  la  surface  engendrée  par  tous 
les  côtés  du  polygone,  taultipliée  par  la  tiers  du  rayon.  Donc 

I®.  Si  le  polygone  estcirconscritau  demi-cercle  AD  B (fig.  167) 
de  rayon  JR, ‘désignons  par  «l’excès  de  l’aire  P de  la  sphère  sy^r 
celle  qu’engendre  le  polygone  ; par  |S  l’excès  du  volume  F"  de 

Jj)i  sphère  sur  celui  que  forme  le  polygone  ; ôn  a 

^ -f^=3fl(P^«);  d’où  l’on  tire  (u®  1 13)  D x P; 
“c  volume  de  la  sphère  est  le  produit  de  sa  surface  multipliée' 
par  le  tiers  de  rayon,  ou  celui  défaire  d’un  des  grands  cercles 
yjur /es  5 du  rayon  (n°  293,  2®,),  oq  enfin  ' ^ 

Volume  V de /aspire s=  D’ =0,5236  D^ 

D étant  le  diamètre  2/1.  ' 
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a®.  Le  rayon  R de  la  sphère  qui  a F pour  volume  est 
3 //ZF\  3 

log*=  1.3779114 

3®.  Pour  le  secteur  sphérique  DAC , le  même  raisonnement 
prouve  que  le  volume  est  égal  à la  surjace  de  la  calotte  multi- 
pliée par  le  tiers  du  rajoiit^ovi  (n®  293,  i"'.),  la  flèche  .<^/ étant  h, 
Folume  du  secteur  sphérique  je  h. 

4®.  Si  l’on  retranche  le  cône  DGC  du  secteur,  le  reste  est 
Je  segment  sphérique  ADIG;  or  le  voltme  du  cône  DGC  est 

= CI  X cercle  ÜJ=:^CIX^DP,CI  = R — h, 

DI^  =1 DC'^  — CP  zRh  — A’;  donc 

Folume  du  segment  sphérique  z=-  <7t  A*(3R’ — h). 

5°. -Le  cylindre  DGFE  (fig.  170)  et  le  cône  HIK  circons- 
crits à la  sphère  AB  ont  pour  volumes,  savoir,  i®.  le  cylindre 
==  cv/î®  X aS  ou  ZeeR}  ; 2®.  le  cône  {P'.  n°  293)  3»-/î®  X | HB, 
et  comme  H B*  = IIP  — IB'^  —.^IIP,  on  trouve  II  B = 3R,  et 
cône  = 3wfl^.  Comparant  les  quantités  | jeR^,  zttR}  et  3>r/î’, 
on  voit  qu'elles  sont  entre  elles  comme  4 t 6 ; 9;  ce  sont  les 
rapports  des  volumes  de  la  sphère , du  cjrlindre  et  du  cône  cir- 
conscrits ; le  cylindre  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
autres;  la  sphère  est  les  deux  tiers  du  cylindre  circonscrit. 


Les  volumes  de  deux  pyramides  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  hauteurs  par  les  aires  des  bases  (n“  3 10).  Mais 
si  ces  pyramides  SAC , Sac  (flg.  i5i  } sont  semblables  , on  a 


ABC,... 
abc 


(n®  278)  ; multipliant  de  part  et  d’autre  par 


SH  . 
^,d  vient 


SABC.,.,  _sæ 
Sabc Sh'^  ’ 


3i5.  Les  volumes  des  polyèdres  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  de  leurs  lignes  homologues.  En  effet , comme 
deux  polyèdres  semblables  P,/;,  sont  décomposables  (n®295) 
en  pyramides  semblables  S,  s,  S',  s'..,  en  désignant  par 
d,  a,  A',  a'  des  lignes  homologues  de  ces  pymirades,  on  a 
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S S'  A'^ 

- = — , jr=  • D’ailleurs  tous  ces  rapports  sont  égaux , 

A > A' 

puisqu’en  vertu  de  la  similitude  supposée,  on  a . 

Donc  - = -p  = y=...=  p-;  d’où  (n“73,  3*.) 


5-f-S'+5*H P A^ 

s -j-  s'  -j-  s"  -j- , P a’  " 

Il  sera  aisé  de  voir  ^ue  let  volumes  des  sphères  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  de  leurs  rayons;  que  ceux  des  cylindres  droits 
et  des  cônes  droits  semblables  ( c.-à-d.  engendrés  par  des  rectan- 
gles ou  des  triangles  rectangles  semblables)  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  longueurs  de  leurs  génératrices,  ou  de 
leurs  hauteurs,  ou  enfin  des  rayons  de  leurs  bases. 

Les  polyèdres  symétriques  ontleur s vo/umerég’aux,  puisqu’il 
est  évident  qu’on  peut  les  décomposer  en  tétraèdres  symétri- 
ques , et  que  ceux-ci  ont  des  bases  et  des  hauteurs  égales. 
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I.  APPUCATION  DB  l’ ALGÈBRE  A LA  " GÉOMÉTRIE 
ÉLÉMENTAIRE. 


Quelques  Problèmes  sur  les  lignes. 

3i6.  Tant  que  l’Algèbre  et  la  Géométrie  ont  été  séparées, 
leurs  progrès  ont  été  lents  et  leurs  usages  bornés  ; mais  lorsque 
ces  deux  sciences  se  sont  réunies , elles  se  sont  prêté  des  forces 
mutuelles , et  ont  marché  ensemble  d’un  pas  rapide  vers  la  per- 
fection. C’est  à Yiète  et  à Descartes  qu’on  doit  l’application  de 
l’Algèbre  à la  Géométrie,  application  qui  est  devenue  la  clé 
des  plus  grandes  découvertes  dans  toutes  les  branches  des  Ma- 
thématiques. (Lagrange,  Écol.  Norm.,  t.  IV,  p.  4<>*0 

C’est  donc  en  introduisant  dans  les  formules  algébriques  les 
grandeurs  qui  composent  les  parties  d’une  figi^re , que  noua  * 
transporterons  dans  la  Géométrie  toutes  les  ressources  de  l’Al- 
gèbre, et  nous  parviendrons  sans  peine  à des  résultats  qu’ils  se- 
rait difficile  d’obtenir  par  la  Géométrie  seule.  Celle-ci  a l’avan- 
tage de  ne  jamais  faire  perdre  de  vue  l’objet  principal,  et 
d’éclairer  la  route  entière  qui  conduit  des  premiers  axiomes  à 
leurs  dernières  conséquences  n“  aSa)  ; mais  l’Algèbre  a 

bien  plus  de  ressources. 

Ces  réflexions  conduisent  à préférer  dans  la  Géométrie  élé- 
meutaii'e  les  méthodes  directes,  celles  qui  ne  reposent  sur 
aucun  principe  étranger,  et  permettent,  pour  ainsi  dire,  d’i- 
soler chaque  théorème , eu  le  présentant  comme  une  vérité  aussi  ' 
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“claire  que  l’axiorae  d’où  il  est  de'duit.  Mais,  lorsque  les  qucs^ 
tions  deviennent  plus  compliquées,  cette  méthode,  qu’on  nomme 
Synthèse,  perd  la  clarté,  qui  est  son  plus  précieux  avantage; 
VAnaljse  reprend  toute  sa  supériorité , et , par  sa  féconde  in- 
fluence, généralise  les  résultats,  simplifie  les  recherches,  et 
lorsqu’elle  est  employée  avec  adresse,  donne  à ses  artifices  une 
élégance  et  même  une  clarté  à laquelle  le  mécanisme  du  calcul 
semblait  s’opposer.  Les  problèmes  suivans  serviront  de  preuve 
à ces  assertions.  ' 

3iy.  Mesurer  la  distance  d’un  point  inaccessible  D à un 
autre  point  A(fig.  i8i)-  On  prendra  sur  l’alignement  AD  une 
partie  quelconque  AC,  et  formant  un  triangle  arbitraire.^^ÆC, 
on  en  mesurera  les  côtés  AB=zc,  AC  — b,  BC  — a {*)■,  puis 
marquant  sur  BC  un  point  E quelconque,  on  dirigera  vers  D 
le  rayon  visuel  FD -,  soient  = a: , ECz=zg,  FA  = d.  La 

parallèle  EO  à AB  donne 

BC  _C^_^ 

*’•  EC~  GC~  EG’°^  g~  CG~~  EG’ 

donc  CGz=^-^-,EG=X  ‘ 

a a 


DA_DG  X _DG 
TÂ~~  EG'  d~  EG‘ 


Or,onaDG  = £>^ — GA— DA  — {CA — CG), 

* o\xDG  — x — Ô+-;  en  divisant  cette  valeur  parcelle  de  ÈG, 


on  trouve 
d'où 


a 

X _ ax  — ab'\-bg 


\cg — ad/ 

S’il  arrive  que  BF=  AF,  ce  qu’on  est  maître  de  supposer , 


ë — ** 

comme  c = 2tf,  la  solution  se  réduit  à x—b. . 

’ 2g— a 


(♦)  Dorénayant  nous  désignerons  les  angles  des  triangles  par  A , B , C , et 
T>ar  a,  b,  c les  côtés  qui  sont  respectivement  opposés. 
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Il  ne  s’agira  plus  que  de  mettre  pour  a,6.c,d,  et  g-  leurs  va- 
leurs numériques,  ou  le  nombre  de  fois  que  ces  lignes  con- 
tiennent l’unité  , pour  trouver  x exprimé  en  nombres. 

3i8.  Quelle  est  la  relation  qui  lie  les  côtés  a,  h et  c d'un 
triangle  B AC  ( Bg.  1 1 7 ) inscrit  à un  cercle  de  raj-on  R?  Menons 
le  diamètre  .eZ),  et  les  lignes  AD,DC  -,  le  quadrilatère  ABDC 
donne  (n»  241,  II)  2/}ô=  c X CD  + a x Des  triangles 

recUngles  BCD,  BAD,  nous  tirons  Cü  = 1/ ( 4/}»  _ «. ) 
'AD=\/{^^R^ — c*);  donc 

2/î^  = c l/(  4/{*  — a’)  + U ^/(  4/}- . 

équation  cherchée,  qui  donne  l’une  des  quantités  a,b,c  et  R 
connaissant  les  trois  autres.  * 

I.  Étant  données  les  cordes  de  deux  arcs  A B,  BC,  on  a donc 
ou  la  corde  AC  d’un  arc  ABC  égal  à leur  somme. 

Si  les  arcs  AB  et  BC  sont  égaux,  on  a a=c,  d’où 
/?ù  = aV/(4if«  - «•), 

, é k 

équ.  qm  donne  la  corde  b d’un  arc,  connaissant  celle  a d’un 
arc  moitié  moindre. 

II.  Trouver  le  rajon  R du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC  (fig.  117).  Élevons  notre  équ.  au  carré,  l'un  dés  radi- 
caux disparaîtra;  transposons  ensuite  les  termes  rationnels, 
et  carrons  de  nouveau  pourchasser  l’autre  radical , nous  trou- 

VOUS 

D _ 

^ - ' ' — -T  > ' 

V ^a'c'‘ — (o*  + c'‘  — b-y 

Cette  formule  ne  se  prête  pas  au  calcul  des  log  : mais  le  radical 
affecte  la  différence  de  deux  carrés , qui  = (20c  + a’ -f.  c‘ ~b^) 
X (3ac  — u'~c‘-hb’-),ou[(a+cy  — b^]X[b’~  (a—c)‘]  ; 
chaque  facteur  souffre  la  même  décomposition  , et  l’on  a 

abc 


R=- 


ou 


l/(a~i~b  + c)  (b-f-c—a)  (a+c—â)  (a~i-b—c),‘ 


Vp  {p  — a)  {p—b)  ip  — c)' 

«n  faisant,  pour  abréger , le  périmètre  2ps=a-Ub  -*-c. 
TI* 

1.  22 
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III.  TroiKVtr  l’aire  z d’un  triangle , coAnàissani  l^  trots  côtés 

»,  b,  c (n*222,  fig.  182).  Le  segment  = 2:  = — . 

«r,  le  triangle  ABD  donne  BD^  i/(c*  — x’)  ; ^BD 

devient  donc  a = j y'[4i*e*—  (d*4-è* — «*)*]» 
où  t=^p.  {p—a ) {p-i>){p — c). 

On  a donc,  pour  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  ^Rzsaabc. 

IV.  Trouver  le  rayon  r du  cercle  inscrit  au  triangle.  Les 
aires  (fig.  68)  des  triangles  AOB,  AOC,  BOC  étant  |cr,  { br, 
J ar,  la  somme,  est  z ^ pr,  d’où  ( voy.  n“  364,  IX  ) 

r=±—  y(p— a)  (p— *)  (p— g) 

P 'V  P ' 

V.  Évaluer  taire  d un  quadrilatkre  ABC!)  ( fig.  77  ) : me- 
nons la  diagonale  AC=ibf  et  prenons-la  pour  base  des  deux 
triangles  ABC,  ADC;  h et  h'  étant  les  hauteurs , l’aire  de- 
mandée est  5 ù ( A -f-  A'). 

On  peut  enéore  opér'er  éomme  il  suil.  Soit  ABCD  (Bg.  19k)  ; 
abaissez  les  perp.  DE^h,  CFz=  h'  sur  la  bùiiè  AS  — a,  faitès 

A£t=b,  BF=tV,  d’où  (h*  259)  l’aire  CFED^at 

H A + A')  X (fl  — A').  De  plas  ADEsiz  \ hk , CfiF=s  \ 6'  V : 

vous  troutez  enfin , pour  la  iommè  de  ces  aimk , 
ABCÙz=\(a—'b)h’  + i{à—i')h. 

Cette  équ.,  facile  à appliquer,  ne  convient  plus  dès  que  l^une 
des  perpend.  tombe  hors  du  quadrilatère.  Ainsi  (fig.  192), 
il  faudrait  changer  6 en  — A et  F éb-^b'.  {V<y.  n**  33g  et 
364,  Vf.)  < • 

VI.  Mener  perpend.  àla  bàse  AC dutiiaftgle  ABC(fig.  tg3), 
telle  que  les  triangle^  ASFj  ABC  S&ient  dans  le  rqpport  donné 
de  m à n.  Soient  b et  x les  bases  AC,  AE;  h et  y leè  botitèurs 

BD,  EF-,  les  aires  sont  { bb,  j xy,  d’où  ^ = — . D’ailleurs 

un  n 

y JC 

les  triangles  semblables  AEF,  ABD  donnent  en  fai- 

,sant  AD^k-,  deoc^  éliminant  3:=  j— J.Si  ’on 
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avait  X > A ou  AD,  le  point  E devrait  être  situé  vers  H,  au- 
delà  de  D,  et  la  perpend.ày^C  séparerait  un  triangle  qui  n’est 
plus  contenu  dans  ABC  •.  ce  cas  arrive  quand  bm  ^ An , ou 
m k AD 

t « 

3ig.  Connaissant  le  cAté  AB  =a{&^.  122)  d'un  polygone 
régulier  inscrit,  cherchons  celui  AC=x  d’un  polygone  régulier 
dont  le  nombre  des  côtés  est  double.  CO,  perpend.  sur  AB, 
donne  (0*227)  jéC'=C/X  2CO.  Représentant  par  z le  rayon 
01  du  cercle  inscrit  au  polygone  donné,  on  a CI=R — z, 
et  OD  = AO' — Af'  : donc  .j 


X*  =t  2R  (R  — * ) , et  a*  s /î*  — ja’. 

En  faisant,  par  ex.,  a= R,  on  a R\/{2 — ^/3)  pour  le  côté 
du  dodécagone  inscrit.  De  même  a-=:R\/Z  ( n°  238)  donne 
x = /i  pour  le  côté  de  l’hexagone,  etc. 

On  peut  aussi  trouver  le  côté  EF—j  d’un  polygone  régu- 
gulier  circonscrit,  connaissant  celui  AB  — a,  qui  est  inscrit 
d’un  même  nombre  de  côtés.  Car  les  triangles  AOI,  EOC 
donnent  ' 

OJ  AI  z • a 
ÔC~£C’““  “R  ‘ 

donc  y = — et  z'—R'  — \a\ 

2 

« 

320.  C’est  ainsi  que  az=R^%  donne  z=z^R^t.  ety  = 2R 
pour  le  côté  du  carré  circonscrit  (n°  aSg);  a=R\/Z  donne,  ® 
pour  le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit,  ^ 5=  2/l|/3, 
ou  le  double  du  côté  du  triangle  inscrit. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  formules  le  rapport  approché 
v de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  la  demi-circonférence  x 
du  cercle , dont  le  rayon  est  l’unité  (n*  248).  Pour  cela  posons 
R—i,  nos  équ.  deviendront 

x=\/(2—2z),  z=i/(i-~la'),y=.^. 


Faisantes  1,  on  a,  pour  le  côté  du  dodécagone  inscrit, 

x=\/(2—^3)=o, 517638.  Si  de  nouveau  on  fait  0=0,517638,' 

22.. 
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OU  trouvera  a:  =o,26io5238. . . pour  le  côté  du  polygone  ré- 
gulier inscrit  de  ^4  cûtés  ; et  ainsi  de  suite. 

Quatre  opérations  semblables  donnnerout , par  exem- 
ple, 0,065438166  pour  le  côté  du  polygone  régulier  de  96  côtés; 
en  mettant  cette  valeur  pour  a dans  z et^,  on  a le  côté  du  po- 
lygone régulier  circonscrit  semblable^  et  multipliant  par  48 , 
on  a,  pour  les  demi-périmètres  de  ces  polygones  3,i4io 

et  3,1427 Comme  la  demi-circonf.  x est  comprise  entre 

ces  longueurs , on  aura  donc  ir  = 3,  i4-  • • 1 en  ne  prenant  que 
les  décimales  communes  T 

Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation,  comme  la  cir- 
conférence approche  d’autant  plus  des  périmètres  des  poly- 
gones, que  l’on  multiplie  davantage  les  côtés  (n**  24^)) 
faudra  recourir  à des  polygones  d’un  plus  grand  nombre  de 
côtés.  Soit,  en  général  calculé  le  côté  a d’un  polygone  inscrit 
d’un  nombre  n de  côtés;  on  aura  , pour  les  demi-périmètres 
de  ce  polygone  et  de  celui  qui  est  circonscrit  semblable , 


NOmiRE  DSt  cArtt. 

* DB«|-rSRIHBTftB8 

DSS  POLTCOKBS 

interiu. 

drcoBwnlf. 

gfi 

. ..  3,i4io3ig 

. .....  3.1417140 

iga 

...  3,1414^4 

384 

. 3,141^76 

768..... 

. ..  3,i4i583g 

..  . 3,1416101 

i536 • 

..  3,i4i5go4 

307a 

...  3,i4i5gai 

' 6«44 

...  3,i4i5ga5 

taafô 

. ■ . 3,  i4i5ga6 

3,1415927 

on  en  déduit  enfin  le  nombre  x donné  p.  289. 

’ ‘ Constructions  géométriques. 

3a  I.  L’art  de  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie  consiste, 
comme  on  a pu  le  remarquer  ( n*^  2 1 2 , 229 . . . ] , à les  supposer 
résolus , à rapprocher  les  propriétés  de  la  figure  de  celles  qu’on 


V 
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conuail  et  qui  sont  analogues;  à trouver  ainsi  la  loi  à laquelle 
les  parties  du  système  sont  soumises,  et  à en  conclure  les  in- 
connues. Ces  procédés  exigent  beaucoup  d’exercice  et  d’adres.se, 
et  l’on  ne  peut  donner  de  règles  générales  pour  ces  combinai- 
sons. L’emploi  de  l’Algèbre  , lorsque  le  choix  des  inconnues 
est  fait  ave^ adresse , conduit  souvent  à des  solutions  plus  élé- 
gantes; on  sait  mieux  reconnaître  leur  nombre*  et  l’on  juge 
facilement  si  le  problème  est  possible  ou  non,  déterminé  ou 
indéterminé. 

Concevons  qu’après  avoir  résolu  un  problème  de  Géométrie, 
ou  ait  construit  la  figure  qui  en  règle  les  parties , qu’on  ait 
désigné  par  des  lettres  les  longueurs  des  diverses  lignes  qui  la 
composent,  et  qu’en  faisant  usage  des  principes  connus,  on  les 
ait  liées  par  des  équ.  ; le  calcul  conduira  bientôt  à la  valeur 
des  inconnues.  Cela  posé,  si  toutes  les  lignes  de  la  figure  sont 
exprimées  par  des  nombres,  l’Arithmétique  donnera  numéri- 
quement ces  dernières.  Mais  il  est  remarquable  qu’on  peut  as- 
signer ces  longueurs  cherchées,  même  sans  le  secours  des  nom- 
bres, à l’aide  de  procédés  géométriques,  qui  auront  d’autant 
plus  d’élégance,  qu’ils  rendront  la  figure  moins  confuse.  C’est 
ce  qu’on  appelle  construire  la  valeur  de  l’inconnue. 

322.  Remarquons,  avant  tout,  que  le  calcul  dont  il  vient 
d’être  question  ne  peut  avoir  pour  élémens  que  des  rapports 
de  lignes;  en  sorte  que  la  ligne  A ne  peut  y être  introduite 
qu’en  ayant  égard  à son  rapport  avec  une  autre  ligne  B,  qu’on  ^ 

peut  prendre  pour  unité  (n*  i^5).  Alors représente  un  nom- 
bre abstrait,  auquel  on  peut  substituer  celui  de  deux  autres 
grandeurs  quelconques  a et  A , pourvu  qu’on  ait  -^  = 

Il  n’entre  donc,  dans  les  calculs,  que  des  expressions  telles 

que  ^ • Or,  il  suit  des  règles  mêmes  du  calcul , que  toutes* 

combinaisons  de  ces  élémens  par  voie  de  multiplication , di- 
vision, réduction  au  même  dénominateur,  etc.,  doit  conduire 
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à un  résultat  homogène,  c.-à-d.,  dont  les  termes  renjerment 
lousleméme  nombre  de  fadeurs.  Ainsi,  les  lettres  a,bfC..-.  qui 
entrent  dans  une  formule  peuvent  y désigner  des  lignes  au  lieu 
de  nombres,  et  les  termes  doivent  être  homogènes  : s’il  n’en 
est  pas  ainsi,  quelqu’une  de  ces  lignes,  telles  quer,  a dû  être 
prise  ponr  l’unité,  qui  n’est  d’ailleurs  qu’une  longueur  arbi- 
traire et  connue  (n°  36).  Dans  ce  cas,  on  peut  rétablir  le  fac- 
teur r partout  où  il  a dû  disparaître , lorsqu’on  a posé  r=  i , _ , 
c.— à-d.,  introduire  r et  des  puissances  convenables  de  r dans 
les  divers  termes , afin  qu’ils  redeviennent  homogènes.  Pour 
que  les  quantités 

V T‘ 

— d a — b /fi±a\  '■t 
b^^a^—c  ’ I fi-ab' 

« représentent  des  lignes,  elles  doivent  revenir  à 

aa'c-f-ûùV — dH  {a—~b)r*  //r*  ±iar\ 

— cr'  ’ r’ -f^ ab  ’ V ' ^ ' 

En  effet , par  ex.,  x=  \/m  , en  faisant  évanouir  le  ra- 
dical, devient  2x*c=  i ±a,  qui,  en  restituant  des  puissances 
convenables  de  r,  devient  2X’“  = r‘  ±iar.  Mise  sous  cette'forme, 
on  peut  prendre  dans  l’expression  pour  unité  tout  autre  signe 
que  r,  et  même  une  longueur  qui  n’y  entre  pas. 

Lorsqu’une  formule  sera  homogène,  nous  en  évaluerons  le 
degré  par  le  nombre  des  facteurs  de  l’un  de  ses  termes , si  elle 
est  entière  ; on  retranchera  le  degré  du  dénominateur  de  celui 
du  numérateur,  si  elle  est  fractionnaire  ; enfin , on  divisera  le 
degré  de  la  fraction  par  l’ordre  du  radical  qui  l'aiTecte , si  elle 
est  irrationnelle.  Concluons  de  là  qu’eu  général,  pour  qu’une 
fraction  représente  une  ligne,  c.-à-d.  soit  linéaire,  il  faut  que 
chaque  terme  du  numérateur  ait  un  facteur  de  plus  que  dans 
le  dénominateur;  et  s’il  entre  un  radical,  il  doit  affecter  une 
quantité  de  même  degré  que  lui:  le  radical  carré  précédera 
une  fraction  du  second  degré,  etc.;  les  formules  de  première 
dimension,  c.-à-d.  du  1"  degré,  sont  constructibles  par  une 
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ligne  ; celle  de  seconde  dimension  par  une  (dre  ; ,en^  celles  de 
troisihne  dimension  représentent  un  volume  : et  si  elles  ne  sont 
pas  homogènes,  ou  les  rend  telles  en  distribuant  de«  puis* 
sances  convenables  de  la  ligne  r qui  y a été  prise  pour  unité.  ' 


3a3.  Toute  fraction  monome  linéaire  ne  peut  être  que  de  la 

ab  abc  abcd  ,, 

^ ; celle-ci,  par  e?.. 


, a 6 c , , , 1 

équivaut  a -X 7. X - Xa;  de  sorte  quon  voit  que  la  ligne 

^ J 8 

d doit  être  prise  autant  de  fois  qu’il  y a d^miités  dans  le  pro- 
duit des  rapports  abstraits  - , 

Ç J 8 

1°.  La  construction  de  x=  n’offre  pas  de  difficulté  ; x est 

une  quatriètite  proportionnelle  à c,  a et  On  sait  la  trouver 
( n*  a 1 7 , fig.  6a  ) ; on  pourrait  même  faire  usage  des  théorèmes 
(n®‘  2ï5  et  aa8). 

a®.  Pour  X , op  dierobara  une  ligne  k=s~  , et  l’on 
de  d 

aura.VESf— ; ainsi  deiur  4"  P<^9PPttionnellet  donneront  x. 

S*.  De  même  x=  » construit  en  faisant  k sa 

, e 

et  l’on  & XXX  — . Il  faut  trois  constructions. 

/ 8 

Et  ainsi  de  suite. 

3a4-  Pour  la  fraction  polynôme  x = 

lé  dénominateur  est  monome,  on  écrit  x=  -f-  ~ i 

Im  Im  Im 

on  construit  chaque  fraction  Ik  part , et  l’on  a trois  ligosa  à 
ajouter  ou  à soustraire. 

— 

Cependant  si  l’on  a x—  — - — , il  sera  plus  court  de  faire 
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(a-l-i)  (a  — b)‘  i J J 1 L /e 

xz=i- — ! — — r,  c.rà-d.  de  chercher  uue  4 propor- 

tionnelle au»  lignes  c,  a-{-  à ela — b. 

325.  On  rend  le  dénominateur  nionome,  lorsqu’il  ne  l’est 
pas,  en  l’égalant  à un  seul  ternie  de  même  dimension,  et^dont 
on  prend  à volonté  tous  les  facteurs,  excepté  l’un  jr  qui  y est 
inconnu,  et  qu’on  détermine  ainsi  qu’il  vient  d’être  dit.  Par 

ex.,  pour  x=  fera  -J- cd  =:  qy* ; 

,,  , abc  def  bc  ‘def  , , cd 

d’oùx= h — = H — , etj-  = ôH . 

«r  jr  ^ ajr  * a 

Cette  équ.  donne  j';  la  i'‘  fait  ensuite  connaître  x. 

Pour  X = ^ > ou  fera  le  dénominateur 

q‘i  — klq  + cmd 

. .kl  , cmd 

(fl  — klq-^cmd=q^j\  d où  1 On  tirej^s::» — — — 
une  fois^  connu , on  a 

abc^  . qh  m'p 

^ ^ r q‘y' 

Le  choix  des  facteurs  de  l’inconnue  se  fait  quelquefois  de 

manière  à rendre  les  constructions  plus  simples;  un  peu  d’a- 
dresse et  d’exercice  facilitent  l’application  du  principe  général  : 

. . aie* — a*i*  , . m(c — ni)  ..  ab 

ainsi  X = — r — devient  a:  = , en  faisant  — . 

aic-f-e^  c -f- m c 


326.  Les  Constructions  radicales  se  ramènent  à la  forme 

■ V^(oi)  PU  V^(q*  dz  i*)  : 

Vlflb)  est  uue  moyenne  proportionnelle  entre  a et  i ; on  la 
construit  comme  il  a été  dit  ( n**  226 , iig.  qS)  ; on  pourrait  aussi 
la  trouver  à l'aide  des  théorèmes  ( n®*  229 , 228) 

Quant  à \/(o’ ± i‘) , c’est  un  côté  d’un  triangle  rectangle 
dont  a et  i sont  les  autres  côtés.  Pour  ^ (a*->-  i*) , on  prendra 
( fig.  92)  ÀB  =a,  jiC  =i  sur  deux  lignes  indéfinies  AB,  BC 
à angle  droit;  l’hypoténuse  BC  est  p^(a'+i*).  De  même  « 
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pour  V/(a*— é*),  on  tracera,  comme  ci-dessus,  les  lignes  AB 

et  AC’,  on  prendra  AB  =6;  puis  du  centre  B avec  le  rayon* 

BC=za,  on  marquera  le  point  C,  AC  sera  V^(a'  — b').  Ou 

autrement,  sur  la  ligne  BC=a  comme  diamètre,  on  décrira 

le  demi-cercle  ABC-,  puis  du  centre  B avec  le  rayon  /.B=zb, 

on  marquera  le  pointé;  AC  set  a — A’). 

327.  Pour  construire  toute  quantité  affectée  d’un  radical 

carré,  comme  elle  doit  avoir  deux  dimensions,  on  l’égalera  à 

un  produit  ajT’,'a  étant  une  quantité  qu’on  choisira  à volonté  ; 

etjr  une  inconnue;  on  aura  alors  x=  La  valeur  de^ 

se  déduira  aisément  ; elle  sera  une  fraction  qu’on  construira 

par  les  principes  ci-dessus. 

O . //aé’-f-cd’\  ab‘‘~^cd* 

Soit,  par  ex.,  x=  ^ ^ j : «>»  fera  ^ ajr . 

1,  . b*  c(B 

(lou^=-^-j—.-| — rs—. — on  construira  par  une  3*  et 


on  construira  j par  une  3* 
= V{ay). 


b-f-c  a(b+c)  ’ 

deux  4**  proportionnelles  : enfin  on  aura  x: 

Au  reste,  le  procédé  général  se  simplifie  souvent  avec  un  peu 
d’adresse;  ainsi,  pour  [/(ac-^-bd),  on  fera  bdxzajr-  d’où 

j'rs.^et  x=  ^/[a  (c+J")]-  De  même  x=^{ab  -i-  bc)  de- 
vient x=  ^/[(a-4*  c)ù].  Voy.  aussi  (n“  Sag,  V)la  construc- 
tion de  v/( 

SaS.Quoiqù’on  puisse  construire  par  cette  voiex=  v/(a“d:A*L 
cependant  la  construction  du  triangle  rectangle  donne  une 
solution  plus  simple  : c’est  pourquoi  il  arrive  souvent  qu’on 

ramène  à cette  forme  les  quantités  radicales.  Ainsi 

X—  vicf'âzbc')  devient x=  ^/(a’ it j-’) , en  faisant = ùc  ; 
d’où  j'ss  V/(ùc). 

De  même  x=  V/(a’  + ^*“4"0*+d’...)  se  construit  ainsi.  On 
fait^=  V/(a*-J-i‘);  sur  les  côtés  AB,  BCAs.  l’angle  droit  B 
(fig.  ig4)ï  on  prend  AB— a,  BC  = l’hypoténuse  AC  estj^. 

On  a x=  \/(j^  + c*4-d“4- );  on  faity  = \/(j'*  + o’)  : 

ainsi,  sur  Z>Cperpend.  à AC,  on  prend  CD-=.c,  et  AD  est  Y ; 
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«i'«ù  X r-  4/0^* -H#* +...),  «t  *»nai  de  suite.  L«  dernière  hypo- 
ténuse AF  est  X.  {Voj.  pour  la  construction  de  \/n  et  v/î- 
O®  3ag,  IX  et  V.) 

Pour  x=V^(o<?— ^4-mf on  fera  iodifféremment 
ou  ac — aj-, 

d'où 


r=c—-&  + et  x=  i/Caj')  ; 


oit  bien  acxxy* ^fg's=.t',  mq-=it',_  rdsziA, 

d’où  XXX  V^Cf*+  **  “*  — *')  ; la  construction  précédente, 

Gonycaablcinent  modifiée  donnera  x. 


Enfin  si  l'on  a x=  ^ 


, on  fera. . . . 


«ù-f-cd/’ 

J"'  âù^cd’  * *I  no  restera  plus  qu'à 

obtenir  J-,  On  fera  c*  -f-  d’=  s*  et  ai  + cdas  f*  ; f et  t se  trou- 


c*-fd* 


▼eront  aisément , et  l’on  aura  y'  = 


3ag.  Appliquons  ces  principes  à quelques  exemples. 

I.  Partager  une  ligueur  AC  (fig.  igS  ) eif  deuxpgriiej  CB, 

AB,  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  donné  de  m.  à n. 

Soient  AC=sa,  <?jS=x;  on  a AB=a—x,  et,  d’après  la 

...  X m J,  , am  „ 

condition  présente,  = — ; a ou  x = — — — . ùur  une 

* fl— X n iit^n 

ligne  quelconque  EC,  on  prendra  CO  sxnt,  EDi^n,  si  m 

et  n sont  des  lignes  ; si  ce  sont  des  nombres , on  portera  une 

ouverture  de  compas  arbitraire  m fois  de  C en  O,  et  11  fois 

de  D en  E.  On  mènera  AE  et  sa  parallèle  BD  ; B sera  le  point 

cherché.  t- 

II.  Étant  données  deux  parallèles^C,  DE  (fig.  196I,  «t  un 

point.d,  menerparce  point  une  oblique  vé/,teHfi,  que  la  partie 

J K comprise  entre  les  parallèles  soit  de  longueur  donnéesac. 

Menons  AG  perpend.  sur  DE,  et  faisons  .dG=a,  FG=xi, 

^ , AI  iK  AI  c 

riiicommc  GI  — X-,  on  a ou  puis 
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^/*z=a'  + X*;  donc  x==±^\/(c’— A’).  On  voit  d'abord  que 

le  problème  est  impossible  quant  b est  ^ c,  ou  FG>  IK. 
Pour  construire  celte  valeur,  du  centre  F,  on  décrira  l'arcflH' 
avec  le  rayon  c;  GH  sera  \/(c’  — d*)  ; AI  parallèle  à FH  sera 
la  ligne  cherchée,  puisqu’on  voit  que  IG  est  4*  proportionelle 
à bf  a et  GH. 

Il  y a une  seconde  solution  en  AF  ; c’est  ce  qu’indique  le 
double  signe  de  la  valeur  de  x ( voj.  n“  338). 

III.  Etant  donnés  deux  points  A et  B(fig.  197  )>  et  une 
droite  DD' , décrire  un  cercle  qui  passe  par  ces  deux  points  et 
soit  tangent  àla  droite.  Il  suffitde  trouver  le  pointD  ducontact. 
Soit  donc  prolongée  la  ligne  AB  en  C;  et  fait  CD  = x,  CI=a, 
IBs=.b,  I étant  le  milieu  de  AB.  La  tangente  CD  donne 
( n*sn8)  X’  = CA  x CBx=.  (a — b)  (o+i)  ; d’où  x ~ \/(a*— é’). 
Sur  l’hypoténuse  CI  on  tracera  le  triangle  rectangle  IEC,  dont 
ù et  X sont  les  côtés  de  l’angle  droit,  en  décrivant  le  demi- 
cercle  CEI^  prenant  £I=AI-,  CE  sera  x = CD.  Il  y a une  a* 
solution  en  H , è cause  de  la  valeur  négative  de  x(n"  338). 

ÎV . Deux  parallèles  'AE , B F (fig.  198  ) et  leur  perpend.  AB 
étant  données,  mener  une  sécante  EF,  telle  que  AC,  moiüé 
de  AB,  soitmoyenneproportionnelle  entre  les  segmens 
Soient  AExsix,  BF—y,  AC=a  i om.  a*x=.xy  x le 'pro- 
blème est  donc  Indéterminé  (n**  117),  elle  nombre  des  solu- 
tions infini.  Parmi  les  diverses  manières  de  les  obtenir,  la  sui- 
vante est  assez  élégante. 

■» 

Soit  CDxar,  D étant  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  cher- 
chée EF,  avec  CD  perpendiculaire  sur  AB  en  son  milieu  C; 
IV  perpend.  è CD  donne  les  deux  triangles  égaux  EDI,  F DF;. 
ainsij-=r-+-/F,  x = r — lE,  d’où  x-i-y=z9.r.  Éliminant 
y de  a^z=xy,  on  a x’  — arx  = — a'-,  r est  ici  arbitraire, 
et  l’on  a xxérdi  y/(r^—  a’).  On  devra  donc  prendre  le  point 
D ,'  tel  que  r soit  >0,  ou  CD  > AC  : le  cercle  décrit  du 
centre  D avec  le  rayon  r donne /?/=  y/(r’  — <i')  ; donc  le» 
peints  £ et  F d’intersection  satisfont  è la  condition,  ainsi 
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que  E F . Chaque  centre  D donne  ainsi  deux  solutions 

EF,  EF. 

V.  Par  le  point  A (fig.  ao4),  mener  une  corde  ABD  dont 

* m 

les  segmens  BA,  AD  aient  entre  eux  un  rapport  donné  = — . 

Menons  le  diainètre  H AG-,  soit  CHssr,  CA  = b,  AD=.x  : 
on  a HA  X AG=  BAx.  AD,  d’oùr*  — è*s=ar  X B A ; uiais, 


par  condition,  B A = donc  = r*  — A’.  Faisons 

n n 


r* — F=k' , nous  aurons  x 


/nk' 


quantité  facile  à cons- 


truire. On  pourrait  lui  donner  la  forme  x=  — {mri),  et  il 

faudrait  trouver  une  moyenne  et  une  4*  proportionnelle  ; mais 
on  doit  préférer  le  procédé  suivant.  Remplaçons  le  rapport  de 

^ par  celui  des  deux  carrés  : sur  une  ligne  indéfinie  (fig.  >99), 

FE  * w 

prenons  DF  et  FE,  tels  qu'on  ait — ; décrivons  le 
demi-cercle  DAE,  puis  menons  perpend.  surZ7£,  et  les 


cordes  AD,  AE;  nous  aurons 


AE*  FE 


AD*  DF  m 


(n“22y); 


ainsi x = prenons  donc  AB^k  sur  AD,  prolongé 


s’il  est  nécessaire;  BC  parallèle  à DE,  donnera  AC  = x 
(n®2i6). 

VI.  L'n  polygone  étant  donné,  en  construire  un  semblable, 
les  aires  étant  dans  le  rapport  connu  dem  àa.  Nommons  A 
l’un  des  côtés  du  polygone  donné , x son  homologue  inconnu  ; 
les  aires  étant  ::  m ! n d’une  part,  et  aussi  X A*  : x*de 

l’autre  ( n®  262);  on  a =— * d’oùx=:>^  t / — • On  vient 

X*  n \ m 

de  construire  cette  expression  ( fig.  199)  ; ainsi  x est  une  lon- 
gueur connue.  Il  ne  reste  plus  qu’à  former,  sur  le  côté  x ho- 
mologue à A , une  figure  semblable  à la  proposée  (n®  242).  La 
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même  construction  s’applique  aussi  aux  cercles  (n”  263,  3”.); 
mein  sont  ici  des  lignes  ou  des  nombres  donnés. 

Pour  trouver  le  rapport  de  deux  figures  données  semblables, 
ÂfiC...,  abc...  (fig.  ii8),on  pi'end  sur  les  côtes  d’un  angle 
droit  DAE  (fig.  199)  des  parties y^Cégales  à deux  lignes 
homologues  des  figures  proposées  : la  droite  est  coupée  par 
sa  perpend.  AG  en  deux  segmens  BG,  CG,  qui  ont  le  même 
rapport  que  ces  figures. 

VII.  Cherchons  une  figure  X semblable  à une  autre  P et 
égale  à une  troisième  Q.  P et  Ç sont  donnés  : prenons  un  côté  A 

P aP 

de  P,  et  soit  x son  homologue  inconnu,  on  a — = — -,  d’où 

X 

P A*^ 

^ , puisque  X=Q.  Soient  M et  N les  côtés  de  deux 

carrés  équivalens  à P et  Q (n®  ^5’]),  ou  deux  carrés  M'  et  N* 
qui  aient  même  rapport  que  ceux-ci  (fig.  >99):  il  en  résultera 
AI  A 

— = ; ainsi  x est  4*  proportionnelle  à 4/,  N et  A. 

VIII.  Trouver  deux  lignes  x et  y , qui  aient  même  rapport 
que  deux  parallélogrammes  donnés.  Les  bases  étant  B,  b,  les 

X BU 

hauteurs  .0,  h,  on  doit  avoir  - = -7^.  Si  l’on  donne  r,  une 

J bh  ’ 

construction  facile  (n®  3a3)  fera  connaître  x.  Mais  si  ces  deux 
lignes  sont  inconnues,  l’une  est  arbitraire  ; et  l'on  peut  prendre 
BH 

j = b,  d’où  X — X est  alors  une  4*  proportionnelle  à A, 

• s 

H et  B.  Ce  problème  revient  à construire  un  rectangle  h\,dont 
on  a la  hauteurh,  et  dont  Faine  équivaut  à celle  d un  rectàngle 
donné  BH. 

IX.  Pçur  construire  \/n,  on  peut  prendre  une  moyenne  pro- 
portionnelle ( n®  226)  entre  n et  t . On  remarque  (n®*  238 , 289) 
que  si  l’on  décrit  le  cercle  qui  a l’unité  pour  rayon,  en  y ins- 
crivant un  carré  et  un  triangle  équilatéral , leur  côtés  sont  V/a 
et  V/3.  Quant  à \/5,  \/6. . . . , la  construction  (u®  3a8)  s’ap- 
pliqueà  cette  recherche  ; car,  sur  l’angle  droit  CB  A (fig.  194), 
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prenons  AB=s.i,  CB=  i,  on  aura  De  même 

CD=  I,  donne  AD^rr.  ^/6,  etc.  ' 

33o.  L’équation  du  second  degré  x‘'-\-px-=q  suppose  une 
ligne  r prise  pourune  unité  (11°  32*2);  il  faudrait  donc  remplacer  ÿ 
par  qr,  ou  plutôt  par  m',  en  faisant  m'‘  3=  qr.  Les  racines  de 

x'-^px=s  m’sont  x = — +î Qn  les  construit 

aisément  d’après  les  procédés  généraux  <[ue  nous  arons  indi- 
qués ; mais  il  est  plus  élégant  d'opérer  comme  il  suit. 

I*.  Si  l'on  ax’— /jx=r  — m*,  comme  m’x=x(/?  — x),  m 
est  moyen  proportionnel  entre  x et  p — x.  Si  donc  on  élève 
(fig.  200)  AD  = m perpend.  sur  AB—p,  puisjsi  l’on  décrit  la 
demi-circonférence  AEB  sur  le  diamètre  AB,  DE  parallèle 
. à AB  donne  les  points  E,  E' , pour  lesquels  la  perpend.  EF 
ou  EF  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmens  du  dia* 
mètre.  Les  deux  racines  sont  donc  x—  AF  et  xzx?  AF. 

2*.  Si  l’on  a x* — px  = m’,  comme  m est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  xet  x — p,  avec  le  rayon  AD  = ^ p (fig.  io3), 
on  décrira  le  cercle  AEF,  puis  prenant  sur  la  tangente  une 
longueur  y/ C=m,  la  sécante  CÆiF  passant  par  le  centre,  donne 
x= CE  et = — CF,  piâsque  = CE  x CF, 

3®.  Si  l’on  a x’  -4-/>x=ï:dr  wi%  on  fera  la  même  construction 
que  dans  les  cas  précédons  ; seulement  les  racines  sont  chan- 
gées de  signe,  puisqu’il  sufSt  de  changer  x en — x,  pour  re- 
tomber sur  les  équ.  déjà  traitées. 

X.  Soit  proposé,  par  ex.,  de  mener  par  le  point  A la  corde 
BD  (fig.  204 )>  dont  la  langueur  soit  donnée  =c.  Conservant 
la  nbtation  du  problème  Y,  uous  avons  encore  r*  — F,  ou 
A*=xX  BA,  par  condition;  BA^c — x ; donc  ^'=(c — x)x. 

, XI . Couper  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison ^ il  faut 
trouver  sur  la  ligne  AC=a{&^.  io3)  un  point  B tel  que  le 
segment  5C==x,  soit  moyen  proportionnel  entre  la  ligne  AC, 
et  le  petit  segment  AB=.a  — x,  d’où  x’=a  (a — x),  et 
x=—^a±.Ÿ'ia‘+la'). 

Le  radical  est  l’hypoténuse  CD  du  triangle  rectangle  ADC, 


\ 


- . . .by  Google 


DRS  SIGNES  EN  OÉOM#.TRlE.  55 1 

dont  le  côté  Aü-=\a=\  AC  ; ce  triarïgle  est  facile  à cons- 
truire : on  a donc  x = — ï 4-  CD.  Du  centre  D,  avec  le  rayon 
AD,  décrives  le  cercle  EAF\  CE  est  — x;  on  porte  CE  de  C 
en  B,  et  le  problème  est  résolu,  comme  on  l’a  fait  p.  ayS. 
Quant  à la  a'  racine,  elle  ne  convient  pas  ô la  question}  pour 
l’interpréter  (n°  107),  il  faut  changer  x en — x dans  l’équ.  ci- 
dessus  qui  devient  x*  = £f  (a 4-x)  ; et  donne  x=z\a  4-  CD=z 
CF  I on  portera  CF  de  C en  D,  et  ce  point  D donnera  DC 
moyen  proportionnel  en  DA  et  CA.  Les  deux  solutions  con- 
viendront à cette  question  : Trouver  sur  la  droite  indéjinie  AC 
un  point  B ou  D,  tel  que  sa  distance  au  point  C soit  mojenne 
proportionnelle  entre  sa  distance  au  point  A et  la  longueur  AC. 

33 1.  Pour  construire  les  formules  de  deux  dimensions , on 
les  réduit  à deux  facteurs  BH  (comme  n°  3ay);  l’un  est  la 
base,  l’autre  la  hauteur  du  rectangle,  dont  l’aire  a pour  va- 
leur l’expression  proposée.  Ainsi,  poiirx=  \/ cd{a‘  — b'),  on 
fera  a’  — cd  — H*\  B et  H seront  des  lignes  faciles  à 

trouver,  et  l’on  aura  x = BH,  rectangle  connu. 

Mais  si  l’on  veut  que  l’aire  cherchée  soit  un  parallélogramme 
ou  un  triangle,  etc.,  comme  la  base  et  la  hauteur  ne  suffisent 
plus  pour  déterminer  la  Bgure , le  problème  admet  une  infinité 
de  solutions,  et  n'est  déterminé  que  si  l’on  donne  une  autre 
condition,  telle  qu’un  angle,  ou  le  rapport  des  côtés,  etc. 

Pour  former  un  triangle  équivalent  à un  cercle  dont  le  rayon 

est  R=a  prendra  le  diamètre  îB  pour  hase , et  la 

hauteur  sera  une  ligne  A égale  à la  demi-circonférence,  ou' 

Ces  valeurs  se  constmisent  par  la  Bg.igg. 

et  il  reste  ensuite  à tracer  on  triangle  dont  on  prend  uti  angle 
à volonté. 

33a.  Toute  formule  à trois  dimensions  se  réduit  à un  pro- 
duit de  trois  facteurs , x = ABC,  qui  sont  les  dimensions  d’un 
paraHétépipède  rectangle , dont  le  volume  «st  x.  On  peut  aussi 
coatltuire  cette  expression  par  un  cube , ce  qui  constitue  la 
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Cubatureàe»  corps,  ou  par  des  tétraèdres,  des  cylindres,  etc. 

Sur  les  Signes  des  quantités  dans  V Algèbre  appliquée 
à la  Géométrie. 

333.  Lorsque  deux  figures  ne  diffèrent  l’une  de  l’autre  que 
par  la  grandeur  de  leurs  parties,  qui  y sont  d’ailleurs  disposées 
dans  le  même  ordre,  on  dit  que  ces  figures  sont  Directes. 
Si  les  quantités  a^b,c,d....x,  qui  composent  la  i'^,  sont  liées 
par  une  équ.  X=o,ellea  également  lieu  pour  la  2*. Mais  si  les 
deux  figures  diffèrent  en  outre  par  la  disposition  de  quelques- 
unes  de  leurs  parties,  de  sorte,  par  ex.,  qu’on  ait  a:  =a — b 
dans  la  i'’*  et  x-=.b  — a dans  la  2*,  on  dit  alors  qu’elles  sont 
Indirectes  {*).  L’équ.  X=o,  qui  a eu  lieu  pour  l’une,  peut 
avoir  besoin  de  quelques  modifications  pour  devenir  applicable 
à l’autre  ; c’est  ce  qu’il  s’agit  d’examiner. 

En  nommant  x le  segment  CD  (fig.  190  et  193)  formé  par 
la  perpend.  BD  sur  la  base'yfC du  triangle  ABC,  et  a,  b,  c 
les  côtés  opposés  aux  angles  A,B,C,  on  a (page  268) 

BD*—c^—AD'=:a'  — x',  c' = a' ^ AD' — (i). 

Mettant  pour  yfZÎ  sa  valeur  AC — CD  = b — ar(fig.  193),  ou 
OM  AC-^CD=b+x{&^.  190),  on  a 

c’=a’-f-i*  — 2ÔX,  ou  2ÔX.  . . (2). 

Les  figures  193  et  190  sont  indirectes,  puisque  xxxb — AD  dans 
l’une,  et  x— AD  — b dans  l’autre  : chacune  des  formules  (a) 
n’est  directementapplicable  qu’à  l’une  des  fig.  Maislaformule(  1 ) 
appartenant  à l’une  et  à l’autre,  la  substitution  de  la  valeur  de 
AD'i  a seule  introduit  des  différences  qui,  ne  provenant  que 
du  signe  de  x,  montrent  que  l’une  de  ces  équ.  (2)  doit  se  dé- 
duire de  l’autre  en  changeant  x en — x. 

334-  Ën  général,  si,  entre  les  quamtités  a,  b,  c, ..  x qui 
composent  deux  figures  indirectes , on  a les  équ.  o pour 


(*}  Carnet,  qni  est  l’auteur  de  cette  théorie,  qu’il  a développée  dans  sa 
Oéométrie  de  position,  nomme  corrélatives  directes\ei  figures  directes,  et  cor- 
relatives  inverses  Aes  figures  indirectes.  Consultez  cet  excellent  ouvrage^ 


Digitized  by  Coogic 


I 


DES  SIGNES  EN  GÉOMÉTHIK.  555 

l’une,  et  X'  = o pour  l’autre,  il  faut  qu’il  y ait  au  moins  une 
li;;ne,  telle  que  a,  qui  soit  la  somme  dans  la  i"  iig. , et  la  diffe-^ 
vence  dans  la  a”  de  deux  autres  betx  -,  de  sorte  «[lie  a-:=ib  — x 
pour  l’uiie,  et  a-=zb~\-x  pour  l’autre.  Or,  on  peut  toujours 
concevoir  une  troisième  équ.  F=o,  vraie  pour  l’une  et  l’autre , 
et  telle  qu’on  en  déduise  X=o,  ou  ,V'  = o,  suivant  qu’on  y 
mettra  i+x,  ou  A — x pour  a. 

Or,  ces  valeurs  de  a ne  différant  que  par  le  signe  de  x,  X et 
X doivent  se  déduire  l’une  de  l’autreen  changeant  x en  — x. 
S’il  y avait  plusieurs  quantités  indirectes,  il  faudrait  eu  dire 
autant  de  chacune  d’elles.  Indiquons  les  moyens  de  reconnaître 
« ces  quantités.  Si  l’on  fait  varier  la  position  des  points  de  laa'fîg. 
pour  la  rendre  directe  avec  la  i^',  en  comparant  les  deux  va- 
• leurs  x = A — a et  a — b,  on  voit  que  a a dû  devenir  > b,  de 

<^b  qu’il  était;  et  comme  la  variation  s’e.st  faite  en  suivant 
la  loi  de  continuité,  il  faut  qu’on  ait  eu  a =6  : ainsi  x a dû 
devenir  nul. 

Par  ex.,  si  C (fig.  ig3)  se  meut  vers  D et  dépasse  ce  point, 
afin  que  la  Gg.  soit  rendue  directe  avec  190  CD,  ou  x,  a été  nul 
lorsque  C'a  passé  sur£f. 

. ^ 1.1/-  A' 

X peut  etre  = ^ ^ pour  I une  des  ng.,  et  = ^ pour 

l’autre;  alors  xauraitpasaé  parfinGui.  C est  doncle  propre  des 
quantités  indirectes  de  ne  pouvoir  être  rendues  directes  par  le 
mouvement  continu  des  parties  de  l’une , sans  se  trouver  dans 
l’intervalle  devenir  zéro  ou  infini. 

• Lors  donc  qu’on  a une  équ.  X = o,  entre  les  lignes  a,  b,  c. . .x 
d’une  figure,  pour  obtenir  celle  X' =0,  qui  convient  à une 
figure  indirecte,  il  faut  simplemeht  changer  le  signe  des  quan-  .. 
tités  indirectes  : on  reconnaît  celles-ci  en  faisant  mouvoir  les 
lignes  de  l’une  des  figures  pour  la  rendre  directe  avec  l’autre } / 
on  distingue  alors  quelles  sont  celles  des  lignes  a, h, c. . . \ 'qui 
passent  par  zéro  ou  par  F infini}  ces  dernières  peuvent  seules 
être  indirectes. 

m 

Mais  ce  caractère  peut  s’offrir  sans  que,  pour  cela  , les  lignes 
qpi  le  présentent  soient  indirectes;  il  faut  en  outre  que  les  rc- 
T.  I.  , 23 
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latious  qu’on  tire  des  deux  tigures , à l’aide  des  théorèmes  con- 
nus , servent,  par  leur  comparaison , à distinguer  les  quantités 
indirectes,  pour  leur  attribuer  ensuite  des  signes  contraires. 
C’est  ainsi  qu’après  avoir  reconnu  que  CD  = x devient  zéro 
(fig.  iqS),  quand  C coïncide  avec  D,  on  doit  ensuite  tirer  les 
valeurs  de  CD,  qui  sont  AC — >^D(fig.  iqS),  elAD — A£ 
( fig.  190)  ; ce  qui  montre  que  x a un  signe  différent. 

335.  Appliquonscette théorie. Dansle  triangle .i^/^C(fig.aoi), 
menons,  par  un  point  donné  D,  une  droite  DF,  et  cherchons 
le  rapport  m des  deux  triangles  ABC,  A EF.  Faisons  BC=a, 
AC'xxb,  AB  = c-,  menons  DI  parallèle  à AC,  et  soient 

.r  J .r  ..r.  T ’ AE'X.AF 

AI —d,  DIz=zf,  AF=zx.  Le  rapport  <t  est= 

(n®a64).  Or,  les  triangles  semblables  A EF,  DI  F donnent 

, 

• J • * * »r»  -e.  • S'AI 

Cette  équ.  suppose  que  le  point  D est  dans  l’angle  IAC-,\ïid.\sâ. 
ce  point  est  en  D'  dans  l’intérieur  du  triangle , on  aura  une 
figure  indirecte  à la  première.  Faisons  mouvoir  D vers  D',  DI 
deviendra  D’  7'j  sans  que  m,  b,  c,  ni  paient  passé  par  o ou  ûo  : 
AI  devenant  AF,  a pu  seul  être  indirect , et  l’est  en  effet,  puis- 
que AI  = IB  — AB  et  AI'  = AB  w/'7î.  Notre  équ.^  n^t 
donc  applicable  ê'ce  cas  qu’apiès  avoir  changé  d ea-r^dj^sa- 
\o\t  abc  [x  — d)=/*\ 

Et  si  D'  se  transporte  en  D",  DT  passeia  par  zéro  pour  être 
DT  i on  s’assure  ensuite  que  DT  est  indirecte,  et  que  y doit 
être  changé  de  signe,  tandis  que«,  b,  c,  d restent  comme  ils 
^ étaient  ; d’oùaéc  (d — Ce  cas,  comparé  au  i",  a com- 
^ poi’t^é  deux  indirectes  d et/t  FF  l’est  pareillement;  mais  cette 
ligne  n’étant  pas  exprimée  par  l’une  des  lettres  du  calcul,  il 
n’a  pas  été  nécessaire  d’y  avoir  égard. 

Enfin,  si  la  droite  DFdoitcouper  l’angle  F AEl  (fig.  201  bù), 
il  est  aisé  de  voir,  en  faisant  tourner  DF  pour  devenirDF', 
que  AF  deviendra'  AF  en  passant  par  zéro,  et  qu’il  faut  chan- 
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çer  X en  — x dans  l'équ.  (yt),  ce  qui  la  cban|;e  en  la  précéiiente. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  traiter  directement  chaque  cas , et 
d’arriver  aux  dqu.  correspondantes:  la  théorie  que  nous  expo- 
sons est  précisément  destinée  à éviter  de  recommencer  ainsi  les 
calculs,  et  à prouver  que  l’une  des  équ.  renferme  toutes  les 
autres,  et  qu’on  peut  en  déduire  celles-ci  par  de  simples  chan-  i 
geinens  de  signes.  Conformément  à l’esprit  de  l’Algèbre,  une  * 
même  équ.  renfermera  doue  tous  les  cas;  il  ne  faut  que  savoir 
interpréter  cette  langue  pour  en  conclure  toutes  les  circons- 
tances que  peut  offrir  la  question. 

336.  Comme  toute  équ.  doit  donner  la  valeur  de  l’une  des 
lettres  qui  y entrent,  il  se  peut  que  précisément  cette  lettre 
soit  celle  qui  a dû  subir  le  changement  de  signe  pour  pouvoir 
s’appliquer  à la  figure  propose'e  ; alors  on  en  tire  une  valeur 
négative , telle  que  x =:  — k , dont  il  est  aisé  de  comprendre  le 
sens.  En  effet,  pour  obtenir  l’équ.  X=o,  on  a dû  supposer  le 
problème  résolu,  et  coustruire  une  figure  d’après  l’état  hypo- 
thétique des  données  et  de  l’inconnue.  La  solution  négative 
qu’on  obtient  annonce  que  la  figure  supposée  ne  peut  s’accor-  ^ 
der  avec  la  question  , et  qu’en  formant  cette  figure,  et  la  pre- 
nant pour  base  des  raisonnemens,  on  a introduit  des  conditions 
contradictoires.  Si  l’on  change  x en — x,  l’équ.  X'  = o n’ap- 
partiendra plus  qu’à  une  figure  indirecte  ; c’es)  à celle-ci , et 
non  à la  figure  supposée,  que> convient  la' solution  xsA.  On 
devra  donc  faire  mouvoir  les  points  de  cette  dernière , jusqu’à 
ce  que  X'=o  convienne , en  faisant,  bien  entendu , passer  par 
O ou  00  quelques  lettres.  Alors  c’est  à la  figure  ainsi  modifiée 
que  convient  la  solution  x = k.  ' 

Appliquons  ces  considérations  à divers  exemples. 

1.  Étant  donné  un  point  D (fig.  201)  hors  du  triangle  yiBC, 
mener  la  droite  DF  telle,  que  les  deux  .triangles  AEFyABC 
soient  dans  un  rapport  donné  «.  D étant-  supposé  dans  l’angle 
JAC,  on  a trouvé  l’équ.  {A),  page  354,  d’où  l’on  tire  deux 
solutions,  l’une  positive,  qui  déti  rmine  le  point  F\  l’antre 
négative,  etquise  rapporte  à la  fig  201  bis,  où  DF' coupe  l’aii- 

23.  . 
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gle  F'AE'\  cela  suit  de  ce  qui  a été'  dit  pour  les  cas  où  x est 
changé  en  — x (*). 

Par  le  point  D,  mener  DF  qui  sépare,  dans  l’angle  indéfini 
CAB,  un  triangle  AEF  égal  à un  carré  donné  q®.  Fermons,  par 
une  droite  quelconque  BC,  le  triangle  ABC,  dont  nous  ferons 
l’aire  = r%  carré  connu  (ii®  a56)  j on  suppose  ou  = q.'  Par 


condition,  q et  rsont  données.  Voilà  donc  notre  rapport  connu 
« — 2-,  et  nous  retombons  sur  le  i"  problème  (*♦). 


II.  Étant  donnée  une  corde  AD  ( fig.  aoa),  du  point  O,  ex- 
trémité du  diamètre  CB  qui  lui  est  perpend, , mener  une 
droite  OE  telle,  que  la  partie  FE,  comprise  entre  la  corde  et 
l’arc,  soit  de  longueur  donnée  m.  Soient  AB  — a,  BO-=zb  , 
FE  = m et  OF’=x;  nous  aurons  OFX  FE  ~AFx  FD.oa 

mx  ■={a  + BF)  {a-^  BF):  ov,  BF^  = x’’  — 6*;  donc 

mx  = o“  A*  — X*,  d’où 

x=— i m±:  é’-hï  "»')•  ' 


L’une  de  ces  solutions  est  positive;  elle  n’ofïre  aucune  diffi- 
culté, etse  construit  aisément:  pour  interpréter  l’autre,  chan- 
geant X en  ^ X,  nous  aurons  mr  = x’  — a’  — b'‘  = BF‘  — a’  ; 


< *;  Voici  divers  problèmes  de  même  nature.  Séparer  d'un  triangle  donné 
ABC , un  triangle  AEF , qui  soit  à ABC  dans  le  rapport  connu  de  m:rt; 

lO.  Par  une  ligne  menée  du  sommet  B,  ou  d'un  point  P de  la  base,  fig.  i34 
(roj'.  n®  a56  et  page  3oi  ) ; 
a®.  Par  une  parallèle  à la  base  ( voy.  page  349  ) i 

3®.  Par  une  ligne  EF  perpendiculaire  à la  base  AC,  fig.  ii^S,  page  338. 

(**)  Si,  par  le  point  donne,  on  mène  une  droite  qui  coupe  un  polygone 
quelconque , et  en  sépare  une  portion  égale  à nn  carré  f,  en  prolongeant  les 
deux  côtés  occupés  par  cette  droite  jusqu'à  leur  rencontre,  Faire  extérieure  au 
polygone , et  comprise  dans  cet  angle , étant  désignée  par  A , celle  qui  est  sé- 
parée de  ce  môme  angle  est  t’  +A.  Si  donc  on  veut  séparer  d’un  polygone 
donné  une  aire  t>  connue , il  sufiira  de  prolonger  deux  côtés  quelconques , et 
do  séparer  de  l’angle  qu'ils  forment , Faire  H-  A.  On  aura  soin  de  comparer 
ainsi  tous  les  côtés , deux  à deux  , pour  obtenir  toutes  les  solutions,  en  né- 
’ gligeant  celles  où  la  sécante  se  trouve  ne  couper  l'un  des  côtés  qu'à  son  pro- 
longement. On  pourrait  encore,  au  lieu  de  donner  prescrire  que  la  partie 
séparé*  du  polygone  fût  à son  aire  dans  le  rapport  donné  de  m à n. 


/ 


Digilized  by  Google 


DES  SlGNis^S  KH  GÉOMÉTRIE.  557 

ce  qui  suppose  BF"^  a ou  BD.  Faisons  donc  tournei'  OF jus- 
qu’en OF'\  ou  voit  qu’alors  a,  b,  x sont  demeurés  directs; 
mais  loi*8que  OF  passe  en  D,  FE  et  FD  sont  rendus  nuis  ; de 
plus  FD  = FD  — fiF  et  FD=BF  — BD  : donc  F'D  est 
indirect  à FD.  Il  en  est  de  même  de  F'£'=m;’car  on  a 
j4  F FL) 

f n®  22  0 PE  — — , où  FD  est  indirecte.  Donc  la  so- 

' FO 

lution  qui  convient  kFO  se  trouve  eu  cliangeant  ici  m en — m, 
ou,  ce  qui  l'evient  au  même,  x en  — x. 

La  question  admet  donc  deux  solutions  à droite  de  OB  ( et 
par  conséquent  deux  à gauche)  ; l'une  est  donnée  par  la  racine 
positive,  l'autre  par  la  racine  négative  ('*‘).  Du  reste  il  pourrait 
arriver  que  la  question  proposée  n’admit  pas  les  solutions 
indirectes  ; c’est  ce  qui  a lieu  lorsque  le  problème  exige  que  FF. 
soit  pris  dans  le  cercle , et  non  au-dehors  : alors  les  solutions 
négatives  deviennent  insignifiantes;  on  en  a vu  des  exemples 
11*  33o. 

III.  Quel  est  le  segment  sphérique  GADI{^^.  1G7)  dont  le  * 
volume  est  égal  à celui  du  cône  CDIGl  On  a vu,  p.  333,  que  le 
secteur  DAG  — ^ srr’A,  en  faisant  la  flèche  A/=h,  d’ailleurs 
le  cône  CDGI  = \ CI  X cercle  DI-=z  — h)  rk'‘,  en  faisamt 
la  demi-corde  Dl=k.  La  condition  imposée  revient  à dire 
que  le  cône  est  la  moitié  du  secteur,  d’où  (r  — h)k‘=r*h; 
mais  £>/ est  moyen  proportionnel. entre  les  segmens  du  dia- 
mètre, ou  k^—kÇ'zr — h)i  ainsi  {ïr—h)  (r — h)—r‘,  ou 
A® — 3rA-|-r’=:  o,  ei  h = ^r  V/5).  De  ces  deux  solutions, 
celle  qui  répond  à -f-  \/5  est  insignifiante , puisqu’il  faut  visi- 
blement que  A soit 

33y.  Il  est  un  genre  de  problèmes  qui  se  rapportent  à cette 
théorie , et  qui  méritent  de  nous  arrêter. 


(*}  Cet  exemple  prouve  que  le  nombre  des  solutions  d'une  question  n'e^t 
pas  toi^ours  donné  par  le  degré  de  Tinconnuef  pour  n'en  omettre  aucune,  il 
faut  faire  varier  la  figure,  la  comparer  avec  toutes  ses  indirectes  , en  laissant 
soujouré  les  données  üxeb 
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Supposons  qu’il  faille  déterminer,  tPajirès  des 
données , un  point  B (fig.  2o3)  sur  une  ligne  fixe 


un  point  arbitraire  A,  qu’on  nomme  Origine,  et  l’os 
la  distance  AB  =x  entre  ces  daux  points.  11  peut  arrivër'aJots 
que  l'étau.  X = o,  qui  renferme  les  conditions  du  problènte,' 
admette  uqe  solution  négsaive  x=^n;  il  s’agit  d’expliquer 
ce  résultat-^  ' ‘ ' “ J 

>.On  a vu  que  x=a  répond  au  problème  proposé,  en  ÿ «up>  ÿ 
posant  cependant  que  x devienne  indirectes  or,  ai  le  point  B»e 
ment  vers  C pour  se  placer  en  B\  AB  sera  nul  lorsque  B iom.— 
borasur..<^  i ensuite  AB  deyiqnc^aindifecte;  car  ABj~  CB~CA, 
et  AB' —CA — CB'. 'Si  donc  rien  u’indiqt^^lipll^e  p^- 
blënie , que  le  point  cbercbé  soit  situé  à droite  de  l’origine  A, 
il  est  clair  que  la  distancex  = n,  portée  de  A,  en.  B',  c,-à-d-  h 
gauche,  y satisfait.  Ou  yy^jinême  que  la  solution  négative 
X— — a indique , dans  JlCs^^^'  une  absvirdité,^  quiproviept  de 
ce  que,  pour  obtenir  cette  éqa.ÿ  on  a supposé  le  point  cherché 
placé  en  B,  à droite  de  l’origii^i  position  contradictoire  à celle 
4|U0ilai, question  comporte,  puisqu’on  a dopuéà  la  figurqhy* 
potbétique,  d’après  laquelle,  .on  a,,obtenvt  Véqu.  ^=^0„une 
forme  indireote de  celle  qu’ellp  devait  affûte i^é^*Binent.  Cqtte 
etisreur  est. rectifiée  en  plaçant  B à gauche. dq  vf,  en  .s,. 

338.  On  doit  conclure  de  là  c[ue  toutes Jes  fois  que  le  but 
‘ un  problhme  est  de  trouver,  sur  une  ligne  fixe  ,la‘distance 
d^un  point  inconnu  à Vorigine,  il  faut  supprimer  le  'signe  des 
solutions  négatives  que  donne  le  calcul,  et  en  porter  les  valeurs 
en  sens  opposé  à celui  ou  on  les  avait  placées  pour  obtenir 
l’équation. 

.J,  C’est  ce  qu’on  a pu  remarquer  dans  le  problème  (n”  329,11), 
’où  l’on  a porté  aussi  l’inconnue  G/(fig-.  ig6)  de  G en  F.  Oe  * 
même  pour  le  problème  III,  on  a pris  GD'  = CO(fig.  197), 
et  D' a été  un  nouveau  point  de  contact  du  cercle  cherché  avec  ■* 
la  droite  DV,  etc.  , 

Résolvons  encore  ce  problème.  ^ ' 

Sur  une  ligue  AC{S^.  2o3),  quel  est  le  point  B^  dont  les 
. ( ^ 


Di., 


■t 
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distance*  aux  points  6xes  A et  C forment  un  produit  donné 
= m’?Soil  AC-=a,  CB’—x-,  on  a AB' =.a — jr,  d’où 

x{a  — x)  = m%  et  r = i adt  ja* — m^). 

Il  sera  facile  de  xonstruire  cette  solution  qui  est  double 
(n°  33o).  Si  a,  x devient  imaginaire  ; mais  il  ne  faut 

pas  en  conclure  qu’U  j;qit,ftbsiirdité  dans  la  question  ; car  Ter.* 
reur  peut  provenir  de  ce  qu’on  a attribué  au  point  cherché  B' 
une  position  qui  ne  lui  convenait  pas.  Plaçons-le  donc  en  B, 
hors  de  l’espace  AC,  alors  CB  = x donne  AB—x  — a,  puis 

a;  ( * — a ) = iw’ , e t ar  = .!  a ±:  V' ( i a* -f- ^ ’)  • 

’ 11  en  résulte  que,  i".  si  la  question  exige  que  le  point  de- 
mandé soit  situé  hors  de  AC,  elle  n’est  jamais  absurde , et  ses 
deux  solutions  sont  l’une  en  B , l’autre  en  E ; celle-là  provient 
de  la  racine  positive,  et  celle-ci  de  la  négative,  oviEC=AB. 

^ 1*.  Si  la  question  exige  que  le  point  soit  situé  entre  A et  C, 
elle  est  absurde , à moins  que  m ne  soit  <^^AC,  c.*à-d.-  que 
le  plus  grand  rectangle  qu’on  puisse  faire  avec  les  deux  parties 
de  AC  est  le  carré  de  sa  moitié  (n°  97,  III.).  On  remarquera 
surtout  que  l’absurdité  indiquée  par  le  symbole  imaginaire 
résulte  précisément  d’une  erreur  de  position  du  point  B,  ana- 
logue à celle  qui  conduit  ordinairement  aux  solutions  néga- 
tives; ce  qui  jette  un  grand  jour  sur  la  théorie  que  nous  avons 
développée;  ».  ^ . 

3°.  Enfin , si  la  question  laisse  la  liberté  de  placer  le  point 
cherché  entre  A et  C,  ou  en  dehors,  elle  admet  a ou  4 solutions, 
suivant  que  ^ a est  <[  ou  ^ m.  Dans  ce  dernier  cas , le  nombre 
des  solutions  n’est  point  donné  parle  secours  de  l’Algèbre  seule, 
ou  plutôt  l'Algèbre  donne  en  effet  tout  ce  qu’elle  doit  donner, 
puisqu’elle  ne  rend  que  ce  qu’on  lui  a confié.  Le  problème  II, 
p.  356,  est  dans  le  même  cas.  ~ ' 

33g.  Dans  fout  problème  de  Géométrie,  il  y a comme  on 
voit , deux  choses  à remarquer.  ' 

1”.  Touù  iqu.  n’est  vraie  que  pour  la  fig.  d’où  on  Va  tirée, 
et  qui  doit  jr  demeurer  annexée}  si  Von  veut  Vappliquer  d une 
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autre  ftg.  indirecte  à la  i”,  on  devra  jr  changer  les  signes  de 

certaines  lettres  désignant  les  données.  !< 

2®.  Quand  l'inconnue  X est  négative,  l’êqu,  doit  elle  est  dé- 
duite est  défectueuse  en  tant  qu’on  l’applique  à la fig.  directe } 
il  faut  jr  changer  la  distribution  des  parties,  pour  l'amener  à 
donner  une  valeur  de  x positive.  Par  ex.,  si  la  longueurs  est 
comptée  sur  une  ligne  fixe,  elle  devra  être  portée  en.' sens  con- 
traire à celui  qu’on  a supposé.  ••  î- 

34o.  Pour  déterminer  la  situation  d’an  point  M sur  un  plan 
(fig.  210),  on  a coutume  d’employer  le  procédé  suivant.  On 
trace  deux  droites  quelconques  Ax,  Ajr,  et  par  le  point  M 

on  mène  les  parallèles  MQ,  MP  à ces  lignes.  Soient 

MQ'=zx=.AP , qu’on  nomme  Y abscisse;  MP=j=.AQ,  qui  est 
Y ordonnée  du  point  M.  Si  ces  longueurs  sont  données , le  lieu 
du  point  M sera  connu , puisqu’on  prenant  AP  = x,  AQ  —jr, 
chacune  des  lignes  PM , QM,  parallèles  à Ajr,  Ax,  devra  con- 
tenir ce  point  ; il  sera  donc  à leur  intersection.  Si  jr  = o,  le 
point  est  situé  sur  Ax\  il  est  sur  lorsque  o;  enfin , 
pour  le  point  A,  aç  et^  sont  nuis  ; Ax  et  Ay  sont  appelés  les 
axes,  A est  Yàfigine,  Yx  et  Yj-  sont  des  coordonnées  de  M. 

Il  est  vrai  que  rien  ne  disant  à priori,  si  le  point  est  placé 
dans  l’angle  yAx,  plutôt  que  dans  ceux  y Ax,  ou 

y'Ax',  la  longueur  X aurait  pu  être  portée  en  AP' , et  de  même 
y en  AQ'\  de  sorte  que  les  quatre  points  M ,N,  M' , N',  satis- 
faisantaux  conditions  données,  il  y aurait  indécision  entre  eux  : 
mais  il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ci-dessus  , que,  i®.  si  le  point  est 
inconnu,  le  calcul  le  déterminera  en  donnant  ses  coordonnées 
X et  y,  et  selon  les  signes  ,**00  assignera  sa  position.  Nous  sup- 
poserons dorénavant  que  les  x positives  sont  comptées  de.<^ 
vers  la  droite;  et  les^  positives  de  A vers  la  partie  supé- 
rieure. Ainsi,  pour  les  points  situés  dans 
i -• 

L’angle  yAx,  tel  <juc  M,  x et  y sont  positifs/ 

■ L'angle  y Ax\  tel  que  ^ y X est  négatif  et  y positif. 

l.-  L'angle  y*  Ax  y tel  que  M.',  X est  positif  et  y négatif. 

‘ , I/angle  xfAy'y  tel  que  N',  x et  y sont  négàjiifs. 

2®,  le  point  r. si  donné , l’cqu.  tirée  de  sa  situation  supposée 
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n’aura  besoin  d’être  modifiée,  quant  à certains  signes,  qu’au- 
tant  qu’on  ferait  varier  la  position  de  ce  point  j et  pour  éviter 
la  nécessité  de  conserver  la  fig.  annexée  à l’cqu.  qui  en  est  ré- 
sullée  , on  suppose  ordinairement  au  point  quelconque  donné 
la  situation  M dans  l’angle  j'y/x,  afin  que  cette  fig.  s’offre  d’elle- 
mème:  on  distingue  aisément  ensuite,  quand  on  veut  appliquer 
!a  formule  à un  ex.,  proposé , s’il  y a lieu  de  changer  les  signes 
des  coordonnées  a;  et^  de  quelque  point  donné. 

L’angle  xAjrAes  coordonnées  est  le  plus  souvent  </roit  y alors 
les  lignes  a:  et^;'  étant  perpendiculaires  aux  axes,  sont  les  dis- 
tances du  point  M k ces  droites,  ce  qui  simplifie  le  discours  et 
facilite  les  constructions. 

II.  TRIGONOMÉTRIE  RECTlllÔNE. 


Des  Sinus,  Cosinus,  Tangentes , etc. 

■ 341.  Jusqu’ici  nous  avons  plutôt  évalué  les  inconnues  en  li- 
gnes qu’en  nombres  ; iependaut  on  sent  que  l'exactitude  des 
solutions  graphiques  dépendant  de  la  perfection  des  instruraens 
et  de  l’adresse  avec  laquelle  on  les  emploie,  pour  obtenir  des 
approximations  aussi  grandes  qu’on  veut,  on  doit  préférer  l’u- 
sage des  nombres.  Comme  on  décompo.sc  toutes  les  figures  rec- 
tilignes en  triangles,  les  opérations  géodésiques  les  plus  com- 
pliquées se  réduisent,  en  dernière  analyse,  à des  résolutions  de 
triangles , c’est-à-dire  à la  recherche  de  la  valeur  numériquede.% 
diverses  parties  qui  les  composent.  La  Trigonométrie  est  la 
doctrine  qui  enseigne  ces  sortes  de  calculs. 

Il  est  nécessaire  de  trouver  des  équ.  qui  lient  les  angles  d’un 
triangle  à ses  côtés,  afin  que. plusieurs  de  ces  parties  étant 
données,  on  puisse  trouver  les  autres.  L’introduction  des  an- 
gles dans  le  calcul  exige  quelques  précautions,  parce  qu’ils  ne 
peuvent  être  rapportés  à la  même  unité  que  les  lignes.  On  a re- 
marqué que  l’angle  BÇA (fig.  206)  .serait  déterminé,  si  la  po- 
sviiou  d’un  point'(|iielconque  du  côté  /^C  l’était  }>ar  rappoijr.t 
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au  côté  j4C.  Décrivons  du  sommet  avee  un  rayon  quelcon- 
que CKf  l’arc /ik  G;  l’abscisse  67et  l’ordonnée  IK  rectangulaires 
déterminent  le  point  K,  et  par  conséquent  l’angle  C;  même 
une  de  ces  longueurs  snffi^’parce  que  le  rayon  est  connu. 

> L’abscisse  (6g.  àÔ9)'fi^d’un  point  quelconque  fi  delà  cir- 
confércuce  s’appelle  le  Cosinus  de  l’arc  AB\  l’ordonnée  ;fiZ7  en 
estle  Sism*)  on  déânit  ahisi  ces  lignes  : le  sinus  «fKAMtrc^A  la 
perpendiculaire  abaisséo  de des  ea:trémité»^^\^ë^  Sur 
le  rayon  'tfui  passe  pa/  VeMre  extrdrnÎÊlff  le  commm  cW.lê  dis- 

taticedu  pied  du  sinus  autce^ire  J^,  . nr  t !;ki  > ù 

- » • • * 

' '1  ’**  t t > ,•  f 

34».  Si  l’on  eùlélevé^G  ( 6g.  ao6)  perpen^culaire  snrCA^ 
et  par  conséquent  tangente  en  G,  l’une  des  longueurs  GH  et 
CB  aurait  aussi  déterminé  l’angle  C et  l’arc  /i(G  : on  nomme 
HG  la  Tangente  et  CH  la  Sécante  de  cet  arc  ; ce  ne  sont  plus , 
comme  en  Géométrie,  des-lignes  indéânies.  La  tangente  tC£ 
d’un  arc  AP  (6g.(4fi5)  çst^la^pçrtie  qu’interceptent , sur  la 
tangente  menée  à Vune  des  extrémités  de  cet  arc,  les  deux 
regrons  qui  le  terminent;  la  séçfinle  CT  est  le  rayon  prolongé 
jusqu’à  lo  toUlg^nte. 

Lorsque  l’arc complément  de^^fi,  est  déterminé , AB 
l’est  égalejnent;  on  peut  donc  6xer  la  grandeur  d’un  arc  AB , 
eu  dooi^nt  Je  sinus  Gfi , la  tangente  EM,  ou  la  sécante  du 
complément  BE:,  c’est  ce  qu’on  nomme  le  Cosisms,  la  Cotan- 
gente et  la  Coséçante  de  l’arc  AB,  ou  le  sinus,  la  tangeutq.et 
la  sécante  du  complément  de  cet  arc.  , « b» 

. 343.’ Le  rayon  étant  donné,  la  grandeur  d’un  angle  ou  d’un 
arc  dépend  de  celle  de  son  sinus , ou  son  cosinus , ou  sa  tau- 
gente,  ou  sa  sécante  , ou  sa  cotaiigente,  ou  sa  cosécante , qu’on 
désigne  par  5tR,  Cos,  Tang,  Séc,  Cot,  Corée.  Nous  pourrons 
donc,  dans  les  calculs,  introduirë  les  arcs  et  les  angles,  en_ 
nous  servant  de  la  même  unité  que  pour  les  lignes  droites,  but 
que  nous  nous  étions  proposé.  Mais,  avant  de  faire  usage  de  ces 
considérations',  comparons  ces  lignes  trigonométriques  entre 
elles , et  cherchons  les  équ.  qui  les  lient,  puisqu’il  est  évident 
qu’nne  seule  étant  connue,  les  autres  en  déj/endent. 
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Le  triangle  rectangle  BCD  (fig.  2o5)  donne  CD*+liD*=sCB*: 
CD  est  le- cosinus,  DB  le  sinus  de  l’arc  AB=za,  CB  est  le 
rayon  R \ donc  ^ “ . 

sin*  a -f- C08*  a = /î’ . . . . (i). 


Le  tringle  rectangle  CAT àonne  CT*=sCA' AT^. 

' se'c’  a ==  tang*  a + . (a). 

Les  triangles  Mmblables  C^p,^C7’.>tf  donnent  - ^ 


CD'  CA  CD  CB 
R sin  a 


BD~  AT  CA~  CT' 


ou 


tang  a: 
Sec  a : 


cos  a 

R*. 


cos  a 


• (3) , I 
• (4)-  . ■ 


Cette  dernière  formule  prouve  que  U rayon  est  meyen  pro- 
portionnel entre  le  cosinus  et  la  sécante  t du  reste , les  équ.  (i), 
(a)  et  (3),  suffisant  pour  exprimer  que  les  triangles  CBD  ,CTA 
sont  rectangles  et  semblables,  la  4*  est  une  conséquence  des 
trois  autres.  Ainsi , ou  ne  doit  pas  regarder  ces  quatre  rela- 
tions comme  distinctes;  elles  n’équivalent  qu’à  trois.  On  peut 
i^ine  s’en  convaincre  directement  en  déduisant  l’une  quel- 
conque des  autres  par  l’élimination.*  '•  - 

344-  formules  doivent  aussi  avoir  lieu  entre  le  sinus , le 
cosinus , la  tangente  et  la  sécante  de  l’arc  EB  complément  de 
AB.  On  peut  doncÿ  changer  le' sinus  en  cosinus,  la  tangeute 
en  cotangente,  etc.; 'mais  les  triangles  semblables  CBD  {ovt. 
CBO),  et  CME  f donnent  directement  ces  nouvelles  relations  ; 
CG  GB  CG  CE  ,,  . 

CE~  EM' 

R cosu  . R’ 

cot  a = — r» — ....(5);  et  coseca  = -; . . . (o). 

sin  U sin  fl 

*•  • 

En  multipliant  les  formules  3 el  ou  comparant  les  deux 
triangles  CTA  et  CME,  on  trouve  que  le  rayon  est  moyen 
proportionnel  entre  la  tangente  et  la  cotangente,  ou 
UngaXcota  = /î*..,  (y). 


f 


U 


Digitized  by  Goo^I 


/ 


364  GÉOMÉIKIE.  AMALYTIQDK. 

Enfin , le  triangle  rectangle  CME  donne 
CM'=zCE'‘-\- EM',  ou  coséc'a  -=z  R'-\-col'  a. ..  (8). 

345.  Ces  8 équ.,  qui  n’en  forment  que  5 distinctes,  servent 
à trouver  les  quantités  sin  a,  cos  a,  tanga,  cota,  seca,  coséc  a, 
lorsque  l’une  est  connue.  Il  suffit  d’un  calcul  simple  pour  éli- 
miner. Par  ex.,  (i)  donne  le  sinus  quand  le  cosinus  est  connu, 
et  réciproquement  ; car 

siuâ  = {/{fl'  — cos’ a),  et  cos  a=  (R'  — sin’ a). 

De  même,  (2)  donne  la  tangente  quand  on  la  sécante , etc. . . . 

346  Parmi  ces  combinaisons,  nous  distinguerons  la  suivante 
à cause  de  son  utilité.  Cherchons  le  cosinus,  étant  donnée  la 

R' 

tangente.  De  (4),  on  tire  cos  a=  — ; — ; et  comme  (2)  donne... 
séc  a:=  + tang’  a),  ou  en  conclut 

tang’a)'  ’ ’ > 

enfin , (3)  donnant  /î  sin  a = ços  a X tang  a,  on  a 


R tang  a 


• ('o). 


V^(ft'-+-tang’a) 

Ou  appelle  j4Dle  sinus—verse  de  l’arc  A£;  d’où 
sin-verse  az=R  — cos  a. 


347.  Par  sin  a,  cos  a il  faut  entendre  le  sinus,  cosi- 

nus. . . d’un  arc  dont  la  longueur  est  a,  le  rayon  étant  fixé 
= fl  ; or,  cette  longueur  dépend  du  rapport  de  l’arc  a,  avec  le 
quadrans,  et  sa  détermination  semble  exiger  un  calcul  ; mais 
lorsqu’on  emploie  les  arcs  pour  mesurer  des  angles,  le  rayon 
est  tout-à- fait  arbitraire;  le.s  arcs  semblables  étant  proportion- 
nels aux  rayons  (n*  182,  3°.),  ce  n’est  plus  la  longueur  absolue  a 
de  l’arc  qui  entre  dans  les  calculs,  mais  son  rapport  avec  le  rayon. 
Les  sinus  croissent  aussi  proportionnellement  aux  rayons. 


l’angle  demeurant  le  même  ( 6g.  206),  puisqu’on  a 


Kl  _B A 
CK~~  CR' 


Le  rapport  flu  sinus  au  rayon  s’appelle  le  Sinus  naturel;  ila  p<iui 
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valeur  le  sinus  de  l'arc  semblable  pris  dans  le  cercle  dont  le 
layon  est  un,  puisque  sin  a et  sont  alors  équivalons . 


Concluons  de  là  que,  i”.  lorsque  le  rayon  sera  ainsi  arbi- 
traire, ce  qui  arrive  la  plupart  du  temps,  nous  ferons  = i, 
pour  siinpIiGer  les  formules;  d’où 

sin’  a -4-  cos*  a=  i , tanç’  a -f-  i = séc’u , taiij;  a.  cota  = i , 


ta  ng  a = 


siu  a 
cos  a’ 


sec  a : 


cos  a 

-,  cota  = , 


etc. 


a*.  Mais  la  supposition  R~i  rendant  les  calculs  propres 
aux  cas  seulement  où  le  rayon  est  arbitraire,  si  l’on  veut  réta- 
blir les  formules  dans  l’état  plus  général  où  le  rayon  R est  dé- 


Slll  t 

terminé  , on  y remplacera  siu  a , cos  a. . . , par 


cos  a 

~RT’ 


ou  plutôt  on  distribuera  des  puissances  convenables  de  /»,  de 
manière  à produire  rhoinogéneilé  (n®  322  ). 

3°.  Lorsqu’on  connaîtra  la  valeur  nuinérit|ue  sin  a du  sinus 

d’un  arc  a,  pris  pour  un  rayon  fî,  on  aura  celle  du  sinus  de  l’arc  > 

d semblable,  dans  le  cercle  ilontle rayon  est  /{',  en  multipliant 

par  le  rapport  du  deuxième  rayon  K au  premier  /î,  car 

sin  a sin  a'  . .R' 

— PP- = — donne  sin  a =— X sma. 

H li  . ^ n 

4°.  Dans  la  mesure  des  angles  j on  n'emploie  pas  la  lon- 
gueur absolue  des  arcs , mais  leur  rapport  au  quadrans  } ainsi , 
par  sin  a,  on  entend  le  sinus  d’un  arc  dont  a est  le  nombre  de 
degrés.  {Voyez  n®  i83.  ) 

348.  L’arc  de  cercle  (de  rayon  R)  dont  la  longueur  esta,  ayant 
pour  graduation  (a®) , exprimée  eu  degrés  et  Iraclions  déci- 
males, ou  (a  ) en  minutes , ou  (a")  en  secoiides , clierclions  des 
relations  entre  ces  quantités.  Le  rayon  étant  1,  la  longueur  de 
la  demi-circonf.  est  (page2‘j8) 

«■=3,i4t59  26536,  Ljr=  0,49714  98737; 

sr  est  la  longueur  de  180"  ou  de  10800  , ou  de  648000"  ; on  a 
180®  ; îv  ;;  (a®)  ; a,d’où»(rt®)=i8o.a;demeixeir(a')=io8oo,a, 
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ir (a*) r=. 64^000.  a-,  donc  en  divisant  parir,  et  posant  * V. 

57“, 39578,  3437', 746,  = 206264', 8, 

on  a R{u°)~fta,  R{a)  R{a")=i/ta. 


Ces  équ.  donnent  la  longueur  a et  un  arc  de  rayon  R,  dont 
on  connaît  la  graduation,  et  réciproquement. 

Si  l’on  fait  » = R,  on  a {et‘)z=p-,p  est  donc  le  nombre  de  de- 
grés de  tare  égal  au  rayon;  p,  p sont  les  nombres  de  mi- 
nutes ou  de  secondes  de  cet  arc.  Courbons  le  rayon  sur  la  cir- 
conférence , il  y occupera  une  longueur  de  (a°)  degrés,  ou  de 
(a')  minutes,  ou  de  (a")  .secondes.  Prenons  ensuite  un  arc  d’un 
t^egré,  uu  (<r'’)=  1,  le  rayon  R étant  i ; nous  avons 

„ I I . 


«= de  inemeu  s=  — — 

arc  I®  arc  i sin  i arc  1 


sini 


aliendu  que  les  arcs  de  1'  et  de  1”  étant  très  petits,  on  peut, 
sans  erreur  sensible  , les  rdlnplacer  par  leurs  sinus  (n®  362)^0u 
conclut  de  là  epse  lorsqu  il  entre , dans  une  expression  analy- 
tique, un  arc  de  cercle  déterminé  peu- 'sa  longueur  a,  le  rajron 
étant  un,  pour  y introduire  à la  place  le  nombre  de  secondes  (a") 
de  cetarc,  il  suffit  de  remplacer  a par  (ja”)sin  i*;  etpar(a')sin  i' 
si  l’on  veut  exprimer  t arc  en  minutes.  On  trouve 

Logjit  = 1,7581a  a63a4,  compl.  = 3,34187  7367K, 

Log /t'  = 3,53637  88838,  eompl.  e 4>48373  (>1173  = X sin  . 

Log/t®  = 5,3i44^  5i33a,  compt."'=  6,fi8557‘48668'=  X sin  i", 


349.  Jusqu’ici  notre  arc  AB  est  <[  le  quadrans  (fig.  2o5  ) ; 
faisons  mouvoir  le  point/?  de  A vers  EHA K.  . /pour  lui  faire 
décrire  le  cercle  entier,  et  suivons  les  variations  qu’épro'uvent 
le  sinus  et  le  cosinus.  En  A lè’  sinùs  = o',  le  cosinus  =;  R.  A 
mesure  que  l’arc  AB  croît,  le  sinus  augmente, *Ié  cosinus  di- 
minue , jusqu’en  E ; le  quadrans  AE  a il  pour  sinus  et  o pour 
cosinus.  « 

Passé  45  degrés  sexagésimaux,  un  arc,  tel  que  53®,  ayant  pour 
complément  37*,  le  sinus  de  l’un  est  le  cosinusde  l’autre  rayant 
donc  une  table  de  sinus  etrde  cosinus  , étendue  jusqu’à  45®,  la 
colonne  des  cosinus  est  aussi  celle  des  sinus  des  arcs  coinplé- 
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iiicntaires,  qui  seul  > 4^*»  ® meuw;  soin  d’y  indi<|u«i'  ces 

coiuplëinens. 

Au-delà  de  90“,  le  sinus  décroît,  le  cosinus  nugniciite: 

011  voit  que  , pour  AEH,  les  triangles  é{<aux  HlC^H/)C  ont 
Hl  = BD',  ainsi,  le  sintû  d un  arc  est  le  meme  que  celui  de 
son  supplément.  La  même  chose  a lieu  pour  le  cosintts,  car 
IC=CD;  seulement,  lorsque  l’arc  est  ]>  l’ie  cosinus  est  né- 
gatif ( 11®  34o).  Pour  la  deiui-circonf.  AEA",  le  sinus-=o,  le 
cosinus  = — R.  * 

Nous  voyons  donc  que  passé  90°,  les  sinus  et  cosinus  se  re- 
produisent; pour  ‘137®  le  sinus  est  le  même  que  celui  de  43®, 
qui  en  est  le  supplément  : on  peut  même  préférer  le  cosinus  de 
47®  qui  lui  équivaut  ; sin  T37®=sin  43®s=cos  47”.  On  voit  qu’i7 
suffit  doter  9 aux  dixaines  et  de  changer  le  sinus  en  cosinu.i, 
lorsque  r arc  passe  yo°:  Cette  remarque  est  surtout  utile  lorsque 
l’arc  est  accompagné  de  iiiinules  et  de  secondes;  de  même 
cos  r37®  17'  32"  = — sin  47“  17'  32". 

Quantaux  autres  lignes  trigonométriques,  on  pourrait  suivre 
de  même  sur  la  ligure  leurs  variations  et  leurs  signes  ; mais  il  est 
préférable  de  recourir  aux  formules  3,  4>  6,  puis(iueM’on 

vient  de  reconnaître  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus.  On  Verra 
donc  que 

sino  =.  O,  coso  = R,  donnent  tang  0—0,  séco  = /î,  coto=oo, 
sin  i*=é:/î,C08i*  =0.'. . . . lang  i»=  00  = sée  i<,  cot  i<  ==  o. 

Dans  le  premier  quadrans  tanga,  sec  a croissent  avec  a;  cota 
décroît  : sin  a est  positif  dans  le  second  quadrans , tang  a,  séc  a 
décroissent , cot  a croît  avec  l’arc  a;  tang  a et  cot  a sont  néga- 
tifs.'  On  voit,  comme  ci-dessus,  que  tang  137®  = — cot  47®, 
cot  137®=— tang  47* 

Dans  les  deux  aülréî!  quadrans',  lé  itin'tis'et  le  cosinus  repre- 
nant les  mêmes  valeurs,  bn  voit  que  fout  arc  plus  grand  que 
le  quadrans,  a pour  sinus,  cosinus,  tangente. . . la  même  va- 
leur, en  ôtant  180“  autant  de  fois  qu’il  est  possible  ; Seulement 
il  faut  avoir  égard  aux  signes;  ceux  du  sinus  et  du  cosinus  sont 
connus  et  servent  à déterminer  les  autres.  Ainsi 
sin  ~ — sin  77®,  tang  643®=  tang  io3®=  — cot  i3". 
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Ces  diverses  propositions  s’expriment  ainsi  : pour  l’arc 
T quad.  -^a. , . . le  sin  = cos  a , le  cos  sîd  a , la  tang  = — cot  a. 

1 quad.  4*  a. . . . le  sin  = — sin  a,  le  cos  = — cos  a y la  tan^  = tang  û. 

3 quad.  . . . le  sin  = — cos  a,  le  cos  ==  sin  a y la  tang  = — cot  a. 

Si  l’arc  passe  4 quadrans,  ou  36o°,^  faut  d'abord  en  retran- 
cher toutes  les  circoufeVences.  On  voit  maintenant  pourquoi  les 

tables  de  sinus,  cos , ne  s’étendent  pas  au-delà  du  quadrans, 

ni  iiicine  du  demi -quadrans. 

350.  Lorsque  l’arc  est  dëteiTuiné,  son  sinus,  sa  tangente,  son 
cosinus.  . . le  sont;  mais  l’inverse  n’est  point  vrai;  ainsi  le  si-' 
nus  Du  ( fig.  2o5  ), appartient  non-seulement  à l’arc  AB,  mais 
aussi  à son  supplément  AH,  et  à ces  arcs  AB  et  AH,  augmentés 
<run  nombre  quelconque  de  circonférences.  Tous  ces  arcs  ne 
donnent  que  deux  angles  supplémcns  l’un  de  l’autre.  On  fera 
le  même  raisonnement  pour  les  cos.  . . On  doit  donc  s’atten- 
dre à trouver  deux  angles  pour  solutions  , toutes  les  fois  que  le 
calcul  aura  déterminé  le  sin  ou  le  cos ...  ; il  reste  ensuite  à né- 
gliger s’il  y a lieu , celle  qui  ne  convient  pas  au  problème.* 

351.  En  regardant  l’arc  y/F  comme  étant  désigné  contraire 

à AB,  on  voit  que  (page  36o  ) ^ 

fiin( — a)=— sin  a,  cos( — a)=cosa,  tang ( — o) .tang o..^ 
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352.  La  résolution  des  triangles  est  renfermée  dans  un  nombre 
convenable  d’équ.  entre  les  côtés  et  les  angles. 

En  prolongeant  BD  { fig.  2o5  ) , on  a BD  = BF\  ainsi  le  si- 
nus  d’un  arc  est  la  moitié  de  la  corde  d'un  arc  double. 

Si  B F est  égal  au  rayon,  il  sera  le  côté  de  l’hexagone  régulier 
inscrit  (238); y/F  sera  le  sixième  de  la  circonf.,  et  B A sera 
le  tiers  de  AE.  Le  sinus  du  tiers  du  quadrans  est  donc  la  moitié 
du  rajon.  Les  formules  (i),  (3),  (5),  donnent 

sin-^»  = i«,  cosi»=i/îv/3',  tang 
on  connaît  aussi  sin  puisque  cos  = sin  : d’où 
sin  I*  = i F 1/3,  cos  ^ F,  tang  f»  = F t/3,  cot  4»  = 
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353.  Lorsque  l’arc  AB  (fig.  2o5)  est  de  45",  ou  la  moitié  de 
AE,  le  triangle  CTA  est  isoscèle;  ainsi  on  a AT=zAC,  ou 
la  tangente  de  45"  est  égale  au  rajon.  Donc 

tang  45°=  /J  = cot  45®»  cos  sin  45®; 

tang  i35®= — /î  = cot  i35®,  sin  i35"=^iî;  2 = — cos  i35". 

354.  Soit  CAB  (fig.  206)  un  triangle  rectangle  en  A ;si  d’un 
angle  aigu  C,  avec  le  rayon  CK  = i,  on  décrit  l’arc  KG,  et  si 
l’on  mène  le  sinus  Kl  et  la  tangente  HG  , C/sera  le  cosinus 
de  C;  or  les  triangles  semblables  CKJ , CHG,  CAB  donnent 

£H—ÇË.  ^ — CG_  CA 

CI~~CA'  KI'~AB^'‘GH~~AB^ 
d’où  CA  = CB  X cos  C,  AB=  CB  X sm  C, 
et  AB  s=  CA  X tang  C. 

Celle-ci  est  le  quotient  de  la  2*  divisée  par  la  1”. 

Donc,  i".  Vn  côté  de  F angle  droit  est  le  produit  de  l’hypoté- 
nuse par  le  cosinus  de  V angle  aigu  compris. . . . {A). 

2".  Un  côté  de  l’angle  droit  est  le  produit  de  Vautre  côté  par 
la  tangente  de  l’angle  aigu  adjacent  à celui-ci (5). 

Nous  représenterons  les  angles  par  A,  B et  C,  et  les  côtés 
qui  leursont  respectivement  opposés  par  a,  b et  c.  Ainsi,  uétant 
l’hypoténuse , A = 90®,  on  a ‘ 

b=.a  cos  C,  c — a cos  /I  = a sin  C {A) , 

e = b tang  C ^ (fl). 

355.  Si  de  l’angle  fl  (fig.  193)  du  triangle  quelconque  ABC, 

on  abaisse  la  perpendiculaire  BD,  l’angle  fl  sera  coupé  en  deux 
angles,  qui  seront  les  complémens  respectifs  de  A et  C.  Nos 
théorèmes  ci-dessus  donnent  BD='AB . sin  A,BD=JBC.  sin  Cj 
d’où  c sin  = a sin  C;  donc  . , 

sin  A sin  fl  sin  C \ \ 

— ^ (C), 

puisqu’on  peut  abaisser  la  perpendiculaire  de  l'angle  C ou  A. 
-\insi , tout  triangle  a les  sinus  de  ses  angles  proportionnels 
aux, côtés  opposés. 

T.  I.  ' 24 

• * 
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- Enclesif'nantpara:lesegment/)y4(222),ouaa’=6’-f'C’“24.ï‘.‘^*  • 
.mais  le  triangle  rectangle  DD  A donne  D A-=:  B Ay<,  coi  A , ou^^i 
x — c cos  A : donc  ■ ■ ' 

aie  C08  A.. . (D).  '.  ; -n!^ 

Si  la  perpendiénUirjB^ÜO  (fig.  190)  tombe  hors  du  triangle^  t * 
il  faut -f-^  2 6jf  au  lien  de — a5!r.  Mais  comme  alors  l’angle  DCA 
est  obtus,  le  cosinus  devenant  négatif,  le  signe  de — ibe  cos  A 
redevient  positif,  et  se  rétablit  de  lui-même  ; donc  notre  for- 
mule s’applique  à tous  les  cas  (SSg).,^  ' Y. 

Les  équ.  A e\.  B servent  à résoudre  les  triangles  rectangles  ; 

Cet  D servent  pour  les  triangles  obliquangles  {Vqjr.  n®  363). 

356.  Soient  deOx  arcs  (fig.  2o-])AB=m,  BD=^-,  cherchons 
les  sÿus  et  cosiqiu^e  leur  somme  AD,  et  de  leur  différence 
.r^/Sj'ionnaissant  les  sinus  et  cosinus  de  « et  fi.  Menons  la  corde 
DK  au  milieu  / de  laquelle  le  rayon  CB  est  perpendiculaire  ; 
puis  les  parallèles  EJ,  KHk  AC,  et  les  perpendiculaires  DP, 
/G’et  KO  ; DP,  est  le  sinus  àe  AD={ci-\;-^')  ; /f  O est  celui  de 
AK^tt — C;  les  cosinus  sont  CP  et  CO:  ces  quatre  quantités 
sont  les  inconnues  du  problème. 

On  voit  que  DE  = EB  ; DE  et  IG  ont  donc  pour  somme 

IG+DE,  ou . . DPz=zsïa{a.+fi), 

et  pour  diiiérence /G  — DE~  HP,  ou  KO=^&\u{a, — 0), 

de  même  El  étant  la  moitié  de  HK,  on  a 
PG  = GO  =£/;  ainsi  CG  et  £/ ont  pour 

somme " CO=cos(tf— 

et  pour  différence CP  =cos  (a+,â), 

donc  sin  {it±:^)^IG±DE,  cos(otrt/5)=3  CGq:£/. 

Il  ne  reste  plus  pour  obtenir  IG,  DE,  CG,  EJ  qu’k  appliquer 
l’équ.  A aux  triangles  rectangles  CIG , DEI,  où  l’angle 
EDI—bl.  Il  vient  /G=C/Xsinet,  DE  = DJ  cos  a. -,  or, 

D/ = sin /8  et  C/=  cos /8  ; ainsi , on  a 

, iG=C/Xsin«e=sin«coSi8, 

OjB=D/x  cos  • = sin /3  cos  « ; 
ou  a de  même  CG=  C/ xcos « = cos«  cos,8 , 

£/=0/X  sin  « = sin  « sin /3  ; 
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d’où  sin(«±:i£s)  = siD  «cos/3±:sin /3  cos  . I(£), 

^ cos(«±:/S)=cos  • cos  |8  ip  sin  « sin  >3 (F).  . . , 

«.* 

Ces  quatre  formules  sont  d’un  usage  très  frequent.  Si  le  rayon, 
au  lieu  d’être  = i , était  R , on  mettrait  simplement  R pour  ' 

■>  diviseur  des  seconds  membres  (347, 

357.  Faisons  a = /3  dans  ces  formules;  en  prenant  le  signe  ». 

supérieur,  on  trouve  - ^ 

sin  (2a)=2sin  « cos  a (G),  ' , ' ' r 

cos(*<«)=cos’«— sin’« {H) 

=2cos*« — 1=1— 2sin*a, 

à cause  de  sin*<»=:i — cos’a.  Telles  sont  les  valeurs  du  sinus  et  . " 
du  cosinus  du  double  de  l’arc  a.  (*).  ^ • 

358.  Si  l’on  regarde  dans  ces  équations  sin  a et  cos  et  comme 
« inconnus,  et  sin  ax,  cos  la.  comme  donnés,  il  faudra  éliminer 

. entre  elles.  Mais  comme  le  calcul  serait  compliqué,  on  préfère  . ' * • 
employer,  au  lieu  de  la  i’*,  i=cos*«-t'Sin’a  ; alors  en  ajoutant 
H,  ou  en  soustrayant , ou  obtient  de  suite 

2COS’ot=:| -f-COS  sa  , a.sin’tf^I— C0S2*. 


Si  donc  on  change  ici  aet  en  et , ce  qui  est  permis , on  a 


COSri 


yt-i-cos  x\ 

i 3in'«  — 

\ 2 > 

{l). 


équ.  qui  donnent  les  sin.  et  cos.  de  la  moitié  d’un  arc.  La  for- 
mule de  la  page  364  devient  ainsi  propre  au  calcul  deslog. 
sin  verse  et=2sin’iet=i — cos  et. 

35g.  Divisons  l’une  par  l’autre  les  formules  E et  F,  il  vient 


(*)  Pour  avoir  les  sinus  et  cosinus  de  3a , on  fait  ce  qui  donne 

sin  3x  = sin  a cos  2a*i*sin  aa  cos  a,  cos  3a  = etc.  ; mais  il  faut  mettre  pour 
sin  2a  et  cos  aa  leurs  valeurs , et  il  vient  . 

sin  3a  =:  3 sin  a — 4 3a=z4  eos'a  — 3 cos  a. 

U est  aisé  de  voir  qu’en  résolvant  ces  équ.  par  rapport  à sin  a et  cos  a,  on  au- 


rait les  sinus  et  cosinus  du  tiers;-on  obtiendrait  de  même  ceuxde4«  et^«,  etc. 


( Vojr.  ci-après , n“  358.) 


24.. 


« 
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sin(a:t(S)  sin  et  c08  d:  sin  /8  cos  a. 
cos(«±|^  cos  a cos /S:;;  sin  a sin  ^ 

Or,  si  l’on  divise  les  deux  termes  du  2'  membre  par  cos  « cos  /3, 
en  remarquant  que  taug  et  , ou  obtient  (■'■) 


tang  — 


cos  et  . 

tang  et  ± tang  /8 
tang  et  tang  ^ 


...W, 


‘i  qui  donne  la  tangente  de  la  somme  et  de  la  différence  de  deux 
arcs.  Si  et  j on  a celle  du  double,  • 


tang  2«  t=- 


2 tang  et 


....  (£.).  ■ 


I — tang’  et 

En  divisant  l’une  par  l’autre  les  équ.  ( T),  il  vient 
tanpiet=  1 /( 

tang, et  yl^i^coset/  sine* 

360.  Ajoutons  et  soustrayons  les  équ.  E ; il  vient  (**) 


cot  a.  cot  iS  :+;  1 

' (*)  On  a de  même  cot  («  ± fl)  = got^^cot»’ 

Si  l’on  fait  « = 45°,  comme  tang  45°  = t,  il  vient 

a*  • • 

\ De  même  les  formules  E et  Fdonnont 

' sin(«+^)_  cotjS  + cotet  _ tang  « 4- tang  ^ 

sin(a  — f)~'  cot/3— cot»  tang  »- tang /3  ; ^ 

sin(et±/3)_  cotj8±cot» tang  et  ± tang  . 

. cos  (.tt^/8)  ~ d:  I -t-cotetcot/8“i  ±tang«tang^’. 
cos(et  + /g)  _ cot/8  — tanget  _ i — tang  et  tang  jS 
, cos  — ~ cot/8  4- tang»  ~ i 4- tang  et  tang  ê’ 


■(» 

(a) 

(3) , 

(4) 

(5) 


(**)  Le  même  calcnl  sur  les  équ.  £ et  F,  combinées  deux  A deux,  donne 
diverses  autres  formules  qui  servent  à remplacer  des  sommes  et  différences 
de  sin  et  cos  par  des  produits  et  des  quo^isns,  pour  pouvoir  faciliter  le 

calcul  logarithmique  (Voy. /ntrod.  d’£u/er  O l’ilnaL  ia/l), 
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siii(«-f-/8)-4-sin(« — (S)=2sin  «.cosjS, 
sin(«(-f/8) — sin(« — /S)=2cos«.sin  /3. 

Divisous  ces  formules  l’une  par  l’autre,  et  faisons,  pour 
abié[;er,  •+^=C,  et» — /3=£;  d’où  l’on  tire  (p.  i5i) 

Donc  ^ tanga tangj(C-|-  B) 

sin  C — sin  B cos  »'  sin  /3  tang  /8  tang{(C — B)' 

La  somme  des  sinus' de  deux  arcs  est  à leur  différence  comme  ^ 

: la  tangente  de  la  demi-somme  de  ces  arcs  est  à la  tangente  de 
, leur  demi-différence. 

, Ona  vu(n®355,  fig.  182),  p=T  , d’où  l’on  tire  (n“  ■jS,  2*.)  , 


sin  B b ' 
sin  C+sin  B c+6 

7^’ 


V ’• 


sin  C — sin  B 

d’une  autre  part  y<+5-f-C=i8o“  donncJ(C-f-Æ)=9o“ — \A^ 
puis  tang;(C-f-^)=cot-j^  : donc  enOn 
c+  b cot'^A  „ 


e — b 


tangi(C— /?)■’■' 


(N). 


V sin  Ad:sinB=ra*in^(X±B).  cob^{A:^B),  • 
cos  A+cos Brxacos  - (A  + Bj.  cos  - (A  — B), 


cos  B — cosA  = 3sin  -fA-f-B).  sin  - (A  — B): 

. 5 a ' 


(6) 

(7) 

(8) 


faisant  A = 90®  dans  la  i'*,  et  B =:  o dans  les  deiix  autres , 

I + sin  B = asin  + cos  ^48°  — ~ ^ ^45°+  J ® ) ’ 

I — sin  B = a cos*  ^45°  "l"  5 ^ ^ ~ ^ (9) 

I +cosA=  acos*  - A ; ' 1 — cos  A = asin*  - A.  (10^  s 

a a ' 

« Faisant  dans  (If),  « = 90®  + *,  on  a tans  ^45*  + ^ • (n) 

Multipliant  entre  elles  les  équ.  (6),  ou  (7)  et  (8),  et  réduisant 
ftin’  A — sin’  B = cos*  B — cps*  A = sin  (A  + B)  x sin  (A  — B ), 

a cos’  A — sin*  B = cos  (A  + B)  x cos  (A  — B).,  (tu) 
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Formation  des  Fables  de  sinus,  cosinus.... 

36i.  Jusqu’ici  ces  formules  sont  stériles  pour  nous  ; et  afin 
de  les  faire  servir  à résoudre  des  triangles , il  faut  d’abord 
connaître  les  sinus  des  angles  donnés,  pour  en  introduire  les 
valeurs  dans  nos  e'qu.  ; ou  bien,  si  elles  sont  destinées  à faire 
connaître  des  angles,  il  faut  assigner  l’arc,  le  sinus  étant  donné. 
11  est  donc  nécessaire  de  former  une  table  de  sinus,  cosinus..., 
^qui  donne  ces  lignes,  lorsqu’on  connaît  ces  arcs,  et  récipro- 
quement. 

« Concevons  donc  qu’ayant  divisé  le  quadrans  en  degrés,  mi- 
• nutes...,  et  le  rayon  en  un  nombre  arbitraire  de  parties 
égales , on  soit  parvenu  à trouver  combien  chaque  sin.,  cos.... 
contient  de  ces  parties  ou  unités,  et  qu’on  ait  inscrit  ces  nom- 
bres près  de  chaque  arc  ; on  aura  formé  une  table  contenant , 
dans  une  colonne , les  graduations  des  arcs  ; dans  une  a*  les 
sinus , dans  une  3‘  les  cos. . . Il  suit  des  équ.  i , 3,  5 que  , 

t •. 


374 


* Effsctuant  diverses  divisions,  on  obtient 

» sinii-f-sinB  i,,  sinA — sinB  , ,, 

• T—, 5 = tang- (A-f.B);  5 j=  cot  - (A  + B);  (li) 

cosA-t*cosB  a'  cosB  — cosA  a*  , '' 

sinA-i-sinB  i sinA  — sinB  t 

K -=cot-(A  — B);  =tang- (A  — B)j  (i5) 

cosB  — cosA  a cosA-t-oosB  a'  /r  \ 1 


cosA+cosBl  DN 

J = = — eot  - (A  B)  X oot  - (A  — B). 

cosA  — cosB  a “ 


a 

i±^  = Ung.  ('450  + iB'l;  l±£2i4=cot.  iA; 

1 — SinB  “ V ^a  /’  i — cosA  a ’ 

s 4ÿ^+-B^  . „ sin>r45»_lB^ 

, i-fsinB sin'  a / 1 — sinB a J 


(16) 

(•7) 


1 + cos  A 

h. 


coa*  - A 
1 


-cosB 


8in*  - 
a 


^ _ sinA  .sinB  sin  A.  cos  6 :É:  sinB.  cos  A 

V tangA±tangB=^dz— = . . cosA.cosB 

^ „ sin  (A  d:  B)  „ sin  (B  ± A) 

tancA±tangB:=: ^ cot A ± cot B 

- ^ cosA.  eosB  sin  A.  sin  B , 

„ ± cos  (A  3:  B)  _ eos  (A  = B ) ;. 

coiAi:tancB  = =• 

cos  A sin  B SinA.  cosB 


* TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE, 
quand  on  a les  sinus,  un  calcul  très  simple  donne  les  cos. , 
tang....  ; ainsi , la  recherche  des  sinus  doit  d’abord  nous  occu- 
per, et  l’on  a ru  (34g)  qu’il  n’est  nécessaire  d’en  pousser  le 
calcul  que  jusqu’à  ^5°,  parce  qu’au-delà  de  cet  arc  les  va- 
leurs se  reproduisent.  Ainsi , il  s’agit  de  calculer  les  sinus  et 
cosinus  de  tous  les  arcs  < 45”,  le  quadrans  étant  partagé  en 
degrés,  minutes. . . . 

La  I " équ.  du  n“  36o,  et  celle  qu’on  obtient  de  même  en  ajou- 
tant ks  équ.  F,  deviennent , en  posant  it=mx,  0=x, 

sinfm-|-  i)T=acos  x.sin  ?nx  — sin  (m  — i)jc,  • 

V 

■ cos  (m  + I ) a:  = acos  x . cos  mx  — cos  (m  — i ) a: . 

• Si  les  arcs  procèdent  dans  l’ordre  x,  2X,  3ar....  (m—~i)x, 
mx , (wi  -f- 1 ) x, . . , a:  est  /e  plus  petit  arc  de  la  table,  et  il  sui  t de 
nos  équ.  que  si  z et  sont  les  sin.  ou  cos.  de  deux  arcs  succes- 
sifs (m — i)  a;  et  ma:,  et/7=cosx,  lesin.  ou  cos.  de  l’arc  suivant 
(m-l-i)  X,  est-=‘2pjr — Z.  Donc,  chacun  des  termes  de  lasérie 
des  sinus  et  de  celle  des  cosinus  dépend  des  deux  termes  qui  le 
précèdent , et  s’obtient  en  multipliant  ceux-ci  par  ap  et  — i , 
et  ajoutant.  . , ' 


36a.  Prenons  l’arc  AC=CB=:AL  (fig.  laa),  et  ineponsla 
corde  AB  et  les  tangentes  LE,  CE  ; nous  avons  (170) 

corde  AB  <C  arc  AB,  LEC^  arc  LAC  ; 
d’où  AI  on  sin  .<rfC<^arc  dC,  EC  ou  tang  AC~^  arc  AC. 


-L’arc  a sa  longueur  comprise  entre  celles  de  son  sin.  et 

SIQ  cos  J» 

de  sa  tang.  ; et  comme  l’éq.  3,  page  363,  donne  ^ ~~R~’ 

dont  le  a' membre  approche  sans  cesse  de  i , à mesure  quex 
décroît;  le  aussi  i pour  Ztmfte,  c.-à-d.  que  le  sinus,  l’arc  ■' 
et  la  tangente  tendent  sans  cesse  vers  V égalité,  l’arc  restant 
intermédiaire. 

Ce  principe  sert  à ca/c«Zc/’/e  sinus  du  plus  petitmrc  de  la  table 


\ 


I 

l 
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car  de  tang  ^ x ou  on  tiresinjx^-ix.cos^  x; 

multipliant  par  z cos^  x,  on  a asinix.cos^x^  x cos’ix,  ou 
sin  X >•  X ( I — sin""^  x ) , et  à plus  forte  raison  sin  x > x — ‘ x’ , 
puisque  sin  jX  < jx  : on  voit  donc  qu'en  re'sultat  sin  x est  in- 
termédiaire à X et  X — -j  x^,  savoir 


sinx>x  — |x\  et  <^x. 

' Qu'on  parte  de  ir=3,i4i5926536  et  log.  jr=o,497i49®7  pou»' 

• calculer  x,  qui  est  une  fraction  déterminée  de  la  demi-circ.  »• , 
et  par  suite  x—jx^j  comme  sin  x est  compris  entre  ces  deux 
limites , les  décimales  communes  seront  une  valeur  approchée 
de  sin  x,  le  rayon  étant  i ; et  si  x est  pris  assez  petit , comme, 
sin  X et  x diilèrent  de  moins  en  moins  , l’approximation  pourra 
être  étendue  à tel  ordre  qu’on  voudra;  sin  x=a.  D’ailleurs, 
on  a 

cos  X =V^  I — sin'x  = ÿ'  (>  + ")(•  — o)—P'i 

donc  le  facteur  zp  est  connu;  et  partant,  de  sin  0=0,  sinx=:a, 
d’une  part  ; de  cos  ox  = i , cos  x =yj  de  l’autre  , par  la  loi 
zpj — Z,  on  calculera  de  proche  en  proche  les  sin  et  cos  des 
arcs  2X,  3x,  ^x. . . 

Parex.,  si  x=3o',  le  180'  du  quadrans  estx=o,oo8726646, 
o, 000000166, x—^x’=o,oo872648j  ainsi  sin  3o'=o,oo8726. 

Si  la  table  doit  procéder  de  minute  en  minute,  avec  6 déci- 
males, tous  les  sinus  d’arcs  3o'  sont  censés  égaux  à l’arc  ; 

sin  i',  2',  3'...  sont-j34  de  0,008726.  D'où  l’on  voit 

qu’il  faudra  d'abord  faire  croître  les  arcs  de  3o'  en  3o',  sauf  à 
les  rapprocher  ensuite , ce  qui  sera  très  facile  : on^ouve. ... 

cos3o'=\/  1,008726x0,991274, 000,999962=1-0,000038. 

Le  facteur  zp  est  2 — 0,000076;  ainsi  il  est  aisé  de  calculer  les 
autres  nombres  de  la  table. 

Eu  général , pour  qu’on  soit  en  droit  de  prendre  x = sin  x, 
il  faut  que  jX^  n'ait  pas  de  chiffre  significatif  dans  les  décimales 
qu’on  doit  conserver.  En  veut-on  8 , par  ex.  ? il  faudra  que  les 

_ . . ■ f-' 

h • 

■> 
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8 i'”  chiffres  de  soient  des  zéro;  et  sans  calculera:’,  on  voit 
«ju’on  devra  descendre  à l’arc  de  lo'. 

Du  reste , il  faut  prendre  plus  de  décimales  qu’on  n’en  veut 
conserver,  afin  d’éviter  que  les  erreurs  s’accumulent  et  que 
les  derniers  chiffres  soient  défectueux.  On  a soin  de  vérifier, 
d’espace  en  espace,  les  résultats  obteuus,  soit  par  les  formules 
des  sin  (a±j8)  et  sin  soit  en  calculant  d’avance,  par  le 
meme  procédé,  les  sinus  de  degré  en  degré,  ou  autrement.  Nous 
donnerons  des  moyens  plus  rapides  d’arriver  aux  valeurs  des 
sin,  cos. . . ; mais  celui-ci  suffit  à notre  objet. 

Au  lieu  de  composer  la  table  avec  les  valeurs  ainsi  obtenues, 
on  préfère,  pour  la  commodité  des  calculs,  y inscrire  leurs 
log.  Comme  les  sinus  sont  plus  petits  que  le  rayon,  il  convient 
de  partager  le  rayon  en  assez  d’unités  pour  que  le  sinus  du  plus 
petit  arc  de  la  table  soit>i,  afin  d’éviter  les  log  négatifs  (n^gt). 
Dans  les'  tables  de  Gallet,  les  arcs  procèdent  de  lo*  en  lo",  et 
le  rayon  a lo  pour  log  (ou  R-=  lo  milliards  ). 

Lorsqu’on  veut  procéder  au  calcul  d’une  formuleoùle  rayon 
est  pris=  i , il  faut  donc  restituer  les  puissances  de  R,  que  la 
supposition  de  /!=  i a fait  disparaître  ( p.  364)  ; ensuite  ou 
recourt  aux  tables  dans  lesquelles  log  R=:  lO.  On  peut  aussi 
laisser  R=i  dans  la  formule,  et  retrancher  \o  de  tous  les  log. 

des  sin,  cos , ce  qui  introduit  des  caractéristiques  négatives. 

Par  exemple  , log  sin  in“=  i,23g6.'...  au  lieu  de  g,23g6....  ; 
log  tang  i“=  2,24i9-.”  an  beu  de  8,24 19 Ces  parties  né- 

gatives ne  sont  pas  un  inconvénient,  et  on  s’habitue  aisément 
à les  employer.  ( Foj.  p.  121.) 

« 

Résolution  des  Triangles. 

' 363. 1.  Triangles  rectangles.  Les  deux  équ.  B,  résolvent 
tous  les  triangles  rectangles  , car  elles  comprennent  les  côtés 
c,  l’hypoténuse  a et  l’angle  C (fig.  206)  : de  ces  4 quantités, 
deux  étant  données,  on  peut  trouver  les  deux  autres,  lin  éli- 
minant C,  on  obtient  même  l’équ.  a'-*  = ô* -f- si  souvent 
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employée.  Faisons  le  rayon  = R dans  les  équ.  ( on  a log 


R=  10), 

- 

Rb  = a cos  C. . 

••  (•), 

Rc  = b tangC. . 

• • w, 

O*  = -{-  c* . . 

..  (3). 

On  ne  peut  rencontrer  que  les  deux  cas  suivans  (*)  : 

i“.  Etant  donnés  un  angle  aigu  C et  un  côté , les  deux  autres 

angles  sont  connus , puisque  =: 

90®,  5=90® — C;  les  deux 

côtés  inconnus  s’obtiennent  ainsi  : 

• 

Connaissant  l’hypoténuse^o,  l’équ.  (i)  donne  le  côté  b. 
Si  l’on  connaît  le  côté  b,  (3)  donne  c,  (i)  l’hypoténuseo. 

Soient,  par  ex.,  C = 33“3o',  b = 
prescrivent  le  calcul  suivant  : 

:45",54,  les  équ.  (i)et  (2) 

• Jog  i 1 ,6583930 

log  R = 10,0000000  logtangC=  9,8307819 

— log  cos  C = 9,9311066 

—log  B =10,0000000 

log  a = 1 , 

log  c = 1,4791759 

Donc  a =54™, 612  et  c=  3o”,i4a-’ 

Cette  operation  peut  servir  à trouver  la  hauteur  AD'=:  c , 
d’un  édifice  (fig.  ao8),  dont  le  pied  A est  accessible. 


Le  calcul  se  vérifie  en  changeant  d’inconnues.  ( Voy.  p.  i54). 
a“.  Étant  donnés  deux  côtés  : 

Si  l’on  connaît  b et  c,  l’équ.  (a)  donne  l’angle  C;  l’hypoté- 
nuse n résulte  ensuite'de  l’équ.  (i).  On  peut  aussi  tirer  a de 
l’équ.  (3)  ; mais  elle  ne  se  prête  pas  au  calcul  logarithmique. 

Si  l’on  a l’hypoténuse  a et  le  côté  b.  l’équ.  (i)  donne  l’angle 
C;  le  côté  c résulte  de  l’équ.  (3),  ou  de 

. c=v,  (a‘— ô*)=s=  (/(a-fô)  (fl  — ô)“  ^ 


!*)  Pour  résoudre  un  triangle  proposé,  place:  au  sommet  les  lettres  B,  A,  C' 
en  les  distribuant  aux  angles  qni  s’accordent  arec  les  lettres  dont  on  sc  sert 
dans  le  texte  pour  désigner  les  parties  connues  ou  inconnues,  et  recourant  au 
cas  dont  il  est  qi'iostion  : a,  b,  e , sont  les  côtés  respectivement  opposés  aux 
angles  4,  C,  B ; et  si  le  triangle  est  rectangle , A marque  l’angle  droit.  L’équ, 
dont  il  s'agit  s’applique  ensuite  directement. 


TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE.  5']!^ 

JI.  Triangles  obliqüangles.  Il  y a 4 cas  à traitei-.  * ^ 

I ®.  Étant  donnés  un  côté  a et  deux  angles  B , C,  le  3'  angle  A 
est  connu , et  l’on  emploie  l’éqn.  C,  n*  355. 

a i\nB  a sin  C ... 

b = ~—. — c=~. — 7-....C4)- 
^ . sm  A sin  A 

Soient,  par  ex.,  <»ï=:a8'",85a,  Az=3']°‘ig',  <7=72*9';  d’où 
l’on  conclut  B = 70*22'  : on  a *. 

, log  <t  = 1,4601769 i,4eoi759 

' log  >in  B = 9,973^3  log  sin  C = 9,9786741 

—log  sin  A = 9,7842824 —9,7842824  ; 

log  b = 1 ,6498808  log  c = 1 ,6644876 

Donc  6 = 44">®56  et  c=45"’>i3o-  Ce  calcul  sert  à mesurer 
la  distance  AG  , de  Q à un  point  A inaccessible , mais  vi- 
* * sible  (fig.  208)  ; il  donne  aussi  la  hauteur  AB'  et  la  distance 
un  édifice  dont  le  pied  est  inaccessible  et  invisible  j car  ,- 
mesurant  une  base  horizontale  BCet  les  angles  .fi' CB,  B'BC, 
qu’elle  fait  avec  les  lignes  dirigées  vers  le  sommet  fi',  on  con-,  * 
' naîtra  fi'C  et  l’angle  ACB',  qu’on  peut  mesurer  sans  voir  le 
pied  2^,'aCfèadu  que  la  droite  AC  est  horizontale.  On  obtien- 
dra donc  y/fi' et 

Comme  il  faut  être  exercé  aux  applications  des  formules  de 
la  résolution  des  triangles , nous  donnerons  ici  les  valeurs 
. des  côtés  et  des  angles  de  triangles,  auxquels  on  pourra 
appliquer  ces  équations.  On  prend  pour  données  les  parties  élé- 
mentaires qu’on  veut;  les  autres  seront  les  inconnues  que  le 
calcul  doit  faire  trouver.  En  variantles  élémens  donnés,  on  se 
proposera  divers  problèmes  qui  seront  résolus  par  les  formules 
qu’on  a exposées , et  çje  seront  autant  d’exercices  utiles  de  ces 
sortes  de  calculs. 


Triangle  rectangle  <f  épreuve. 


a = 66^,925 

log  =;  i.7563o3o 

A = 90® 

■'  log  sin  B = 9.9030900, 


b 46'*, 640  c 34'”, 164 

1.6683930 1.5334543 

B = 53°7'48",4  C = 36"52'ii',6 

cos  B=9. 7781612,  tang  B=o.  1249689 
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Triangle  obliquangle  d’épreuve. 


Côtés. 

a = 57*, 770, 

* = An, 

c = 87  ,811, 
Angles. 


A = 4°°56'oo",oo 

B = 54.16.  8,48 

C =r  84.47.S1, 53 


Logarithmes, 
log  = 1.7617034, 
log  = 1.8647755, 
log  = 1.9435489. 
Log  sin.' 


9.8163609 

9.9094319 

9.9983073 


log  P = 3.0357459 
log  (p—a)  =:  1.7069406 
log  {p — &)  3=  1.5683^3 

•oe  (/»—=)  =•  ••3>73947 

Log  cos.  Log.  tang.''' 

9.8783186  9.9381433 

9.7663981  0. i43o338 

8.^74606  11.0407368 


C 


a®.  Etant  donnés  deux  côtés  c , a,  et  un  angle  A opposé  à ^ 

. C SI  R ^ * 

Vundeux,  l’équ.  (4)  donne  sin  ^ — . Or,  la  valeur* 

de  sin  C répond  à deux  angles  C supplémentaires,  et  l’on  a 
deux  solutions  ( les  triangles  ABC , fig.  igS  et  190). 

Il  est  vrai  qu’une  seule  est  souvent  admissible,  ainsi  qu^on 
l’a  vu  (n“  207);  mais  de  lui-même,  le  calcul  conduit  à recon^ 
naître  ce  cas,  sans  y avoir  égard  spécialement;  on  forme  la 
somme  A JpC , pour  les  deux  valeurs  de  C , que  donne  le 
-calcul,  dans  le  but  d’en  tirer  l’angle  supplémentaire  B.  Or, 

Si  A est  obtus , on  ne  peut  adopter  la  valeur  de  90*  , 
puisque  A C serait^  180®.  Il  n’y  a donc  qu’une  solution; 
encore  faudrait-il  que  a fût  > c , puisque  si  l’on  avait  a<^c 
notre  équ.  donnerait  sin  A sin  C,  d’où  l’angle  aigu  supplé- 
ment de  moindre  que  l’angle  aigu  C,  savoir,  180“  — A<^C, 
et  par  conséquent  A-\-  C>  i8o®.  Ainsi  l’absurdité  serait  mise 
en  évidence. 

Si  A est  aigu,  et  qu’on  ait  a — ou  > e,  notre  équ.  donne 
sin  C=  ou  sin  A-,  ainsi  le  calcul  conduira  à une  valeur  de 
l’angle  aigu  C^^A,  donc  le  supplément  180“ — C ne  saurait  con- 
venir ici,  puisqu’en  a j O U tauty^,  la  somme  est  1 80® -f-^^ — 1 80®. 

Ainsi  le  problème  a toujours  une  solution , et  une-seule.  ^ 
.EuGn,  si  A est  aigu,  et  que  a soit-c^c  , tirons  du  triangle 

rectangle  la  perpendiculaire  = — ; d’où 

sin  C = — . Or,  si  a<^p,  on  a sin  7Î,  cc  qui  est  absurde;  - 


y- 

S? 
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si  aszp,  on  a siii  C—R,  C = go“;  le  triangle  rectangle  BD  A 
convient  seul  ; enfin  , quand  on  se  trouve  dans  le  seul  cas 

qui  admette  les  deux  solutions.  ^ 

Tout  cela  s’accorde  avec  ce  qu’on  connaît  (n®20'j,  fig.  64). 
Voici  le  tableau  des  divers  cas  : 

Si  A = ou  > 900,  une  seule  solution , B et  C sont  aigus  , n > c ; 

!a<^e  sin  A , problème  impossible  ; 
a = c sin  A , un  seul  triangle  rectangle , B et  A sont  aigus  ; 
a > c sin  A et  > c , un  seul  triangle , C est  aigu  ; 
a>c  sin  A et  <c,  deux  solutions,  C a deux  valeurs  supplémentaires. 

3”.  Étant  donnés  deux  côtés  h etc,  et  V angle  compris  A ; en 
faisant  n = j (C — B),  la  formule  N (n®  36o)  devient 

‘ang  n=î^coti  (5); 

ëqu.  qui  fait  connaître  l’angle  n <[90®;  or,  A-^  C=  180®, 
donne  ^ (C’-f  B)=ço°  — valeur  connue  que  nous  repré- 
senterons par  m;  ainsi  nous  aurons 

i (C+B)  = m.  \{C-.B)  = (6)  ; 

d’où  C=m-l-n,  B — m — n.  Il  ne  restera  plus  qu’à  trouver 
le  côté  a par  le  procédé  ci-dessus  ,1®. 

(^1  peut  encore  poser  tang  ^ = -j,  équat.  qui  donnera  l’arc 

auxiliaire  (p  ; or,  par  l’équ.  (3),  p.  3.72.  ' 

. //tov  — I c - b 

tang  (<p  — 45  ) = = 

fa  V H > , ^ ^ c + b 

Donc  l’éq.  donne 

tang  i (C—B)  = tang  (<p  — 45®).coti 

Ce  mode  de  solution  est  utile  lorsque  les  côtés  ô et  c , au  lieu 
d’être  connus  en  nombres , soutdes  expressions  monoines  com- 
posées, ou  données  par  les  log.  deô  etc. 

« On  peut  déterminer  directement  ce  côté  a sans  cliercber 
'préalablement  les  angles,  et  le  faire  servir,  au  contraire,  à 
trouver  ceux-ci.  En  effet,  reprenons  îà  formule  D,  ajoutons 
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et  soustrayons  aie,  pois  mettons  pour  2 — cos  A sa  valeur 

1 sin“  A{n'‘  358,  I ) ; il  vient 

a“=(A— cos^)=(i— c)‘ ^ i+  — ^ ]] 

Cela  posé,  on  cherchera  l’angle  tp  qui  a • pour  carré 

de  sa  tangente , ce  qui  est  toujours  possible  , puisqu’il  y a des 
tangentes  de  toutes  les  grandeurs  : la  valeur  de  a deviendra 
{b — c)  (i  + tang’  ^),  ou  {b — c)  séc  p,  on  enfin , en  rendant . 

la  formule  propre  au  cas  où  le  rayon  est  R , 

R (b — c)  2 sin  7 ^ . 

(7)- 

Le  calcul  logarithmique  pourra  aisément  s’appliquer  : on  aura 
d’abord  tang  p,  et  par  suite  cos  puisa.  Voici  un  ex.  auquel 
nous  appliquerons  ces  deux  procédés.  Soient  c = 87,8 1 2 mètres, 
0=^1,577  mètres,  A=:\o'‘  56;  d’où  c -f- ù = 259,889  et 
c — b — 16,235. 


Premier  procédé. 
cot7A  ...  io,4i8o33i 

(c — b)  ...  i,aio45i3 
(c-j-6)  . . .—a, 20^4585 
tangn...  0,4360269 
m = 6o°32' 

. n = i5.i6 


Deuxieme  procédé. 


-f- rr  = 84-48“^ 

— n = 54.i6=B 


h- .. 
bc  . . 
moitié  . , 
3 .. 
sinjA  . . 
(c-i)  . . 
tang  9 . . 

<P  = 
ft(c—b)  .. 
C08  9 . . 


37235 
3,7983274 
I ,8991637 
o,.3oio3oo 

9,5436480 
— 1,2104523 
10,5333903 
73°  40' 43"  ■ 
11,2104523 
—9,4487449 
1,7617074 


c...  1,9435539 

sinA...  9,8163609 
sîn  C ..,—9,9982089 
O ...  1,7617059 

Donc  <2=  57", 770. 

S’il  arrive  que  è diffère  beaucoup  de  c , l’arc  p est  très  petit, 
et  cos  P presque  = i ; le  calcul  n’a  plus  alors  assez  de  préci- 
sion (*).  Mais  cosu^=  2 cos’i.,^ — 1 change  l’équ.  D en 
> 

(*)  II  ne  faut  jamais  employer  de  cos  ni  de  cot  d'arcs  très  petits , ou  voisins 
■de  180®;  non  plus  que  de  sin  et  tang  d’arcs  voisins  do  90®  ou  270®  ; parcc^ 
qu’alors  ces  lignes  changent  très  peu  pour  de  petites  variations  de  l’arc.  C’esfc 
ce.  qu’on  voit  d’après  les  tables  de  log.  Pour  que  le  calcul  fât  exact , il  faudrait 
donc  que  les  log.  fussent  approchés  è un  plus  grand  nombre  de  décimales. 


Digitized  by  Google 


■v: 


, TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE.  . 385 

a’=  {b 4^c  cos^'-A  = (b -i-cyÇi—  ^ 

Cette  dernière  fraction  est  <[  i , puisque  sans  cela  a serait 
imaginaire;  on  peut  donc  en*  supposer  la  racine  égale  au  sinus 
d’un  arc  savoir; 

2 cos  ~ A . X 

sin  ^ = -■ — j-j — y(bc) , a~  (b  -f-  c)  cos 

4®.  Éiane  donnés  trois  côtés.  Pour  obtenir  l'un  des  angles , 
tel  que  ./é,  il  faut  encore  recourir  à l’équ.  D, 

b'-i-c*—a* 


cos  A • 


2bc 


Or,  cette  expression  présente  le  même  inconvénient  que  dans 
le  cas  précédent , parce  qu’elle  ne  se  prête  pas  au  calcul  loga- 
rithmique. Mais  si  l’on  met  pour  cos  A cette  valeur  dans. . • 
sin’i.^=i(i— cos  A),  on  trouve 

.{b-cy 


sin*i  A =- 


^bc 


et  comme  lenumérat.  est  la  différence  de  deux  carrés(n®97,iir.), 
il  vient , en  rétablissant  le  rayon  R, 


Cette  équation  remplit  déjà  le  but  proposé  i mais  elle  devient 
encore  plus  simple  en  représentant  le  périmètre  du  triangle  par 
2pr^a-\r  b c \ car  on  obtient  (p.  327) 

« 

Eu  se  servant  de  Téqu.  ^ (i  -4-  cos  A on  trouve  de  r . ' 

meme  < 

' ■ 

On  emploie  celle  de  ces  deux  équ.  qu’on  veut , à moins  que 
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\ A soit  très  petit  ou  voisin  de  go*.  ( Voyez  la  note  pre'ci’- 
dente.)  \ 

i A doit  être  90°  , et  la  question  n’a  qu’une  solution 
( n®  35o).  V.  page  260. 

Soient,  par  ex.,  c=  103,357  mètres,  A = 106, 836  mètres, 
et  n=  142,985  mètres  j d’où  2/j=  353,178  mètres,  et.  . 
P — 0=69,753  mètres,  p — 6=73,282  mètres, />—a=33, 604 

mètres.  Donc  ^ ■ 

P — h...  1,8435619  P — O...  1,5163910 

• P — c...  1,8647009  , , ^ 1,8647009 


i — 2,0187176  -,  a — 2,1551906 

■ c — 2,0143399  c — 1,0143399 


i,6652o63  ï, 2214614  , 

, moitié T,83iGo3i  =sin  J A 1,6107307  = sin  1 lï  ' ’ 

A =:  42®5i'2o",  A=85®43',  B=i4®5',  B=48<?  10. 


On  trouvera  de  même  C=46“  7',  et  le  calcul  se  ve'rifie  par  la 
condition  A 180®. 

III.  Si  le  triangle  est  isoscèle.  A étant  l’angle  du  sommet,  a 
la  base , on  fera  6 = c dans  i’équ.  8 ou  9,  et  l’on  aura 


sinty^ 


aR  {p  — b)  R 
ib~'  h 


(10)  ; 


équ.  qui  fait  conuattre  l’une  des  trois  quantités  b et  A.  - 
Observez  que  si  l’on  donne  un  des  angles , ou  connaît  les 
autres  par  l’équ.  B~C=^o° — \A.  {Voy.  n®  2o5,  6®.) 


, Problèmes  de  Trigonométrie. 

364*  ba  plupart  des  questions  d’arpentàge  se  réduisent  à des 
résolutions  de  triangles.  Nous  offrirons  ici  quelques-uns  de  ces 
problèmes , qui  sont  d’un  usage  fréquent. 

I.  Trouver  la  distance  AC  (fig.  209) , entre  deux  points  l'un 
et  Vautre  inaccessibles . On  trouvera  une  base  quelconque  DD, 
et  les  angles  ABC,  CBD,  ADC,  ADB,  que  font  avec  elle  les 
rayons  dirigés  de  ses  extrémités  5 et  D vers  A et  C:  on  résou- 
dra les  triangles  ABD  et  CDD  (p.  879,  i®.)  ; ce  qui  donnera 


I 
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les  distances  Afi,  BC,  du  B aux  points  indçcessibles  Â et 
C;  et  comme  on  connaît,  dans  le  triangle  j4CB,  deux  côtés 
AB,  BC,tt  l’angle  compris , où  aura  enfin  ^C. 

II.  Réduire  un  angle,  un point.âltùne  distàttee  à PJiorixon. 
Il  est  rare  que-les  signaux  soient  dans  un  plan  horizontal; 
alors  ce  ne  sont  pas  les  angles,  les  points  et  les  distances  ob- 
servés, qu’il  faut  porter  dans  le  tracé  du  plan,  mais  bien  leurs 
Projections  horizontales  (n®  272).  Ainsi,  lorsque  le  signal,  vu 
de  B et  de  C(fig.  208)  est  le  sommet  B'  d'un  édifice  ou  d’une 
montagne  ; il  faut  substituer  A à B',  l’angle  CAB  à CB" B, 
l’angle  ACB  à B'  CB,  etc.  ^ .*  ^ 

Regardons  comme  connues , pa^^bservation  ou  par  le  cal- 
cul, toutes  les  parties  du  triangle  ; comme  CA  est  ho- 

rizontal, on  pourra  mesurer  l’angle  ACBf  (même  lorsque  A ne 
sera  pas  visible)  ; puis  résolvant  le  triangle  rectangle  CAB' , pn 
aura  CA , et  la  hauteur  AB'.  Celle-ci,  et  l’hypoténuse  B’ B, 
serviront  à trouver  AB  dans  le  triangle  rectangle  BAB' . Ainsi 
on  connaîtra  les  trois  côtés  du  triangle  horizontal  CB  A,  et  par 
suit^es  angles  qui  le  forment , et  la  position  du  point  A. 

S<m  C (fig.  208)  une  longueur  mesurée  sur  un  terrain  en 
pente  ; il  ne  faudra  porter  dans  le  plan  que  la  projection  AC 
sur  l’horizon  , ou  a cos  C,  Le  plus  souvent  Ç n’est  que  d’un 
petit  nombre  de  degrés , et  la  réduction  x=  a cos  C manque 
de  précision.  (F',  la  note  du  bas  de  la  p.  382.)  On  préfère  cal- 
culer l’excès  de  a sur  x,  ou  e — a — a cos  C\  or  (n“  358) 

I — cos  C— 2 sin’î'C,  donc  e—ia  sin’i  C—\a(y,  en  remplaçant 
le  sin  par  l’arc  qui  est  très  petit  : introduisant  son  nombre  O de 
minutes, ou  C—C  sin  i'  (n°348),  on  trouve  e=jaC'' sin’ i',  et 
la  longueur  a réduite  à l’horizon  est  x—a — \aC"‘  sin’  i '. 

III.  Évaluer  une  hauteur  verticale  BD  = x (fig.  190)  ? Si  le 
pied  Dde  cette  verticale  est  accessible;  ontaesurera  une  distance 
• liorizontale_^I>,  ainsi  que  l’arfgle  A,  et  le  triangle  rectangle 
ABD  donnera  x=:AD  tang  A.  " 

Si  le  pied  D est  inaccessible,  on  mesurera  une  distance  AC 

dirigée  vers  D , ainsi  que  les  angles  d et  C;  et  l’on  aura 

T.  I.  '/  25 
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xkzAD  taiig  A,  x:^DC  tang  C;  tirant  les  valeurs  de  AD,  DC\ 
vLles  retraiicLant  ou  a 

X X AC.  sin  A sin  C 


AC- 


tm^A  -laiig  C'  ^ sin  (C  — A)  ' 

IV.  Un  rriang’/e  ABC  (üg.  aog)  étant  donné  f trouver  le  lieu 
d'un  point  D,  en  connaissant  les  angles  ADC  — fi  et  ADB=:y. 
Soient  a,  jb,  c les  côtés , A,  D,  C les  angles  donnés  du  triangle 
ABC, .cl  les  angles  inconnus  ABD-=x,  ACDzx^.  Les  triangles 
ACD  et  ABD  donnent  (équ.  C,  n°  355}. 

b sin  J'  c sin  x 


DA-^  . ^ . 

' . _ » sin  fi  sin  y 

* ' ' i. 

Soit  déterminé  un  angle  ^ , tel  que  sa  tangente  soit  = 
sin  r 

on  aura  taiig  ffl  = — , d ou  1 oh  lire  (n°  ^3; , 

sinx  ' 

« + lang  ^ siiix+sin^' 


c sin  fi 
sin^ 


1 — tang  9 
ou  plutôt  (n“*35get  36o)  tang  (45" -f  9) 


Faisons 


siu  X — sin^ 

tang’Çt+J-) 
tang-(x— J-)’  ^ 

pour  abréger  m = j (x-f-J")»  «=3  i ‘-■*1  connu , pui.s- 

que  x-f-jy  est  (n“  a33)  36o"  moins  A-\-COB, 

x-^j='^o° — (A-^fi’jl-y)=sam. 

. 1 c sin  /3 

Un  a donc  tang  9 = -r— : — ,,  xzzm+n, 

O sin  y 

tang  ni=.tang  m.  cot  (45“-f-9),  j'=m — n. 
Lai^doniief,  la  3' n ; d’où  l’on  tire  x,  et  la  position  du 
point  D.  On  pourra  même  calculer  AD , CD  et  BD.  Quand 
lang  n est  négatif,  n prend  un  signe  contraire  dans  les  valeurs 
de  xetj".  Si  les  points  A,  B,  C,  D ne  sont  pas  dans  un  même 
' plan  horizontal , il  faut  préalablement  les  y réduire  (*) 

(*)  L’équ.  quo  nous  venons  de  traitdt  a la  forme  A sin  *■=  B sin  y , et  on 
connaît  la  somme  x+.r  = am.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  re- 
vient, comme  on  voit , à irouvpr  drwr  arcs  V et  y , lorsijuon  connaît  leur  somme 
et  le  rapport  de  leur  sinus  ^ le  calcul  est  rendu  propre  aux  usages  logarithmi- 
ques. Ainsi  on  tait  résoudre  l’équ.  A sin  x=B  sin  y =4  B sin  (a  in  — r). 
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Nous  avons  résolu  ce  problème  graphiquement  (n"  212,  Ÿî). 

V.  Trouver  l'aire  i d’un  triangle  ABC(fig.  182),  connaissant 
i“.  Les  trois  côtés  {vojr.  p.  338); 

2®.  Deux  côtés  et  l’angle  compris  ; dans  le  triangle  B CD,  on 
a BD=a  sin  C;  ainsi,  tx:s\by<.BD  devient  %=~qb.  sin  Ç,  , 


3°.  Un  côté  h et  les  angles  ; comme  1 


b 

sin  B ' 


en  mettant 


cette  valeur  dans  l’équ.  qui  précède,  il  vient  *=a  jé’ 


sin  A .sia  C 
sin  B 


VI.  Trouver  l’aire  d’un  quadrilatère  ABCD  (fig.  20g),  dont  * 
'on  connaît  les  diagonales  AD  = D , BC— D'  et  F angle  AOB  t=  t, 
quelles  forment  entre  elles.  Cherchons  séparément  l’aire  de 
chacun  des  quatre  triangles;  d’après  l’équ.  (2®.),  nous  avons, 
en  ajoutant  et  désignant  par  a,  b,  c,  d,  les  segmens  AO,  OD, 
OB,  OC  des  diagonales,  5=5  (oc-f-od-f- W-f-6c)  sin#.  Or, 
ce  quadrinome  revient  4 (a-f-i)  .(c-j-d)  = Dx^’;  donc 
tx=\DÜ  sia#. 

Concluons  delà  que  les  aires -de  deux  quadrilatères  sont 
équivalentes  'lorsque'’ leurs  diagonales  sont  égales  et  se  coupent 
sous  le  même  angle.  ( Voj.  p.  338.) 

VII.  Soient  A le  côté  d’un  polygone  régulier  (fig.  1 12),  n le 
nombre  des  côtés,  a.  le  nombre  de  degrés  de  l’angle  central 

360® 

AOB—i.AOGxx. =a;  le  triangle  AGO  donne 

- n 


GOisiAG.tang  OAGxa'-A.cot  (^«);  ’ 

le  triangle  AOB  cit-=  AG'}<.GO  : répété  n fois,  il  produit 
Faire  du  polygone  régulierx=.^nA''.co\.{\a.). 

Le  triangle  A OB=zR»m  AOG  xRcosA  O G=ifl’sina(yé  OG) , 
ou  AOB^\R‘ûa  m.  En  retranchant  cette  aire  de  celle  du  sec- 
teur AOBg  *1  reste,  a désiguant  le  nombre  de 

degrés  de  l’angle  A OB, 

aire  du  seÿmem=j  fl '^-^—8111*1^. 

• 25., 
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■^lU.  Trouver  l’aire  d’une  zone  sphérique  DFNG  (fig.  1 6^  ? 
Cette. aire=circ.  CDxIK,  (n“  agS);  or  R étant  le  rayon  CD, 

, on  a , ‘ ' 

1°.  cire.  CD:=:irR,  2°.  CI=sRstam,  3”.  CK R &inm', 

. et, et  0 étant. le<  Zatiiutilej  des  points  D et  /ë* exprimées  en.de- 
grés , «avoir  tusdOD,  a.'  = OF  : doue  *■ 

• , rK=CK— ClesR  (sia  a'- sinm),  -, 

' et  d’après  les  équ.  (6)  page  373,  q *' 

^ w 

aire 'zone sphér.-=^*R'’sÂa\(m — •)cosi(et‘-l-«).  ' - 

On  prend  a'  négatif  quand  le  point  F est  situé  de  l’autre  côté 
de  l’équateur  OC,  c.-à-d.  quand  l’équateur  est  compris  entre  ' 
les  cercles  des  deux  bases.  U 1 . 

IX.  Soit  r le  rayon  O F Cfig.  68)  du  cercle  inscrit  au  triangle 

ABC-,  dans  le  triangle  AOF,  l’angle*  Oy^iF’  est  moitié  de 
CAB=A,  OF  = AF.  A,  ou  r={p — a)  tang  \A,péià.nt 

le  demi-périmètre  de  ABC  ( n®  210, 1)  ; c’est  une  valeur  plus 
simple  que  celle  du  n“  3 18 , IV.  On  y a vu  que  l’a'ire  z de  ABC 
est pr-,  on  a donc  x=p  (p — a)  tangj,^.  Ces  équ. ‘peuvent  servir 
à trouver  un  angle  et  un  côté  du  triangle,  connaissant  z ou 

etc...  ^ ^ 

X.  Soit  la  cotde*AD  — k (fig.  168) , l’arc  qu’elle 

.soutend,  R le  rayon  SA , le  triangle  rectangle donne 

" Ab'=^Rsin\a,  d’oii  k=2R  sin^n.  Cette  équ.  donne  la  gradua- 
tions. ééun  arc,  connaissant  sa  corde  ou  réciproquement. 
Quant  à la  longueur  de  cet  arc,  voy.  n®  348.  f 

Voici  un  usage  important  de  cette  formule.  On  ne  peut  se 
servir  du  rapporteur  (p.  23g)  pour  former  un  angle  d’un  nombre 
de  degrés  donné , que  lorsqu’on  ne  veut  pas  une  grande  exac- 
titude. Prenez  un  rayon  arbitraire  SA,  dont  la  longueur  R soit 
mesurée  sur  une  échelle  de  parties  égales  très  serrées  (p.  265); 
notre  éq.  donne  les  parties  que  contient  la -corde  k.  Portant 
donc  sur  l’arc  ABD  une  ouverture  AD=k , menant  SA  et 
SD,  l’angle  ASD  sera  celui  iqu’on  demande.  L’erreur  de  cette 
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construction  est^J^j^rue  dans  la  seule  épaisseur  des  traits. 
Noi^isvons  publie'/  sous  je  titre  de  Gomométrie,  une  table 
t^'éxacte  des  lon^eurs  des  cordes. 

XÏ.^Pour  avoir  l’expression  du  volume  tfun  télraèdrv  quel- 
conque, soientip  l’angle  de  deux  faces,  C le  côté  qui  les  joint, 

H et  h les  perpendiculaires  à cette  ligne  abaissées  des  angles  ' 
opposes,  hauteurs  de  ces  faces  triaa^Iaires  ; h sjn.^  est  la  hau- 
teur du' tétraèdre,  \CH  est  iSrBàse;  ainsi  le  volume  est 
= gC/fAsin^. 

XII.  Soit  un  quadrilatère  ABCD  (fig.  i^i);  désignons  par 
' a,  h, cet  (fies  côtés,  et  par(aô),  (ôc). . ,,les  angles  formés  par 
les  côtés  a et  b,  b etc, . . En  projetant  DCetBCsxu  AB, 
on  a AE=d  côs  {ad),  EF=c  cos  (ac),  EB  = ô.  cos  (aô)  ; et 

comme  AB  — a ==  AE  EF  FB,  on  obtient 

• • . 

a=:ôcos  (aô)-f-ccos(aa)-fdcos(ad);  ' 

de  même  ôsracos(aô)-J*ccos(ôc)+dcos(ôd),  ' 

c=acos(ac)-fôcos(ôc)-|-dcos(cd),  s 

d=rac06(arf)-|-ôcos(ôd)-|-ccos  (cd), 

en  remarquant  que  les  projections,  qui  sont  soustractives,  ont  , 
pour  facteurs  des  cosiuus  négatifs.  ( Foj.  p.  358  et  367.)  • 
Multiplions  ces  équ.  respectives  par  a,  b,  c,  d,  puis  du 
produit , retranchons  la  somme  des  trois  autres;  il  viendra 
• a’=ô’-f-c’+d’ — ■2[ôccos  (ôc)-f-ôdco8  {bd)-{-cd  cos(cd)3; 

on  aurait  aussi  .• 

c’cra’+ô’-f-d' — i[ab  cos  (aô)-f-ad  cos  {ad)-^bd cos  {bd)), 
et  ainsi  des  autres  côtés.  ■* 

Le  même  calcul  s’applique  au  pentagone,  etc.  En  général, 
dans  tou  t polj'gone  plan , le  carré  d un  côté  quelconque  est  égal 
à la  somme  des  carrés  des  autres  côtés , moins  deux  fois  les 
produits  deux  à deux  de  ceux-ci , par  le  cosinus  de  F angle 
qu’ils  comprennent.  , j » *■ 

365.  Les  lignes  trigonométriques" servent  souvent  à faire  des*  ' 
transformations  qiii  rendent  les  formules  probes  aux  log.  ou 
à résoudre  des  équ.  En  voici  quelques  exemples.  • ’ ‘ . 
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I.  Trouver  par  log.  la.  somme  de  plusieurs  quantités?  soit 
r=.A  On  suppose  que  a tt  b sont  des  expressions  a^é- 

briques  assez  compliquées  pour  que  l’emploi  des  log.  puisse 

avoir  de  l’avantage.  Posons 

tangz=— . • • • t'/- 
et  éliminons.a;  il  vient  ' a 

• ■ ' 

mais  sin  45“  = V/t>  donne  sin  45".v/a  = cos  45».V'2=i  ; en 
multipliant  le  numérateur  par  ces  t*"  membres,  on  a 

y z.cos  45“+cos  Z.  sîn  45°) , . 

sin  Z 

^ ^ 1 

» 

l’équ.  (i)  fait  copnaître  Tarez,  et  (a)  donne 

^ Pour  x = ^-  ( a + 6+ c ) , on  fait  ci-dessus  J=i,' et  on  a 
'^a^-i.'d’où  X!s=A(j--i-c)y  expression  qu’on  traite  parla 
même  méthode.  . 

•^  4 

H.  Résoudre  par  log.  une  équ.  du  a*  degré  ? ■* 

„ I “ CAS.  Soit  ar*+/»x=î,  ? étant  positif.  On  a 

av/î 


Soit  posé 


tapg(p: 


(«); 


cette  équ.  fera  connaître  Tarcp  : éliminant^, 

/ ' * 

Si  Ton  prend  le  signe  — , Téqu-'A/.  p.  S^a,  donne 
X = l/y . tangi^  -(î). 
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sin  9 


Poul  ie  signe  -)-,  comme  tang^9= 


on  a 


r>9( 


1 -f-cos 
- x~— v/ycotiç (3). 

a'  CAS.  Soit  x^-^px-\~>l=o,q  e'tant  toujours  positif;  posons 
' sinç>=^^ (4), 

ce  qui  suppose  que  ou  condition  necessaire 

pour  que  les  racines  soient  réelles  (n**  iSg).  Eu  changeant  q en 
— q dans  la  i"  valeur  de  x ci-dessus  et  éliminant  p]  il  vient 

^=— <P)=— V^î-  ‘angî  <P  • • (5) 
loirsqu’on  prend  le  signe  — ; le  -)-  donne  {*). 

• x=— {/qcot^ip (6). 

Dans  ces  deux  cas,  lorsque/»  est  négatif,  on  en  porte  la  valeur 
avec  son  signe  dans  les  expressions  (i)  ou  (4),  ce  qui  les  rend 
négatives,  puis  on  obéit  à la  règle  du  n°  34g  ; ou  bien  ou  prend 
/» positif  et  on  change  de  signe  les  deux  racines.  " 

III.  Résoudre  l’équ.  n sin  ar-f-ccos  x-=xbl 


Posons 
ernninant  c,  il  vient 


tang  ^ . 


bxxn  (tang  ^ cos  x -f-  sin  x)  ~n 


(0; 


sin  9 cos  .r  sin  .r  cos  Ç' 


d’où 


sin  (p-j-a:) 


beos  ç> 


cos  ^ 

..  ^2); 


l’équ.  (i)  fait  connaître  l’arc  p,  (a)  donne  l'arc  <^4-0:  ,•  et  par 
suite  l’inconnue  x 


(*)  t'hacone  des  équ.  (i)  et  (4)  donne  pour  ^ deux  valeurs  qui , introduites 
dans  l'une  des  deux  formules  a et  3,  ou  5 et  6;  suOTit  pour  donner  les  dcMix 
racines.  * • «.  • 

{**,'  Soit  propose  cette  question  : construire  un  tiinucle  AilC(fig.  igi  1 
avec  les  côtés  donnés  AC=,b , AB  -^c , faisant  un  an(;lc  inconnu  A = x,  qui 
soit  tel , que  le  segment  CD  soit  égal  à la  perpend.  FK  menée  du  point  donné 
F,  AF=  n.  On  a FE  = n sin  5:  = CD , AD  — c cos  a:,  cl  l’cqii.  AD  + DC  — b 
dcviQpt  celle  que  nous  venons  de  résoudre. 
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IV.  Résoudre  {*)  l’équ.  sin  (x-f-*)  = m sin  (x  + /)? 

♦ 

Posons  x+i(A+Z)=j‘  : 

J.  . ^ Lr+K^'— ^)]  _ _ _ tangj+tanfilt^— /) 

sin  tang^-— langi(A— I)  * 

d’après  l’équ.  E.  On  en  tire 

*“8-^ "=73^  (^  — *)• 

Cette  ëqu.  donne j*,  et  Ton  trouve  ensuite  x.  Si  l’on  pose 
,,  ,i+m  i+tanffA 

m=tang9,d  ou— =taug  (45»-9), 

on  a tang  j^iang  (45® — - tang^(/ — A). 

¥ '• 


III.  ÉQUATIONS  DE  UA  LIGNE  DROITE  ET  DU  CERCLE. 

k — ^ 

...  . Équation  de  la  Ligne  droite. 

. t 

366.  On  nomme  équ.  d’une  ligne  BMZ  (fig.  ai  i),l4,relaliûii 
* qui  a lieu  entre  les  coordonnées  x et  y de  chacun  de'ses points  y 
en  sorte  que  si  l’on  conçoit  que  l’ordonnée  P./)/ se  meut  paral- 
^lèleinent  en  glissaut  le  long  de  Ax,  et  que  ss^  longueur  varie  en 
même  temps  que  celle  de  l’abscisse,  de  manière  que  cette  équ. 
entre  x et  soit  toujours  satisfaite , l’extrémité  M de  l’or- 
donnée décrira  la  courbe. 

On  peut  envisager  l’équ.  de  la  courbe  comme  renfermant 


(*)  Dans  le  triangle  ABC  (fig.  ao),  on  connaît  la  base  AB  et  le  rap-  , 
port  A = m des  deux  autres  cAtés  AC,  BCj  on  demande  de  construire  ce 
triangle  sachant  que  si  des  angles  inconnus  A , B , on  retranche  les  angles 
donnés  CAB  = , CBO==  l,  !l  en  résultera  un  triangle  isoscèle  ABB.  L’in- 
coAnue  est  l’angle  x = BAB  z=  DBA  ; la  proportionnalité  des  sinus  des  angles  • 
CAB-=x+k,  etGBAsxrl-Z,  aux  cAtés  opposés  b et  a,  dont  le  rapport  .est 
connu  = m,  donne  l'équ.  ci-dessusj  d’où  il  s’agit  de  tirer  x. 
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deux  inconnues  x et  j";  dont  l’une  est  arbitraire.  Qu’on  prenne 
pour  X une  valeur  quelconque  a ; s’il  en  résulte  pourrie  nom- 
bre réel  b;  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a etb,  que  nous 
désignerons  par  le  point  (a,  b),  sera  un  de  eeux  de  la  courbe. 
De  même  si  x=a'  donne  j^=zb' , etc.  Notre  équ.  indéterminée 
fera  ainsi  connaître  une  infinité  de  points  dont  le  système  est 
la  courbe  même  ; et  l’on  peut  employer  ce  procédé  pour  en 
trouver  divers  points , s’assurer  de  la  figure  qu’elle  afiecté  et 
des  particularités  que  présente  son  cours.  C’est  ce  qu’on  verra 
souvent,  par  la  suite. 

Par  ex. , J-  = b est  visiblenaent  l’équ.  d’une  droite  MN 
(fig.  210  ),  parallèle  à l’axe  Ax , AQ  étant  = 6;  j=so  est 
l’équ.  de  l’axè  des  x.  De' même  jr  = a est  celle  de  PM , pa- 
rallèle à l’axe  Aj,  AP  étant  = a ; et  x = o;  est  l^'qu.  de  cet 
axe  même. 

367.  Cherchons  l’équ.  d’une  droite  quelconque. 

i“.  Si  elle  passe  par  l’origine, telle  que./^A’(fig.  212);  de  quel- 
que point  D,  N...,  qu’on  abaisse  les  ordonnées  DC,  PA^.... , 

- . DC  PN  . ..  J 

on  aura  toujours— = -775=.  • . • Soit  donc  a le  rapport 

• ^ 

constant  de  chaque  abscisse  à son  ordonnée-,  l^qu.  de  la  droite 
ANe%t  . “ - 

jr  = ax. 

Lorsque  les  coordonnéessont  rectangulaire*,  dans l’iin  quel- 
conque de  ces  triangles,  on  a (n®354),  PN=AP  tang  A.  On 
voit  que  a désigne  la  tangente  de  V angle  que  la  droite  fait  avec 
Vfixe  des  x.  Plus  l’angle  UAP  croit,  plus  a augmente;  si  la 
droite,  telle  que  AN' , fait  un  angle  obtus  avec  les  x positifs, 
a devient  négatif,  et  l’équ.  prend  la  forme  — ax-,  ici  a 
est  la  tangente  de  l’angle  NAE.  On  voit  en  effet  qu'alors  les 
abscisses  positives  répondent  à des  ordonnées  négatives,  et  ré- 
ciproquement. • 

Mais  si  l’angle  j'Ax  n’est  pas  droit,  lé  triangle  N AP  donne 
sin  N-dP  Y ^ 

— 7T^-=.-=n  : donc  alors  a est  le  rapport  des  sinus  des  an- 
r-tn  ANP  x ’ ^ 
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gles  que  la  divilc  fait  avec  les  x et  les  y : rapport  qui  doit  être 

affücte  du  signe  — , quand  la  droite  est  située  comme  Aîi'<: 

Si  la  droite , telle  que  BM,  ne  passe  pas  par  l’origine , en 
faisant  AD  =i>  = l’ordonnée  à V origine,  et  menant  AN  pa- 
rallèle à DM,  l’ordonnée  PM,  ou  j',  se  compose  de  MN  = b 
et  de  PN  = ax  ; donc  on  a , 

jr  =ax-^  b;  . 

* 

b serait  négatif,  si  la  droite  était  telle  que  D'M' . 

368.  Les  quantités  x etjr,.  qui  entrent  dans  l’équ.  d’une 
droite , sont  appelées  Variables  \ a et  b sont  des  Constantes  > 
mais  on  sent  que  a et  b pourriient  varier  eux-mêmes,  et  c’est 
ce  qui  arrive  lorsqu’on  fait  pren(^|||^a  droite  BM  une  autre 
position.  sedis- 

linguent  enlae  elles  par  les  valeurs  de  a et  b. 

L’équ.  la  plus  générale  du  i"  degré,  Aj  + Bx  -f-  C — o, 

D C 

équivaut  à jr  = — x -,  qu’on  peut  écrire  -f  b. 

A A 


Prenons  AB— b (Cg.  aia),  et  menons  BM  de  sorte  que 

n=tang  BEA,ovr=  , selon  que  lescoordonnees  sont 

siii  ANP  ’ » 


ou  ne  sont  pas  rectangles  ; la  ligne  BM  auraj'  = nj:+  b pour 
équ.  ; on  voit  donc  que  toute  équ.  du  i"  degré  appartient  à une 
droite  qu'on  sait  décrire,  , 

On  peut  aussi  la  tracer  en  déterminant  deux  de  .scs  points. 

Puisqu’en  B l’abscisse  est  nulle,  en  faisant  x = o,  on  doit 
trouver  l'ordonnée  d Forigine;  de  même  y = o donnele  point  E 
ou  la  ligne  coupe  Vaice  des  x.  Ceci  est  général , quelle  que  soit 
la  ligne,  dr<dte  on  courbe.  On  peut  donc  s'e  servir  de  ce  théo- 
rème pour  tracer  facilement  la  droite.  x=o  àonxxjr:=.b=AB-, 

de  mémej‘==o  donne  x = — AE.  Par  les  points  E et  B, 


ainsi  déterminés , on  mènera  EB  qui  sera  la  ligne  cherchée. 

Cependant  si  la  ligne  passait  par  l’origine , qujr=nx,  ce  pro- 
cédé ne  donnerait  que  ce  seul  pointf;inais  on  ferai tx=i=C'//, 
et  on  en  conclurait  j-— n = CD.  Il  sera  bon  de  s’exercera 


\ 
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décrire  les  droites  qui  répondent  à des  équ.  données,  telles  que 

x=2,jr='~3-i-x,jr= — X — 1 , etc , afin  de 

reconnaître  la  disposition  d’une  droite , d’après  l’équ.  qui  lui 
appartient.  ^ 

36g.  Trouver  Véqu.  dune  droite  qui  passe  par  deux  points 
donnés.  Soient (x',^) le  i point, et  lea' point; l’équ. 

de  la  ligne  estj'=ax-\-b,  a et  b sont  inconnus  ; or,  puisque  la 
droite  pease  par  le  point  (x',  y) , si  l’on  fait  x — x'  on  devra 
trouver  partant 

y ^ ax  b devient^'=  ax'+  b ; 
retranchant,  pour  éliminer  6,  on  trouve 

y—y=xa{x—x')...  (i). 

C’est  l’équ.  qui  appartient  à toutes  les  droites  qui  passent 
par  le  point  (x',  j-'),  et  qui  ne  sont  distifignées  entre  elles  que 
par  la  valeur  de  a,  c.-à-d.  par  leur  direction. 

Mais  si  notre  droite  passe  ausiâ  pttr  le  point  (x",  y")  ; on 
trouve  de  même  =;  a (x” — x'),  d’où  l’on  tire 


X 


3'jo.  Trouver  l’angle  que  jorment  deux  droites  entre  elles  , 
ces  droites  étant  donnéespar  leurs  équ. ^=ax-f-ù,  y—a’x~^b'. 
Soient  BC  la  i"  (fig.  ai3),  « l’angle  D qu’elle  fait  avec  Ax-, 
DC  la  a* , «'  l’angle  qu’elle , ou  sa  parallèle  BE , fait  avec  Ax , 
EBx  ■=.  «';'ainsi  <ic=  tang  «,  a'=tang«';  l’angle  cherché  est 
Tx=.m  — d.  Or  on  a (SSg) 

. „ tang» — tanga'  a — a' 

tang  V=. — -S 2 — ,=  — ; J . . . (2) . 

■J  1 -f-^Dg  m tanga  i +aa  ' 

Si  o=«',  les  deux  droites  sont  parallèles,  puisque  =o  , ce 

qui  est  d’ailleurs  visible.  Si  aa'-f-  i = o,  tang  = oo , ainsi 

l’angle  ^est  droit  : donc  la  condition , pour  que  deux  droites 

soient  parallèles,  ou  perpendiculaires , est 

</=a' . . . (3),  ou  au'  + I = O . . . (4). 

371.  Par.  un  point  donné , mener  une  droite  qui  soit  parallèle 
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OU  perpendiculaire  à une  autre  droite,  ou  qui  fasse  avec  elle 
un  angle  connu.  Soient  = ^l’equ.  de  la  droite  donnée, 
jr  — a'x+  b'  celle  de  la  droite  inconnue;  il  faut  déterminer 
a' et  i'. D’abord,  puisque  celle-ci  passe  par  le  point  donné(j:',_7^) 
on  a l’équ. ^ — f — a'  (x  — a*')  ; il  reste  à trouver  a'. 

i“.  Si  la  droite  est  parallèle  à la  i'%  on  a a—d\  l’équ.  (»•) 
est  celle  qu’on  demande. 

2®.  Si  elle  doit  être  perpendiculaire , aa'+i  = o;  d’où 

- a = — jr—y=—l  (X  —X) ....  (5). 

3®.'  Si  les  droites  font  entre  elles  un  angle  ^dont  la  tang.  soit 
donnée=/7i,  on  faitm=tang^,  dans  l’équ.  ^2),  et  l’on  a 


a-s-m 


a — m 


{x  — x') 


(6). 


nwi+i’*'  a/w+t 

Par  ex. , si  m=i , on  a l’équ.  d’une  droite  inclinée  de  45“  sur 
la  proposé  é , **  ♦ ^ ' 

(«+ 0(.r— y)=(«— i)  (j?— i 

• ^ I'*; 

372.  Trouver  le  point  de  rencontre  de  deux-droites  données..^' 
So\entj-=ax-\-b,j-=a'x  + b'  leurs  dqu.  L’x  peutbien  être, 
le  même  pour  ces  lignes  dans  toute  leur  étendue  ; mais  1^  dif^.  ' 
fêre.  Le  point  où  elles  se  coupent  est  le  seul  pour  lequel  x et 
jr  soient  les  mêmes.  Si  donc  on  élimine  ces  variables,  on  aura 
les  coordonnées  du  point  de  rencontre  : ce  calcul  est  facile  ; il 
donne 


y— b 


,T= 


ab'—a'b 


En  général,  si  l’on  éliminex  et^entre  leséqu.  de  deuxfTgnes 
courbes,  on  obtiendra  les  coordonnées  de  leurs  points  d’inter- 
section ; c’est  même  pour  cela  qu’en  faisant  j'^o  ,.ou  x=o , on 
trouve  les  points  où  la  ligne  coupe  les  axes  des  x ou  desj',  car 
ces  équ.  sont  celles  de  ces  axes. 

' 3^3.  Trouver  la  distance  entre  deux  points  donnés.  Soient' 

(x',  (x",  j")  ces  deux  points  situés  en  M et  jV.(fig.  2i4)> 
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menons  MR  parallèle  à Ax,  et  le  triangle  rectangle  NMR 
donnera  MN"‘=  MR*~i-  RN*  : or,  on  a 

NR=NQ—MP=j'—y,  MR=zAQ—AP=x''—x'i  ainsi 
la  distance  cherchée  MN=  t est 


La  distance  du  point  ilf  à l'origine  est 

Si  les  deux  points  devaient  être  situés  sur  une  droite  BN 
donnée  par  son  équ.j^  =.ax+b,  y, ^'devraient  satis- 

faire à cette  équ.,  d'oùy=ax',-^  b , y=ax"-^  b , et  par  con- 
séquent J* = (y — y)  y/(i  ^ 

374*  Trouver  la  distance  d’un  point  à une  ligne  donnée. 
Soient  j-r=or-4-A*  l’équ.  de  la  droite  BC  (6g.  2i5),  /V  ou 
M' (*',  j')lepoÎBt.  Il  faut  i“.  abaisser  la  perpendiculaire  MÆ(' 
sur  BC\  2®.  chercher  le  point  N de  rencontre  de  ces  lignes  ; 
3®.  mesurer  la  distance  MN pa  M'N'=i‘.  Pratiquons  ces  opé- 
rations en  analyse,  i®.  L’équ.  de  la  droite  indéânie  MM'  qui 
passe  par  le  point  {x',y),  et  qui  est  perpendiculaire  à DC, 
est  (5),  n®  371  ; 2®.  on  éliminera  x et  y entre  les  équ.  des 
deux  droites,  et  on  aura  les  coordonnées  du  point  IV  d’inter- 
section ; 3*.  en6n , on  mettra  ces  valeurs  pour  je",  y",  dans  la 
formule  (7). 

Mais  puisqu’on  cherche  x — x'  et  y — y,  le  calcul  se  sim- 
pli6e  en  préparant  ainsi  Véqa..y—ax-\-b  : 


y—y:=a{x—x)-\-b+‘ax^—y',  y—y'=—-  (x—x)  ; d’où 
, a(y'~ax' — b)  , y — ax' — b 

■ '* 

somme  des  carrés  de  ces  quantités  est  (^-  ^ («  +«’  ) * 


' donc  on  a 


r' — ax'  — b 

Vô+ÿT' 
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pour  la  distance  cherchée,  ou  la  longueur  MN  ou  M'N  de  la 

perpendiculaire  C*"}. 

375.  En  général , les  problèmes  relatifs  à la  ligne  droite  sont 
de  deux  sortes  : 

1°.  Ou,  une  droite  étant  donnée,  on  cherche  celui  de  ses 
points  (a:',  y)  qui  satisfait  à une  condition  exigée,  a et  b sont 
connus  dans^=  ax'+b;  de  plus,  la  condition  à laquelle  le 
point  doit  satisfaire  étant  traduite  algébriquement,  ou  a une 
seconde  relation  entre  x'  et  y.  L’élimination  fait  donc  con- 
naître ces  coordonnées.  On  pourrait  avoir  plusieurs  droites  et 
plusieurs  conditions  données  ; mais  les  choses  juraient  encore 
lieu  d’une  manière  analogue. 

Ou  l’on  cherche  une  droite  qui  satisfasse,  par  sa  position, 
à de  certaines  conditions;  alors  a et  b sont  inconnus  dans 
jrz=  ax  + b,  et  le  problème  consiste  à les  déterminer.  Or,  les 
conditions  données,  traduites  eu  analyse,  conduiront  à des 
équ.  qui  feront  connaître  a et  ^ ; elles  ne  pourront  être  qu’au 
nombre  de  deux,  à moins  qu’elles  ne  comportent  elles-mêmes 
de  nouvelles  inconnues. 

376.  Voici  plusieurs  exemples  où  ces  principes  sent  apr 
pliqués. 

1.  Partager  en  deux  parties  égales  V angle  que  forment 
entre  elles  deux  droites  données  AB,  AC  (fig.  216).  Traçons 
deux  axes  rectangulaires  Ajy  par  le  point  ^.de  concours 
des  lignes;  leurs  équ.  sont  y = ax,  y=.bx,  a et  ù étant 
donnés.  Soit  y—kx  celle  de  la  droite  cherchée  AD\  il  s’agit 
de  trouver  k. 


L’angle  DAB  a pour  tangente 


a*—k 

i-j-ak 


(n“37 1)  ; celle  de  l’angl 


e 


(*)  comporte  ± ; mais  il  iliut  préférer  le  signe  qui  rend  / positif 

(n°  10$).  Or,  l'ordonnée  du  point  B ou  A' de  BC,  qui  a x'  pour  afÿscisse 
étant  suivant  que  le  point  donné  sera  en  Jlf  ou  en  JT  c.-4-d. , en-  • 

dessus  ou  eii-dcssous  de  la  ligne,  on  aura^  ^ou  ^ ax'+b  : donc,  dans  Te 
J . — y. 

cas,  on  prendra  /=  ‘ 


y ' 
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_ . X: — b . a — k k — b 

DdC  est  — —77  ; donc = , , : 

i+bk’  i-f-aX  i-fM’ 


d’où 


a-\-b 


On  tire  de  là  la"  valeur  de  X,  et  on  la  substitue  dans^  = kx. 
t'omine  il  y a deux  racines  re'elles , k'  et  X*,  le  dernier  terme 
— ’f  est  leur  produit,  ou  X'X*+i=o;  ce  qui  apprend  que  les 
deux  lignes  ÂD^  j4E,  ainsi  obtenues,  sontàangle  droit  (n"3'jo). 

Si  les  axes  ne  passaient  pas  par  l’originel,  l'équ.  cberciiée 
serait  jr — {x—x'),  X ayant  la  valeur  ci-dessus  , et  x' , y 
étant  les  coordonne'es'du  point  de  concours.  ' ' 

Quand  l’une  des  droites  AC  est  l’axe  des  x^  b~o,  et  on  a 
aX  • 

simplement  X’ -| =i. 

II.  Etant  données  les 'droites  AB,  Ax  (lig.  217),  quel  est  le 
point  D (x',y)  tel,  que,  CD  e'tant  parallèle  à Ax,  on  ait 
AC  = CDl  Prenons  A pour  origine,  Ax  pour  axe  des  x ; 
toieni  Al^m,  y=iax  l’équ.  àeAB  -,  enfin  menons  et 

supposons  que  j'=Xa;  en  soit  l’e'qu.  ; a est  donné,  et  il  faut 
trouver  m,  x'  et  y , ou,  si  Ton  veut,  x'  et  X. 

On  a CD  x=AE  — AI — m,  et,  par  coudition^, 

— m)*;  donc y^^=x''—imx' . 

Or,  le  point  C est  sur  AB,  et  D sur  AD\  donc  y—  am  et 
y~  kx' . Éliuünaot  m et  y , il  vient  aX'-f-  aX  = a,  équ.  qui 
prouve  (probl.  I )'que  AD  coupe  par  moitié  l’angle  BAE  : x' 
ne  restant  pas  dans  le  calcul,  est  arbitraire;  ainsi,  tous  les 
points  de  AD  satisfont  à la  question,  qui  a une  infinité  de 
solutions. 

III.  Trouver  les  équ.  des  perpendiculaires  AF,  CE,  BD 
(fig.  2t&)  menées  de  chaque  angle  du  triangle  ABC  sur  le  côté 
opposé,  la  base  AC^=b  étant  prise  pour  axe  des  x et  l’origiue 
est  en  A ; le  sommet  B détermine  le  triangle. 

. La  droite  AB  a pour  équ.  a étant —,  , parce  qu’elle 
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passe  en  B.  11  est  aise'  d'avoir  de  même  celle  de  la  droite  BC^ 
menée  par  B et  C (6,  o);  on  a donc,  pour  les  équ.  de 

AB  elBC,  . • ' 


y y 

• -îl_  'V  -V  — ‘l 


; {x—b). 


r' — b 


• * _ ... 

De  plus  CE  passe  en  C (b,  o)  ; AF  par  l’origine  ; leurs  équ. 
sont  donc  de  la' forme  jr=  A (x — b),  y=B;c\  la  condition 
d’être  perpendiculaires  aux  précédentes  donne  (n°  870) 

" By  , 

_+.=o.p_^+i=o;, 
donc  les  équ.  des  perpendiculaires  sont  ' 

ÿ ~~ÿ~ 

Pour  trouver  le  point  O où  elles-  se  coupent,  il  faut  éliminer 
■T  etj;;  on  trouve  a: =x'=  l’abscisse  AD  du  soipmet  ; ainsi  ce 
point  O est  sur  l’ordonnée  flD.  Donc  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  trois  angles  d'un  triangle  sur  les  côtés  opposés  se  cou- 
pent en  un  même  point.  En  décrivant  sur  AC  la  demi-circonl. 
AEFC,  et  par  les  points  F,  E d’intersection,  menant  AF  et 
CE  ; puis  enfin  , par  le  point  O de  concours,  traçant  BD,  on 
aura  les  trois  perpendiculaires. 

IV.  Trouver  un  cercle  langent  aux  trois  côtés  d’un  triangle 
■‘ABC  ( fig.  68)'  Cherchons  d’abord  un  point  O («,  jS),  qui  soit  à 
égale  distance  de  AB  et  AC  \ en  conservant  la  notation  précé- 

dentCi  l’équ.  àeACestjr=s'^  x,  donc  les  longueurs  OE  , 
• OF  des  perpendiculaires  sont  (n“  874) 

On  a ACz=zb,  et  l’on  ihetdi,  parce  que  le  point  inconnu 
O («,  /3)  peut  être  en-dessus  ou  en-dessous  de  ..^C.  « et  A sont 
déterminés  par  OE=OFf  oa*jr'=^  (x'dzb),  équ.  unique;  ce 
qui  prouve  qu’il  y a une  infinité de  points p,  à égale  distance 
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de  AB  et  AC,  lesquels,  ét^nt  sur  la  ligne  dont  l’équ.  est 

sont  situés  sur  deux  droites,  qui  passent  par 

''  \x'  ±c/ 

le  sommet  A,  et  l'ont,  avec  la  base  ^B,’’  des  angles  dont  les  tang. 
^ — . Comme  le  produit  de  ces  tang.  se  réduit  à — i,  à 


sont 


x'±c 


cause  de  x'‘+y'‘  =c",  ces  deux  droites  sont  perp.  entre  elles  ; 
il  s’agit  de  trouver  la  position  de  l’une,  AO  (fig.  68). 

Comme  tang  BAC=  —, , on  acos^= 

d’où  tongt  vif  = . — (d/,  n'SSg,  et  en  mul- 

tipliant  haut  et  bas  par  c+x' ) : donc  O AB  z=  ^ BAC-,  ce 
qu’on  sait  d’ailleurs  (n®  210,  l),Si  l’on  mène  OA  et  sa  perp. , 
coupant  par  moitié  l’angle  BAC  et  son  sup|>lément,  le  centre 
cherché  sera  sur  ces  lignes.  En  traçant  CO,  qui  divise  par  moi  lié 
l’angle  C,  et  sa  perpend.,  puis  faisant  la  même  chose  pour  B , 
les  intersections  de  ces  six  droites,  combinées  deux  à deux  , 
donneront  quatre  points  qui  seront  les  centres  des  cercles  tan- 
gens  cherchés  : l'un  est  inscrit  au  triangle,  les  trois  autres  sont 
tracés  extérieurement. 

Au  lieu  de  faire  les  trois  perpend.  OD,  OE,  OF  égales 
entre  elles  , on  pourrait  se  proposer  de  trouver  le  point  O 
par  la  condition  q^  les  rapports  de  ces  longueurs  fussent 
donnés. 

V.  Par  le  point  M (Gg.  219),  tracer  NQ,  qui  coupe  l’angle 
NBx,  et  forme  le  triangle  BNQ  dont  l’aire  soit  donnée.  Bx 
et  Bj-  étant  les  axes,  les  données  sont  tang  NBx  =a  et  le 
point  M («•,  /2)  ; l’inconnue  est  BQ=.z.  L’équ.  de  NQ,  qui  . 
passe  en  Q (2,  o\,  est  j-=A  (x— 2);’  cette  droite  passe  aussi 

en  ; d’où  A z= . L’équ.  de  BN  estj'=ax.  Éli- 


minant X ponr  avoir  l’jr  du  point  commun  N,  il  vient 
( ^ — a)  jr—y^az;  d’où 

Aaz  fiaz 

A — a jS  — a»  -f-  az’ 

T.  !.  . 26 
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Or,  menons  AM  parallèle  à UN,  et  faisons  AB'=.m.  L’équ.  ile 

AM,  qui  passe  en  M («,  jS),  est  j- — y8=a  (x — «)  : pour  le 

point  A , jr=o  ; d’où  am=a* — iS.  Introduisant  ci-dessus  am 

^ . . ySz 

. pour  — /3,  il  vient  r = A’Z?= . • 

* Z — m 

Cela  posé,  quelle  que  soit  l’aire  donnée,  on  pourra  tou- 
jours la  transformer  en  un  rectangle,  dont  la  hauteur  serait 
PM=^  et  dont  k serait  la  base.  On  devra  donc  avoir 
A/3  = -J  zy,  ou  z’  — ikz  7.km—o  ; ce  qui  donne  deux  solu- 
tions faciles  à construire  ( n°  33o)  : la  seconde  a lieu  quand 
la  droite  A'Ç  coupe  le  supplément  de  l’angle  NBQ.  ( Voyez 

n”  334.)  ■ , 

Ou  pourra  s’exercer  sur  les  problèmes  suivans  : ' 

VI. Étantdonnéësles  équ.  dedeux  Ato\iesAB,AC(jti^.'x\&)-, 
prendre  des  parties  égales  AB , AC,  calculer  la  longueur  BD 
de  la  moitié  de  la  corde  BC,  et  en  conclure  l’angle  BAC.  La 
formule  doit  s’accorder  avec  (2),  n°  370. 

VII.  Dans  la  même  circonstance , chercher  l’équ.  de  la  corde 
BC,  et  celle  de  sa  perpend.  AD,  dont  la  direction  doit  s’ac- 
corder avec  le  problème  I. 

VIII.  Les  perpend.  DO,  FO,  EO  (fig.  220),  élevées  sur  le 
milieu  des  côtés  d’un  triangle  ABC,  concourent  eu  un  même 
point  O.  En  général,  si  D et  F sont  situés  d’une  manière 
quelconque  sur  les  côtés  AB  et  BC,  mais  divisent  ces  côtés 
proportionnellement  ( la  droite  ZJFest  parallèle  à AC),  toutes 
les  perpend.  DO,  FO  se  coupent  en  des  points  O situés^sur  une 
même  droite  qui  passe  par  le  sommet  B. 

IX.  Trouver, les  équ.  des  lignes  CD,  AF,  BE  (fig.  220), 
menées  des  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC  aux  angles  op- 
posés ; prouver  qu’elles  concourent  en  même  point  G , qui 
est  aux  -I  de  chacune,  à partir  du  sommet  de  l’angle.  • 

Plus  généralement,  si  sur  deux  côtés  AB,  BC  d’un 
triangle,  on  prend  des  parties  quelconques  AD,  Cf’propor- 
tiounelles  à ces  côtés,  les  droites  CO  et  .ri/Ose  coupent  en  ui» 


« 
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point  G,  situe  sur  la  ligne  menée  de  l’angle  i? au  milieu 
du  côté  opposé. 

Consultez  le  Recueil  des  propositions  de  M.  Puissant.  ^ 

Du  Cercle. 

37'J.  La  distance /î  d’un  point  Æ/ (a:, à l’origine  6'(fig.2ai) 
est  /!=  les  axes  étant  à angle  droit  ; ainsi  l’équ.  du 

cercle  est 

x-+r=R\..  (,), 

puisque,  pour  tous  ces  points , la  distance  R est  constante. 

Le  même  raisonnement  (équ.  7 , p.  897)  prouve  que 

(2), 

est  l’équ.  d’un  cercle  dont  le  centre  a pour  coordonnées  » et  ,S. 
Quand  l’origine  est  à l’extrémité  O du  diamètre  »=R,  /3  = o, 
et  l’on  a (ar — /?)* ou  plutôt 

’ " j-’=2fiar  — X'. 

Si  les  X et  font  un  angle  y,  le  triangle  CPAf  a l’aaglc 
P — 180°  — y,  et  la  distance  constante  CM=R  de  tous  les 
points  du  cercle  au  centre  C,  pris  pour  origine , est  donnée  par 
l’équ.  D (n“  355)  : l’équ.  est  donc 

* x’4‘.7'’4- 2X/ cos  T'  = R*.  . . (3). 

Il  est  bon  de  s’exercer  à reconnaître  la  figure  d’une  courbe 
et  ses  propriétés  d’apres  son  équ.  : bien  que  ces  choses  soient 
connues  pour  le  cercle,  nous  allons  , profitant  d’un  exemple 
aussi  simple , montrer  le  parti  qu’on  peut  tirer  des  équations 
des  courbes  pour  atteindre  à ce  but. 

378.  Comme^=±  à chaque  abscisse  (fig.  221) 

répondent  deux  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires  j de 
sorte  que  la  courbe  est  coupée  par  Ox  en  deux  parties  qui 
coïncident  lorsqu'on  plie  la  figure  suivant  Ox.  La  même  chose 
a lieu  pour  Djr.  Eu  faisant  x = o,  ou  a.jr  = ±R,  et  les  points 
et  dc,la  courbe;  plus  x croît,  plus  — x’),  ou^,  ^ 

décroît  jusqu’à  x — R,  d’où  o : ainsi , la  courbe  jr  MA 

• •'  ' 26..  , ■ 
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s’abaisse  sur  l’axe  des  x qu’elle  rencontre  en  A.  Elle  ne  s’étend 
pas  au-delà  de  A , car  j-  devient  imaginaire.  De  ces  notions 
résulte  la  figure  de  la  courbe. 

* Toute  droite  OM  menée  par  le  point  O (— fl,  o)  a pour  équ. 

= a (x-ffl)  ; de  même  pour  A (+fl>  o)  ^y  — a\x — fl)  est 

l'équ.  de  MA.  Le  point  M de  rencontre  de  ces  lignes  a pour 

coordonnées  • 

a'  4-  a „ naa'R 

x=-. fl,  J = 


a — a 


Pour  que  ce  point  soit  situé  sur  la  circonf. , il  faut  que  l’équ. 

soit  satisfaite  par  ces  valeurs.  Ainsi  aa'  (i-f-aa')=o 
est  l’équ.  de  condition  qui  exprime  que  les  deux  cordes  se^ 
coupent  sur  la  circonf.  On  an  lire  a = o,  oua'  = o,‘‘  ou  enfin 
I -|-aa'=  O : les  deux  i'”  expriment  que  , lorsqu’une  des 
cordes  est  couchée  sur  le  diamètre  , ,1a  condition  est  satis- 
faite, ce  qui  n’apprend  rien  : l’autre ’i  =o  indique 

que  l’une  des  cordes  ayant  une  direction,  quelconque  , si 
l’autre  lui  est  perpend. , le- point  d’intersection  sera  sur  la 
circonférence.  ^ • 

Comme  x^=R‘-—x^={R-\-x)  X 
et  que  fl-f-as=Ofl,fl — x=AP, 

PM  est  moyen  proportionnel  entre  OP  ci  AP.  . , 

Lalpnguem  de  la  corde  AM  est  J/Lr'-b  (A  — ■*■)’]  ; ainsi 
JrfÆf‘=2fl*—  afl*  = 2fl  {R—X)  : AM  est  donc  moyen  pro- 
portionnel entre  AP  et  le  diamètre  AO. 

3^g.  Pour  obtenir  les  intersections  d’xtne  droite  MN  et  d un 
cercle  NKI  (fig.223),  on  élimine  x et  entre  les  é({v..jr—ax-\-b 
et  x‘‘-\-  f^R\  de  ces  lignes  ; il  vient 


_ g&± y/[ fl” ( ' + a')  — ft‘3 a^±V  fl'  — 

I 4-  Vl' -h^') 


en  faisant 


■ — la  dist.ince  de  la  droite  au  centre 


V/(' 

du  cercle  dont  il  s’agit  (n®  3^4)  présente  (rois  cas. 
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i".  Si  le  radical  est  imaginaire",  ou  la  droite  ne  rcn>- 

contre  pas  la  circonférence. 

2°.  Si  le  radical  est  réel,  o\x  i'^R,  le  cercle  est  coupé  en 
deux  points  ; et  comme  on  peut  prendre  Taxe  des  x parallèle 
à la  sécante  MN,  ou  a=o,  on  trouve  ar  = ±:  \/{R* — é’)  ; Ifc 
signe  ± prouve  que  lé  rayon  perpend.  à une  corde  la  coupe  en 
deux  parties  égales.  • 

3°.  Enfin,  si  le  radical  est  nul,  on  a /:=/{-,  la  droite  coupe 
la  circonf.  en  un  seul  point,  ou  plutôt  elle  est  tangente.  Soient 
x' , jr'  les  coordonnées  du  point  7' de  contact,  on  trouve 


X — : — T =ax+ù  ; 


d’où 


ÿ’ 


Or  le  rayon  CTffig.  222)  mené  au  point  de  contact  T{x',y) 

» t 

ayant  pouréqu.j'=o'x,on  trouvea'=  d’oùaa'  = — i : ce 

ce  qui  signifie  (n®  Syo)  que  ce  rayon  est  perpend.  A la  tangente; 
y— a x-\-b  devient 


* , yy+xx'=zR’- (0; 

% 

c’est  l’équation  de  la  tang.  au  cercle'  en  un  point  quelconque 
(x',  jr')  de  cette  courbe.  , 

Si  par  un  point  extérieur  M («,  ^3),  on  veut  mener  une  tang. 
M'T,  il  faut  trouver  les  coordonnées  x',y  du  point  T"  de  con- 
tact : elles  doivent  satisfaire  aux  équ.  du  cercle,  et  m,  fi-,  à celle 
de  la  tangente  ; donc 

x'’+y^=:R‘,  fiy+dx'^R‘. . . (2). 


« 


L’éliminalion  conduit  à des  équ.  du  2' degré  en  x' et  en 
sorte  qu’il  y a deux  points  de  contact  T et  7”,  et  par  consé- 
se'(|uent  deux  lang.  377’,  MT'  menées  par  le  point  donné  37. 
Mai»,  a U lieu  d’effectuer  ce  calcul,  observons  que  nos  deux  équ. 
n’ont  lieu  ensemble,  il  ^est  vrai  , que  pour  les  coordonnées 
constantes  x' , du  point  de  contact  ; mais  que,  si  l’on  ne  prend 
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que  la  seconde,  x‘  deviennent  des  variables;  d’ailleurs, 
estl’équ.  delà  droite  T7’' qui  passe  parles  deux 
points  de  contact , puisque  leurs  coordonne'es  x'  et  y y satis  - 
font.  Il  est  aise'  de  tracer  cette  droite  (n“  368),  et  d’en  tirer  les 
points  de  contact  et  les  tangentes. 

jr=o  donne  l’abscisse  du  point  B , où  la  corde  TT*  coupe 

l’axe  desa:,  CB=. — : comme  cette  valeur  est  indépendante  de 

fi  ou  PM,  il  s’ensuit  que  si  le  point  M se  meut  le  long  de  PM, 
les  tang.  changent  de  situation  ; la  corde  TT*  tourne  autour 
du  point  fixe  i5.  ( 4 • 3 et  464  ) IV.) 

On  peut  aussi  présenter  le  calcul  de  manière  à retrouver  le 
procédé  géométrique  (n“2  la,  II).  Pour  cela,  retranchons  nos 
équ.  (2),  et  ne  considérons  que  cette  seule  difierence:  x'  ety 
sont  des  variables,  et  les  coordonnées  du  point  7^  ou  7”  de 
contact  doivent  satisfaire  à l’équ.  j'’ — — «a:=o,  qu’on 
peut  écrire  ■* 

(7-5<S)’+(ar-»’='(-*+^’). 

La  courbe  à laquelle  appartient  cette  équ.  passe  donc  parles 
deux  points  de  contact.  Or,  cette  courbe  est  un  cercle  dont  le 
centre  est  en  tm  (|  «,  \fi),  et  le  rayon  = Si  donc 

on  prend  Cp~\CP,  pm~\PM,  ni  sera  le  centre , et  Cm  sera  • 
le  rayon  d’un  cercle  qui  passera  par  les  points  de  contact  cher- 
chés T et  T*.  < 

38o.  Soient  deux  cercles  C et  C (fig.  67),  l’origine  en  C, 
C(y=a  sur  l’axe  des  x;  leurs  équations  sont  pour  C, 

et  (ar — pour  C.  En  éliminant  xetj",  on  a pour  les 
points  d’intersection 

20  ’ 20  ’ 
L’abscisse  étant  simple  et  l’ordonnée  double,  la  ligne  CC , qui 
joint  les  centres,  est  perpend.  sur  le  milieu  de  la  corde  MN. 

Il  est  aisé  de  tirer  de  ces  équ.  les  conditions  relatives  aux  cas 
où  les  cercles  se  coupent  ou  se  touchent  (n®  202)  : en  effet,  le 
radical  traité  comme  p.  337,  devient 

= (o+/î-}./î')  {a-ifR—R')  {R  + R'—a){R'ya-R). 

N 


Digitized  by  Google 


TRAWSFOBMATION  DE  COORDONNÉES.  4^7 

AdineUons  qué  R soit  = ou  >■  /î'  ; les  deux  t"’  facteurs  se- 
ront positifs,  et  il  reste  à analyser  les  cas  que  peuvent  offrir 
^ * 

t”.  Si  les  signes  sont  les  mêmes,  ils  ne  peuvent  être  — , car 
on  ne  peut  avoir  ensemble  a^R  et  <^R — R'  ; ainsi , dès 
que  le  radical  est  réel , les  circonf.  se  coupant  en  deux  points, 
et  l’on  &a  <^R  -\-R' , et  R — R'.  \ 

1°.  Si  l’un  de  nos  deux  facteurs  est  nul,  a=/J  + R',  ou 
a=R — R'  ; d’où  j’=o,  x=R,  lescercles  n’ontdonc  qu'un  point 
commun  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  : c’est  le  cas  du 
contact.  > 

3°.  Enfin,  si  les  signes  sont  contraires,  savoir  : 

a>  Ü+/1'  et  R — R',  ou  a^R — R'  et  fî-f-iî'  ; 

comme  la  i"  de  ces  deux  condition^comprend  la  a*,  il  s’ensuit 
que  les  cercles  n’ont  aucun  point  commun,  quand  t 

R-^R' , ou  < R — R'. 

38 1.  Voici  quelques  autres  problèmes  à re'soudre. 

I.  Étant  donnés  une  droite  et  un  cercle , mener  une  tangente 
parallèle  à cette  droite. 

II.  Menerune  tangente  àdeux  cercles  donnés.  * 

III.  Tracer  une  circonf.  tangente  à un  cercle  et  àdeux  droites 
données  (le  centré  est  sur  la  ligne  qui  divise  l’angle  donné  en 
deux  parties  égales  ). 

Transjormation  de  coordonnées.  ' 

» 

38a.  L’équ.  d’une  courbe  est  quelquefois  si  composée,  qu’il 
est  diilicile  d’en  déduire  les  propriétés  ; mais  il  se  peut  que 
cette  complication  tienne  aux  axes  coordonnés  auxquels  la  , 
courbe  est  rapportée.  Ou  a vu  , par  ex. , que  le  cercle  a pour 
équations 

J-’=a/?X— x’,  X’+J-’  = /î*; 
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ceile-ci  n’est  plus  simple  que  parce  que  l’origine  est  au  centre. 

Il  convient  donc  de  savoir  transformer  l’éqn.  d’une  courbe,  de 
manière  à la  rapporter  à d’autres  axes , afin  de  simplifier  les 
calculs. 

^ Les  axes  coordonnés  étant  Ax,  Ajr  (fig.  zaS),  sous  un  angle 
A quelconque,  supposons  qu’on  veuille  prendre  d’autres  ores 
A'x',  k'-^'  parallèles  aux  i*".  Soient  = n,  = fi  les 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine  ; AP=x,  PM~  y,  celles 
d’un  point  M;  A'C~x',  CM=y  les  nouvelles  coordonnées. 

Oai  AP=BP+ AB,  PM=MC+CP,o\x 

. x=x'+a,  y=y'+b...  (A). 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l’équ.  en  x et  y d’une  courbe  , la 
traduiront  en  x'  et  y,  et  l’origine  sera  transportée  en  A'  {a,  b), 
a et  b doivent  d’ailleurs  a«nir  des  signes  dépendans  de  la  posi.* 
tion  dp  la  nouvelle  origine  A'  relativement  kA;  en  sorte  que, 
si  elle  était  située  en  D,  a serait  positif  et  b négatif,  et  il  fau-  | 

drait  faire  x = x''4-o,  cty  — y!  — A,  etc. . \ 

383.  Supposons  que  les  axes  primitifs  Ax,  Ay,  étant  rectan- 
'gulaires  (fig.  224) , on  veuille,  sans  changer  l’origine  A , en 
prendre  d’autres,  tels  que  Ax',  ..^'.Désignons  par  (xx')  l'angle 
xAx'  que  forment  les  axes  des  x et  des  r'  ; de  même  par  (xy’) 
l’angle  xAy'.  Pour  un  point  quelconque  M,  APz=x,  PM— y. 

ALz^x' , MLz=y  ; il  s’agit  d’exprimer  x et  j-,  en  x' , y'  et 
les  angles  donnés  (xx'),  {xy),  qui  déterminent  la  position  des 
nouveaux  axes.  On  a x^..^ A -f- Z, f,  ainsi  l’abscisse  X est  la 
jtrojection  sur  l’axé  des  x de  la  portion  de  polygone  .\LM  ; de 
même  y = LK f M . Or,  les  triangles  AKT,  , LïM  don- 
nent ( n“  354)  >^)  ' ' ‘ 

ï ' ■ 

AK  — x'  cos  (xx'),  KL  — x'  fùu  {xx'), 

Ll  z=y  cos  (xy'),  MT  =y  sin(xy). 

Donc  X = x'  cos  (xx')  4-  y'  cos  (x^ ) ) 

' ’’  ; j-=x'  sin  (.rx')  y y'  sin  (x^)!  ’ 

Si,  les  nouveaux^  axes  sont  aussi  à angle  droit  (fig.  225), 
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(*y)=9o'’+  d’où 

x=zt’  cos  (xx')—y  sin  (xx')  I 
j'=x'  sin  {xx')+y  cos  (,xx')\  “ ’ ^ 

C’est  ce  que  donnent  directement  des  trian5lès  AKL,  LIM  -, 

car  AK=-x’ cos  {xx'),  KL=xx'  s\a{xx'), 

» LIz=zy  sin  {x3^) , JM— y cos  (xx') , 

et  de  plus  x—AK — IL,  jr  = LK-\-IM. 

384-  Supposons  enfin  {tt^i' que  les  axes  ks.,  ky  aient 
une  inclinaison  quelconque,  ainsi  que  kn' , Ay'.  Pour  passer  des 
aux  2”,  résolvons  les  triangles  obliquangles  ALK,  LMl\ 
il  vient  (n®  355), 

. " ' 

AK  sioALK  . ...  x'sin(x'r) 

AL  %\n  AKL  sin(.:^) 

sin  {xy  sin(x;")  sin  (xjr) 


d’où 


X sin  (x'y+y  sin  (7/) 
sin  (x^)  ( 

x' sin (xx')+_j''  sin  {xy)i 
sin  {xy  ) 


(D). 


Quand  les  axes  primitifs  Ax , Ay  sont  obliques  , et  que  les 
transformés  Ax',  Ay'  sont  rectangles  (fig.  225),.  il  suffit  déposer 
ici  (xj'')=go®,  oii  {x'y  coinple'ment  de  {yj)  ; d’où 


' _ x'  sin  {x' y— y cos  {x'y 

■ ~ 1 sïnTx^) 

^ x'  sin  (xx')+y  cos  (xx') 

- sin  {xy 

Nous  avons  supposé  partout  que  taxe  des  \'  est  situé  en 
dessus  de  celui  des  x , etc. , ce  qui  pourrait  ne  pas  exis(er  dans 
un  rasauquel  on  voudrait  appliquer  ces  formules;  il  faudrait 
alors  modifier  les  signes  des  sin.  et  cos.  d’après  la  règle  des 
indirectes  (n“339),  en  comparant  la  disposition  des  axes,  dans 
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rapplication  qu’on  veut  faire,  avec  celle  des  fig.  224  et  225. 
Par  ex. , si  l’axe  des  x’  est  au-dessous  de  on  fera  sin  (rx') 
négatif,  cos  (xx')  positif.  (*) 

385.  Jusqu’ici  nous  n’avons  déterminé  la  position  d’un  point 
sur  un  plan  que  par  ses  distances  à deux  axes  ; mais  il  y a bien 
des  manières  différentes  de  la  fixer,  ce  qui  fournit  autant  de 
systèmes  coordonnés.  (Voy.  Géométrie  de  position,  par  Car- 
not, p.  423.  ) * 

Arrêtons-nous  aux  coordonnées  polaires.  La  position  d’un 
point  A/ ( fig.  227)  est  donnée  par  sa  distance  AM—rk\m. 
point  fixe  qu’on  nomme  pôle,  et  par  l’angle  que 

fait  cette  ligne  AM &ycc  une  ligne  fixe  donnée  Ax  ; AM  est  le 
Rajonrecteur àa  point  M.  , 

L’équ.  polaire  d’une  courbe  MN  est  la  relation  entre  r et  fl, 
pour  chacun  de  ses  points.  Si  le  rayon  y/ il/ tourne  autour  dey^, 
et  que  sa  longueur  varie  à mesure  qu’il  tourne,  c.-à-d.  avec  9, 
de  manière  que  l’équ.  entre  r et  fl  soit  toujours  satisfaite  , l’ex- 
tréinitc  M du  rayon  vecteur  décnra  la  courbe  MN. 

Le  triangle  rectangle  AMP , où  AP—x,  PM=jr,  donne 

x=:r  cos  t,  j‘=.r  sin  fl, 

Ainsi  pour  passer  d’un  système  de  coordonhées  x et^  aux 
polaires  r et  9,  il  faudra  -d’abord  transformer  l’équ.  en  coor- 
données rectangles , si  elles  sont  obliques  ; prendre  pour  ori- 
gine le  point  A , qui  doit  être  le  pôle  : enfin  la  droite  Ax,  à 
j'artir  de  laquelle  on  compte  les  arcsfl,  devra  être  l’axe  des  .r. 
Ensuite  on  mettra  r cos  9 et  r sin  0 pour  x etj.  , 

Réciproquement,  si  l’on  a l’équ.  en  r et  en  9 d’une  courbe, 
en  éliminant  ces  variables  à l’aide  des  relations  précédentes, 
on  la  traduira  en  coordonnées  rectangulaires  x et^. 

^ 

(l)  Au  reste , il  est  toujours  plus  court  et  moins  sujet  à erreur  de  tirer 
directement  les  formules  de  transformation  de  la  figure  même  qu'on  considère, 
en  reproduisant  sur  cette  figure  les  operations  ci-dçssus,  c.-à-d.  en  projetant 
les  longueurs  x'  et  y sur  cli.acundes  axes  a:  etjK  qu’on  veut  transformer,  ces 
projections  étant  faites  dans  les  directions  de  ces  derniers  aies. 

P,- 
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Prenons  pour  ex.  l’équ.  (2)  (n"  87^) , du  cercle  dont  le  centre 
C (fig.  226)  a pour  coordonnées  « et  ^ ; elle  devient  par  nos 
valeurs  de  x et^  : 

r* — 2r («  cos sin  + — 7î’=o...(i) 

I®.  Pour  chaque  rayon  vecteur  r,  la  distance  de  l’origine  A 
à la  courbe  est  double,  AM  et  AN.  Les  valeurs  de  r sont 
imaginaires  pour  les  inclinaisons  8 de  la  ligne  AM  qui  ne  ren- 
contrent pas  le  cercle. 

2®.  Le  produit  des  deux  racines  r",  r de  rest(n®  187,  3®.) 

* r^.j‘=AM  X AN=»‘+fi'—R‘, 

quantité  indépendante  de  t ; donc,  si  d’un  point  fixe  A,  on 
mène  des  droites  quelconques,  le  produit  AMXAN des  deux 
rayons  vecteurs  est  constant  pour  toutes  les  sécantes. 

Selon  que  le  point  A est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle,  on 
retrouve  les  théorèmes  n®’  225  et  228. 

3®.  Le  cocflicient  du  2'  terme  est  la  somme  des  deux  racines 
r"  et  r'  en  signes  eontraires  ; faisons  A C=m,  l’angle  CAM=ç  ; 
il  vient  M=m  cos  i,  /3-=m  sin  1 , et 

» r'’-f-r'=2m  (cos  icosP-f-sin  0 sin  i)=2m  cos  (0 — i)=2m  cos 

donc  AM AN  =.am  cos  équ.  facileà  construire  lorsque 
connaissant  deux  des  quantités  r"  r,  m et  ç,  on  demande 
la  3'. 

4®.  Pour  que  AM  soit  tangente,  il  faut  que  les  racines  r"  et  r'  ' 
soient  égales,  et  l’équ.  (i)  un  carré  exact,  ou  (ii®  i38)  x 

, 4 (<*  cos  sin  0)’ — 4 

* « 

d’où sin®  0 — 2«iS  sin  0 cos  « -{-/S®  cos’ £==(«  sin  î — /Scost)’ 

A • * '4 

' • • . . . . * 

■J  ±R=m  (cos  i sin  6 — sin  i cos6)=:ni  sin  (3 — i)=:m  sin^. 

» 

Dans  le  triangle  rectangle  qui  oAC=Tn  pour  hypoténuse 
et  l’angle  ç,  R est  donc  lecôtéT’Copposéâcetanglev/  (n°363); 
ce  qui  prouve  que  la  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  au 


I '•  . 
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rayon  mené  au  point  de  contact.  D’ailleurs  les  racines  r“  et  r 

étant  égales , on  a 

— R'=m' — R^={m+R)  (m — R) 

ou  r*=AB'X.AI:=:AMx,AN:  la  tangente  estmoyenne propor- 
tionnelle entre  la  sécante  et  sa  partie  extérieure. 

5® . La  différence  des  racines  de  l’équ.  (i  ) est  la  corde  MNz=k, 

h =±:2  — (a  sin  fl — fi  cos  t )®=2  — to’  sin’  (t — i)] 

donc  m sin  p =±  j k’‘).  Lorsqu'on  veut  mener  par  un 

point  A une  corde  MN  qui  ait  une  longueur  donnée  , on  portera 
cette  corde  sur  un  arc  mn  (fig.  228)  pris  où  l’on  voudra  sur 
le  cercle, et  la  perpendiculaire  Cosera  la  valeur  demain ^=Co  -, 
ç est  l’angle  opposé  à Co  dans  le  triangle  rectangle  dont  l’hy- 
poténuse est  AC.  Donc  tracez  la  circonf.  qui  a Co  pour  rayon, 
et  du  point  A,  menez  des  tangentes  à ce  cercle  ,* qui  détermi- 
neront le  triangle  CFA  pour  lequel  l’angle  :‘ainsi  les 

tangentes  AM  à ce  cercle  seront  les  deux  solutions  du^  pro- 
blème , qui  ne  seront  possibles  qu’autant  que  le  point  A sera 
extérieur  à ce  cercle. 

6®.  Sans  rien  ôter  à la  généralité,  on  peut  prendre  pour  axe 
des  X la  droite  v/5,(fig.  226)  qui  joint  le  pôle  au  centre,  ou 
/S=o  : or  si  le  pôle  est  un  point  /sur  la  circonf.,  /l=aetréqu. 
(1)  se  réduit  à r’ — 7.r  R cos  fl  = q,  d'où  r — iR  cos  ^ ; c’est 
la  longueur  k d'une  corde  inclinée  de  ( sur  le’dianiètre.  Ima- 
ginons (fig.  56)  un  2®  cercle tangen t au  même  points/,  le  rayon 
étant  R';  sa  corde  sera  k'=.iR'  cos  Ô,  à.’o\x  k'.k'  ’.'.R'.R'  : les 
cordes  menées  par  le  point  de  contact  de  deux  circonférences 
tangentes,  intérieures  ou  extérieures,  sont  donc  entre  elles 
comme  les  rayons. 
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IV.  SECTIONS  CONIQUES. 


De  l’Ellipse. 

386.  On  donne  ce  nom  à une  courbe  ABO  (6g-  229) , telle 
que,  pour  chaque  point  M , les  rajrons  vecteurs  ou  distance.s 
MF—  Z,  MF'=  Z à deux  points  fixes  donnés  F et  F",  qu’on 
nomme  Foyers,  ont  une  somme  constante,  z-^z'e=AO—7.a. 
Pour  trouver  l’équ.  de  l’ellipse,  prenons  le  milieu  C de  FF" 
pour  origine  des  coordonnées,  AO  pour  axe  des  x,  la  perpend. 
BC  pour  axe  des  y ; on  est  assuré  d’avance,  par  sa  génération, 
que  la  courbe  doit  être  symétrique,  par  rapport  à ces  axes,  et 
que  l’équ.  sera  fort  simple.  On  doit,  en  général,  préférer  le 
système  de  coordonnées,  qui  est  propre  à faciliter  les  calculs 
et  à donner  des  équ.  moins  composées. 

Soient  FC=.c,  x et  y les  coordonnées  de  Af  ; on  a dans  les 
triangles  FA/P,  F" MP,  z'—y*-\-FP',  z '=y^-{-F'P',  ou 

c)*,  z-f-z’=2a. 

En  soustrayant  les  deux  1^'*,  il  vient, 

z'* — z*=(z'4-a)  (z — z)=2fl  (z' — 

ex 

Ainsi,  FM  = z~a * F'Mz=z'=:a-\ . . . (1). 

a O 

Substituant  dans  la  valeur  de  z*  ou  z'*  ci-dessus,  on  trouve 

(2). 

a 

Faisant  x=so,  il  vient  pour  l’ordonnée  BC  k l’origine. . . . 
y'  — a* — c*;  si  l’on  représente  cette  ordonnée  par  b,  on  a 
donc  a’ — c’  ; éliminant  c%  on  trouve  enfin  pour  l'équ.  de 

V ellipse , 

. . . . (3). 

387.  En  résolvant,  on  a y=±z^  ^ a' xT 
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Puisque  chaque  abscisse  x donne  deux  ordonne'es  y égales 
et  de  signes  contraires,  l’ellipse  est  telle  que  (fig.  aSo) 

symétrique  par  rapport  à l’axe  AO  ; ellel’est  aussi  relativetuent 
à BD,  puisque  + x et  — ordonnent  la  même  valeur  de^.. 
Ainsi,  lorsqu’on  plie  la  figure  selon  AO  ou  BD,  les  parties  de 
la  courbe  se  superposent  et  coïncident.*^ ^ ' 

jr  est  imaginaire  quand  ± a,  x l’çst  pour  ]>•  di  î } 
donc  la  courbe  est  fermée.  B C=b  est  la  plus  grande  ordonnrâ, 
CO  — a la  plus  grande  abscisse;  AO  est  ce  qu'on  nomiiie  le 
grand  axe;  Bü  est  le  petit  axe  ; A eX  O sont  les  sommets,  C; 
le  centre.  Ainsi,  F ellipse  est  une  corde  fermée,  kil6B,^ite  la 
somme  des  rajrons  vecteurs  menés  des  deux  fcfèrs  -à^un  même 
point  quelconque  est  constamment  égale  au  grand  axe;  cet  axe 
est  la  longueur  de  la  droite , qui  passant  par  lesfo^ri,  tra- 
verse la  courbe  de  part  en  part;  les  extrémités  de  cetlé. ligne 
sont  les  sommets , le  milieu  est  le  centre.  il 

388.  Comparons  deux  ordonnées^, d’une  même  ellipse;  qui 
ont  ar,  ar'pour  abscisses  (fig.  a3o);  les  équ.  a*_y’=ô*(a’r^x*), 
o7jr'^-=b'‘  {à‘ — x'^)  donnent  le  quotient 

a” — a:* (a  -t*  x)  (a — x)  , 

^ . y“  a' — (o+a:')  (a — jr';’  ’1‘  • 

or,  CP—x,  AP=a-\-x,  PO=:â—x  : ainsi  les  carrés  des 
ordonnées  sont  entre  eux  comme  Iss  produits  des  distancies  du 
pied  de  ces  ordonnées  aux  deux  sommets. 

En  changeant  or  en  et  ^ en  a:,  l’équ.  (3)  se  change  en 
by^-\-a^x^=à‘b‘\  ainsi  elle  conserve  la  même  forme,  qu’on 
prenne  AO  ou  BD  pour  axe  des  x.  • 

38g.  Le  cercle  ANO  décrit  du  centre  C avec  le  rayon  a 
(fig.  a3o),  a pour  équ.  Y=z\/{a} — x‘‘),  où  Y=PN:  com- 

Y l) 

parant  cette  ordonnée  à PM  (n®  387),  on  a^=-.  Ainsi  le 

rapport  des  ordonnées  du  cercle  et  de  l’ellipse,  qui  répon- 
dent à une  même  abscisse,  est  constant  et  égal  à celui  des  axes  ; 
y est  donc  toujours  K : le  cercle  renferme  l’ellipse.  Celui 
qu’on  décrit  avec  le  rayon  BC  y est  au  contraire  renfermé. 
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Celle  proprLélé  fournil  une  construclion  forl  simpju  de 
l’ellipse.  Après  avoir  Iracé  les  axes  donne'syrfO,  BD,  el  les  cir- 
couf.  inscrileel  circonscrile  (donl  lesr^ons  sonl  b et  a),  on 
mène  un  rayon  quelconque  CN,  et  par  les  points  Ç et  N,  où 
cette  droite  coupe  les  circonf. , on  trace  les  parallèles  aux 
axes,  QM,  AP;  leur.section  M est  un  point  de  l’ellipse,  car 
on  a 


PJU_  CQ  PM _b 

PÎV  ~ CiV  ’ Y ~a 


d’où  PM  =jr.. 


Sgo.  La  définition  de  l’ellipse  donne  un  autre  procédé  pour 
décrire  cette  courbe  (fig.  229).  Après  avoir  tracé  les  deux  axes 
AO,  BC,  du  point  5 comme  centre , et  avec  le  rayon  CO , dé- 
crivez un  arc  de  cercle  qui  coupera  AO  en  F et  F'y  ce  seront 
les  foyers, ‘à  cause  de  l’équ.  a’  — c*  (n“  386).  Du  centre 
F et  avec  un  rayonégal  à une  portion  quelconque  de  AO,  telle 
que  KO,  tracez  un  arc  vers  M ; puis  du  centre  F' , avec  le  reste 
AK  du  grand  axe,  tracez  un  2*  arc , qui  coupera  le  1"  en  M ; 
ce  sera  un  point  de  la  courbe,  car  FM+F' M—A  O : on  aura  d^ 
la  sorte  quatre  points  de  l’ellipse  avec  les  deux  niêines  rayons, 
en  décrivant  des  arcs  des  deux  côtés  des  axes.  Le  même  procédé 
fera  connaître  autant  de  points  qu’on  voudra  de  la  courbe.  • 
Lorsque  l’ellipse  a de  grandes  dimensions,  on  fixe  aux 
foyers  F et  F'  les  deux  bouts  d’un  fil  long  de  AO , puis  on 
fait  glisser  sur  ce  fil,  toujours  tendu,  un  stylet  M qui  trace  la 
courbe. 


3gi . A mesure  que  les  deux  foyers  s’éloignent  l’un  de  l’autre, 
ou  que  b diminue  par  rapporlà  a,  l’ellipse  s’allonge  et  s’aplatit 
davantage  ; au  contraire,  si  les  foyers  se  rapprochent , elle  s’ar- 
rondit; enfin,  si  ces  points  se  confondent,  ou  a = b,  on  a. . . . 

-f  a:’  = u“,  et  la  courbe  devient  circulaire.  On  peut  donc 
regarder  le  cercle  comme  une  ellipse  dont  les  axes  sont  égaux. 

Les  équ.  (i)  montrent  que  les  rayons  vecteurs  de  l’ellipse 
sont  rationnels  par  rapport  aux  abscisses  x.  La  distance  FC=c 
est  ce  qu’on  nomme  Y Excentricité;  zetz  deviennent  maximum 
ou  m/n/mwm  pour  r=±:a,  savoir,  z=rn  dre  ; ainsi,  de  tous 
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les  points  de  l’ellipse,  O est  le  plus  voisin,  et  A le  plus  éloigné 
du  foyer  F.  I/extrémité  B du  petit  axe  est  à la  moyenne  dis- 
tance de  F,  car  ar=  o,  donne  z=:z  = a=BF. 

On  nomme  Paramètre  la  double  ordonnée  qui  passe  par  le 
foyer;  on  l’obtient  en  faisant  *=  c,  ou  x’  = a’  — b*,  dans 

l’équ.  (3):  et  on  trouve^=rt— ; p = — = est  donc  le 

<2  a.  2.Ü. 

* paramètre  : c’est  une  troisième  proportionnelle  au  grand  et  au 
petit  axe.  • , 

Pour  transporter  l’origine  au ‘sommet  A y il  faut  changer 
xenx — adans  l’équ.  (3),  et  Ton  trouve (aax — x').'* 
392.  Rapportons  l’ellipse  à des  coordonnées  polaires  (n“  385), 
le  pôle  étant  à l’un  des  foyers  F\  changeons  x en  x' 
dans  la  valeur  (i)  de  FM,  et  ensuite  x'  en  z cos  9,  i étant 
l’angle  ^FO;  il  vient 

, , _ n’* — c'  a ( I — e*) 

• . —a+c  cos  ê 1 + e cos  <" 

^ * 

' On  désigne  par  e le  rapport  de  l' excentricité  au  demi-grand 

axe,  c-=ae;  le  pôle  est  en  F,  et  les  arcs  t sont  comptés,  à par- 
tir du  sommet  voisin  O,  dans  le  sens  OMB.  Si  l’origine  est  à 
' l’autre  foyer  F',  et  les  arcs  è comptés  dans  le  même  sens,’  il  » 
, ’ faut  changer  ici  e en  — e.  ‘i’ 

- De  UHjrperbole. 

3g3.  Cette  courbe  jouit  de  la  propriété  que  la  différence  des 
rayons  vecteurs  FM — FM  (fig.  a3i)  est  une  quantité  cons- 
. • tante  AO  = na=  z — z.  En  plaçant  l’origine  au’  milieu  C de 
FF,  etc...,  et  reproduisantle  calcul  du  11°  386,  ôn  a de  même 
z'’  — z*  =2fl  ( z'  -J-  Z ) = 4t^x  ; ainsi 

S 

FM=zz  — — —a,  FM  = z'  = fî-l-a...  (4). 
a a 

» 

Substituant,  etc. . .,  puis  faisant  c*=a*-f-F,  il  vient 

a’r*  — A’x*  = — . a*F. 
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On  trouvera,  comme  au  n®  387,  que  l’hyperbole  est  syinétrl  - 
que,  par  rapport  aux  axes  FF"  et  Cy,  car  on  a 


Plus  a:  croît  tant  positivement  que  ne'gativemcnt,  et  plus 
augmente;  mais  on  ne  peut  prendre  x <^±a\y  est  nul  pour 
a.'=:±<i  : donc  la  courbe  ne  s’étend  pas  entre  les  deux  sommets 
A et  O-,  partant  de  ces  points,  elle  forme  deux  branches  oppo- 
sée^ par  leurs  convexités  et  indéfiniment  étendues,  ouvertes 
l’une  à droite,  l’autre  à gauche.  Le  point  C est  le  centre, 
AO=i^a\e  premier  axe  ; l’ordonnée  à l’origine  est  imaginaire, 
x = o donne  j"=±:éV/ — i.  Si  l’on  rend  cette  quantité  réelle 
en  changeant  de  signe  sons  le  radical,  la  longueur  £ qu’on  ob- 
tient, ou  l’ordonnée  centrale  rendue  réelle,  est  ce  qu’on  nomme 
le  demi  second  axe,  qui  n’est  plus^  comme  pour  l’ellip.se,  une 
des  dimensions  de  là  courbe. 

3g4.  Les  ordonnées  y et  y (fig.  aSa),  qui  répondent  aux 
abscisses  x et  x' , donnent,  comme  n°  388 , 

'y* X®  — <j’ (x-J-a)  (x  — a) OP  .AP 

y'‘  x'* — a'*  (x'-}-a)  (x' — a)  OP'.  AP'' 

On  a encore  les  carrés  des  ordonnées  proportionnels  aux  pro-  » 
duils  des  distances  de  leurs  pieds  aux  deux  sommets. 

Quand  a=.b,  on  a y=x’  — a*  : l’hyperbole  est  dite  équi-  , 
latere.  , 

En  changeantx  en^,  et  j'en  x,  l’éq.  devient^  J* — a’x*=a’A*. 

La  forme  est  la  même,  au  signe  près  du  a»  membre;  les  x sont 
comptées  sur  BD  et  les  j sur  CP  ; l’hyperbole- est  dite  rappor- 
tée au  centre  et  au  a'  axe  (comme  fig.  aSy). 

Changeant  x en  x-f-o,  l’origine  vient  au  sommet  A,  et  l’équ. 
de  l’hyperbole  est  a’j’=  6®  (aox  + x’), 

395.51  l’on  décrit  une  ellipse  ABOD,{ftç,‘.  a3a)  sur  les  mêmes 
axes,  elle  sera  comprise  entre  les  deux  sommets  et  allongée 
dans  le  sens  desx  ou  des  j,  suivant  que  a sera  > ou  ce 
sera  un  cercle  si  l’hyperbole  est  équilatère.  Ces  deux  courbes  ont 
T I.  a.7 
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des  propriclés  aiialo{;ues,  dont  on  peut  voiries  de'tails  dans 

la  Géomélrie  de  position  de  Carnot,  p,  i43. 

396.  La  définition  de  l’hyperbole  doiineun  procédé  pour  dé- 
crire cette  courbe.  Après  avoir  trace  les  axes  F“F,  Cy  (fig.  a3i), 
et  marqué  les  foyers F',  on  décrira  vers  M un  arc  de  cercle  du 
terilre  F,  avec  un  rayon  ([ue]ponque  AG  ; puis  du  centre  F', 
avec  le  rayomOG  on  décrira'un  2'  arc;  li^ point.  M de  section 
sera  siir  la  courbe,  puisqu’on  a F'M — FM  — AO.  Onaura, 
avt?b  les  niènies  rayons,  quatre  points  de  l’byperbole,  puis 
autant  de  points  qu’on  voudra  en  changeant  de  rayons. 

Les  équ.  (4)  montrent  que  les  rayons  vecteurs  de  [hyperbole 
sont  rationnels  par  rapport  aux  abscisses. 

Le  paramètre,  ou  la  doublfi  ordonnée  passant  par  les  foyers, 

conserve  la  même  valeur  que  pour  l’ellipse  p = ; 

En  raisonnant  comme  11°  ^92,  on  obtient  pour  l’équ.'’ polaire 
de  l’hyperbole,  le  pôle  étant  eç  F (fig.  23 1),  et  faisant  l’angle 
AF3I=  S et  cz=zaç. 


a («’—  I) 


c cos  0 1+  ecos  « 

. * 

397.  En  comparant  les  équ.  dè  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  , 
on^observe  que  l’une  se  change  en  l’autre,  lorsqu’on  y rem- 
place b par  b\/ — T.  Get  artifice  de  calcul  servira  à traduire 
les  formules  obtenues  pour  l’une  de  ces  courbés  en  celles  qui 
conviennent  â l’autre. 


De  la  Parabole,  t ' * 

^ ^ 

398.  Étant  donnés  unq^lnt  fixe’ou  foyer  iT(fig.  234)  et  une 
-droite  quelconque  QQ' , la  parabole  est  une  courbe  doqt  chaque 
point  M est  à la  mcniedistauce  de  F que  de  qu’on  uomm<^ 

directrice.  Prenons  pour  Itxe  des  x,  DFperpçnd.  sur  QQ' ■, 
poui^  origine  le  milieu  A de  FD=p,  et  pour  ^ve  des  y la 
])ar.rllèle  AB  à ÇÇ'  ; est  visiblement  un  point  de  la  courbe . 
On  a APxzXf  PMxxy^  QM-=  DP,  ou  z-\p.\-’x  \ dans  le 
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triangle  FM  P FM‘  — z'  —j'  + ( J?  — îi>  )®  ; donc  égalant 
les  valeurs  de  z,  etc.,  on  a j-*  z=z^px,  pour  Véqü.  de  la  pa- 
rabole, courbe  qui  est  symétrique  par  rapport,  à l’axe  des  x 
seulemeot.  ' 

Il ‘résulte  de  la  génération  de  cette  courbe,  que  l’ellipse 
dont  le  grand  axe  devient  infini  se  change  en  une  parabole. 

Deux  points  (x,  x’),  ijr,y)  d’une  parabole  donnent 


^jr'ezzllpx,  y*=px', 

t-  .. 

Les -carrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  abscisses 
correspondantes.  ^ ^ 

Si  la  constante  a/;,  qu’on  nomme paramètiv,  est  inconnue, 
et  qu’on  ait  un  point  de  la  courbe,  on  voit  que  a/>  est  3*  pro- 
portionnelle à l’abscisse  et  à l’ordonnée  de  ce  point. 

Pour  tracer  la  parabole  dont  on  a le  paramètre  = ip 
( fig.  a33),  comme  jr  est  moyenne  proportionnelle  entre  AB 
et  X,  on  décrira  un  cercle  BCP  qui  passe  en  B,  et  dont  le  centre 
soit  en  un  point  quelconque  de  ; AC  sera  Vy  qui  répond 
à l’abscisse  AP  •.  ainsi  les  parallèles  CM,  PM  aux  axes  coor- 
donnés, détermineront  un  point  M<de  la  parabole.  On  en  ob- 
tiendra de  même  autant  d’autres  qu’on  voudra. 

Si  l’on  fait  xz=\p  = AF  (fig.  234),  “ y=—P\  «insi 

le  paramètre  2/>  est  encore,  dans  la  parabole,  la  double  ordon- 
née passant  par  le  foyer. 

399.  La  génération  de  la  courbe  donne  un  moyen  simple 
pour  la  tracer.  On  a vu  que  z=^\p  -^-x;  ainsi  le  rayon  vec- 
teur est  encore  rationnel.  Prenez  sur  l’axe  Ax  (fig.  234),  ^ 
partir  du  sommet  A,  de.s  ù\siaLncei  AD  = AF z=z^p,  F sera 
le  foyer,  la  peifend.  QQ'  à Ax  sera  la  directrice;  et  il  s’agit 
de  trouver  tous  les  points  M qui  sont  à égale  distance  de  l’un 
et  de  l’autre.  Menez  une  ordonnée  indéfinie  quelconque  MM' , 
puis  du  foyer  F pour  centre,  avec  PD  pour  rayon,  tracez 
un  arc  qui  coupera  cette  droite  MM’  en  deux  points  Af  et  î/  : 
ces  points  sont  sur  la  courbe. 

27.  . 


a 
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Pour  avoir  l’éq.  polaire  de  la  parabole,  prenons  le  foyer  F 
pour  pôle,  et  portons-y  l’origine,  en  faisant  x = x'  -1-  ;/>’  dans 
Z ==i/>  + x;  enfin,  posons  FP,  ouxf  = — a cos I,  l’angle  âétant 

AFM  compté  du  sommet  ; il  vient  s = — ~ — -,  ^ 

^ , ■ I "d-  cos  t ' • 

•4  \ 

Des  Sections  d’un  cône  droit  par  un  plan. 

400. -On  demande  l’équ.  delà  courbe  AMO  (fig.  235),  in- 
lerseclion  d’un  cône  droit  IDB  par  un  plan  quelconque  OA'. 

Si  par  l’axe' on  fait  passer  un  plan  BDI  perpend.  au 
plan  coupant  (il  le  sera  à la  base,  n°  272),  l’intersection  de  ces 
plans  sera  la  droite  AO,  projection  de  l’axe  du  cône  sur  le 
plan  coupant}  c'est  ce  ([u’on  nomme  l’^xe  de  la  section  co- 
nique. Par  un  point  quelconque  P de  cet  axe,  menons  un  plan 
parallèle  à la  base  DI-,  ses  intersections,  avec  le  cône  et  le  plan 
coupant,  seront  le  cercle  FMG  et  la  droite  PM,  laquelle  étant 
perpend.  ( n®  273)  sur  FG  et  AO ^ est  une  ordonnée  commune 
aux  deux  courbes. 

Cela  pose,  soient  AP—x,  PM-=y-,  cherchons  une  rela- 
tion entre  x,  y,  et  les  données  du  problème,  qui  sont  l’angle 
. l’angle  Dfi/=/3  et  AB~c^.  La  propriété  du  cercle 

donne = FP  X PG  ; trouvons  FP  et  PG. 

Dans  les  triangles  AFP , POG  et  ABO,  On  a (C,  n°  355) 

sin''« Fp  sin  O ' sin(««-^/S) ^ ^ 

X ’ sinG  ****  sin  F •''PO  AO  — x' 
sin  -1-/3)  sin  ^ ,,  , csin/S 


sin  F 
sin  O 
~ÂB 


ou 


AO 


d’où  AO  esz- 


“sin  («^)‘ 

Or,  dans  le  triangle  BHF,  l’angle  F est  coniplément  de  | |S  ; 
donc  . , . ■ - ■ 


FF  = 


X sin« 


PG  = 


sin,(«  -4-/8  )'/  , c siiti  i§  ‘ 
’coSj/S’  ' 6d&jp‘‘  \iXn(m^0) 

et  l’on  a‘,  pour  l’équation  demùhdéè,^  . , • , 


fi 


— , 


y’  = 


,8in 

cos* 


[cjr  sin  ^ — X*  sin  (<• -if-lS) ] . , . . (j/)\ 
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Pour  oblenir  toutes  les  sections  du  cône,  il  suffit  de  faire  prendre 
au  plan  coiipant'loüt'ès  les  posiUoi\s.  possit|]cs,  c’est-à-dire  de 
faire  tourner  la  droite  autour  dupoint  A dans  le  plan  BID, 
et  de  chauigér  aùssi\^£  = c.  U se  pre'sentê  trois'cas.* * 

i“.  Lorsque  i8o”,  le  plan  coupant  est  parallèle  à la 

géne'ratrrce  (Gg.  236);  et  la  courbe  s’étend  à l’inGni  ; en  fai- 
sant sin  (• -f- 13  )-=^o, notre  éqa.’devieot  (à  cause  de  G,'n“  367) 

’ sin’  j8  ^ ' 

~ c'oS’  i'fi  • ~ k *> . , . 

♦ ® ^ T ^ 

c’est  celie’d’une/>araéofc  (♦).  ‘ \ ^ ’ 

2*.  Tant  que  « -j-/3  180*,  le  plan  coupant  reucontre  toutes 

les  génératrices  d’uiie  même  côté  du  sommet  ; la  courbe  est  fer- 
mée : (A)  en  est  l’éi^uation. 

3°.  EnGn,  lorsque  fl -f- ^ ^ 180°,  le  plan  coupant  rencontre 
les  deux  nappes  de  la  surface  de  |iart  et  d’autre  du  sommet  ; la 
courbe  a donc  deux  branches  étendues  à l’infini  M'AN',  LO'  Q 
(fig.  a35),  dont  la  courbure  est  opposée.  Ory  • -1-  ^ ^ 180’ 
change  le  sinus  du  signe , et  l’on  a . 


r=^ 


[ex  sin  sin  (fl -1- 18).  . . .(C). 


cos’  7 0 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  si  l’on  représente  par  la  la  dis- 
tance AO  entre  les  sommets,  et  par  K un  coefficient  constant, 
on  a • ‘ . ■ ■ n » 


2fl  = - 


c sin  & 


K = 


sin  « sin  («-+-/8) 


,{D). 

t 


I 


- sin  (et “ cos’i(8 

Les  équ.  A et  C deviennent^’ = /f  (ùoxqzx’),  qui  sont  celles 
de  Yellipse  et  de  Vhjrperbole  rapportées  au  sommet  ( n°*  Sqi 
et  394).  • ‘ ' 


(*)  On  aurait  pu  refaire  les  raisonnemeng  précédées;  FP  (flg.  a36)  con- 
serve la  valeur  ci-dessus  , en  y faisant  sin  <t=  sin/3  ; donc  Ff  ^ : de 


plug , AL  parallèle  à PG  donne  le  triangle  ABL,  dans  lequel  on  a 
sin  /S  sin  è AL PG 

• îi^TÂT’ ®"  “ ÂZ  “ T’ , 


cos-j  fi 
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L’équ.  générale  des  sections  coniques,  l’originè  étant  ap 

sommet,  est  donc  ^ mar-f-nx’.  Elle  appartient 

1”.  A la' parabole,  lorsque  n = o,  (m  = ap); 

* J b*  2&* 

2°.  A 1 ellipe  , quand  n = — — etm  = — ; ^ 


U 2&* 

3®.  Enfin  à l’byperbole,  lorsque  n = — , m — —~ 


4oi*.  Il  n’y  a rien  à changer  à tout  ce  qui  vient  d’être  dit, 
lorsqu’on  fait  varieras  et  c,  c.-à-d.  les  dimensions  du  cône  et  la 
distance  AB.  On  ne  peut  faire  /S  = o,  on  0:?ri8o®;  car  il  n’y 
aurait  plus  de  cône  : c =:  o suppose  que  le  plan  coupant 
passe  par  le  sommet.  L’intersection  est  alors  un  point  lorsque 
• +/3<^i8o®;  unedroite  quanda-f-jS=i8o°  (le  plan  est  tangent 
au  cône)  f enfin  deux  droites  quand  a -1-  /8>  i8o®.  Le  calcul 
comprend  aussi  ces  trois  cas  ; car  en  faisant  c = o dans  {A) , 
puis  sin  («-1-/3)  positif,  nul  et  négatif,  on  trouve 


y + Kx'‘-. 


La  i équ.  ne  peut  être  satisfaite  qu’autant  (n®  1 1 2)  que  x = o, 
etj'sso,  ainsi  elle,  représente  un  point;  la  seconde  est  celle 
d’rnije  droite;  la  troisième,  enfin,  donnej‘  = ±x|//(C  qui  re- 
présente deux  droites.  *' 

Donc , quels  que  soient  le  cône  et  la  position  du  plan  cout 
paut,  l’équ.  {A)  est  celle  des  sixsections  coniques;  cétant=;o, 
on  a les  trois  sections  qui  {mssent  par  le  sommet;  et  lorsque  c 
n’est  point  nul,  cette  équ.  représente  une  ellipse,  unehjperbole 
* ou  une  parabole,  suivant  que  le  coefficient  de  x’  est  négatif,  po^ 
sitif  ou  nul.  [ 

. * *v, 

402.  Etant  donnée  l’équ.  d’une  ellipse,  d’une  hyperbole,  ou 
d’une  parabole  rapportée  à son  sommet,  ainsi  qu’un  cône  droit 
quelconque , il  est  facile  de  placer  cette  courbe  sur  le  cône, 
c.-à-d.  de  trouver  la  situation  du  plan  coupant  qui  la  reprodui- 
rait; car,  dans  les  deux  derniers  cas , on  connaît  a , K et^,  et 
il  s’agit  de  trouver  c et  l’angle  «,  en  recourant  aux  équ.  D.  Or 
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la  i’’'  fait  counaitre  c,  quand  on  a tire  et  de  la  : celle-ci  de- 
vient par  les  équ.  I et  G , p.  3'ji, 

2K  cos’  4/9  = 2 siu’  (t  cos  j3  -4-  a sin  « cos  m si'n  fi 
= ( 1 — cos  2«)  COS^  + *i“ 

Cette  e'qu.  de  la  forme  bz=.n  sin  2a  -{-/cos  2«,  a été  résolue 
p.  391. 

Et  si  l’équ.  donnée  est  celle  d’une  parabole^“=2/?x,  l’équ.  li 
donne p-T-c  sin’  4 8,  d’où  l’on  tire  c,  et  par  suite  la  position 
du  plan  coupant  (fig.  236). 


Méthode  des  Tangentes. 


4o3.  Si  par  deux  points  M et  courbe 

quelconque  BMQ,  on  mène  une  sécante  SMQ,  et  qu’on  fasse 
varier  la  position  de  Q sur  la  courbe,  A/ restant  fixe , la  sécante 
prendra  diverses  inclinaisons.  Si  l’on  rapproche  Q de  d/ jusqu’à 
faire  coïncider  ces  deux  points,  la  sécante  deviendra- '/W: 
cette  droite  se  nomme  Tangente  ; c'est  une  sécante  dont  on  a 
fait  coïncider  les  points  d' intersection. 

L’équ.  de  toute  droite  qui  passe  en  un  point  M (x',  j"')  est 


. y—y=A{x  — x')...  (i). 


Pour  déterminer  la  tangente  TM  , il  suffit  d’assigner  à 
A = tang  T la  valeur  qui  convient  à l’inclinaison  de  cette  droite;. 
, il  faut  pour  cela  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  lui 
servent  de  définition. 

Désignons  par  x'-f-  A etj‘'-4-^  le»  coordonnées  du  2'  point  Q 
d’intersection  de  lasécantc5M,  ou  MR  = h,  QR  =k;  la  tang. 
h 

de  l’angle  QMR  est  - = tang5.  En  changeantx'  ciy  en.x'-f//, 
* et -f-  k dans  l’équ.  de  la  courbe,  et  réduisant,  il  sera  facile 


d'en  tirer  - , qui  est  la  valeur  de  tang  S.  Or,  tang  T est  visi- 
blement la  limite  de  tang  S,  lorsqu’on  fait  varier  le  point 
pour  l’approcher  de  M ; cn'sorle  que  si  l’on  pose  tang  T ou 
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tang  a pourra  décroître  indéfiniment.  Si  donc  la 

valeur  - de  tang  5 a la  forme p -f-/8,  p étant  une  quantité  in- 
variable, et  /3  une  expression  en  A et  ^ susceptible  de  devenir, 
avec  ces  variables,  aussi  petite  qu’on  veut,  l’équ.  A= p 
se  partagera  ( n®  1 1 3 ) en  deux  autres , dont  l’une,  A=p,  dé- 
terminera A.  A est  donc  ce  que  devient p-f-fi,  lorsque  fi  estnul, 
c.-à-d.  que  A est  ce  que  devient  le  rapport  k : h,  quand  onj 
pose  k et  h nuis. 

Concluons  de  là  qu’tf faudra  substituer  y'  -f-  k et  x'  + h pour 
x'  et  y'  dans  l’équ.  de  la  courbe,  et  en  tirer  le  rapport  k h, puis 
J' faire  k et  h nuis;  on  obtiendra  ainsi  la  limite  de  ce  rapport, 
ou  A,  et  par  suite  l’équ.  (i)  de  la  tangente,  {f^ojr.  p.  44°)* 

La  droite  indéfinie  MN,  perpend.  à la  tang.  au  point  M de 
contact,  est  la  Normale;  l’équ.  est  facile  à déduire  de  celle  de 
la  tang.,  puisque  ces  droites  passent  par  le  point  il/  et 

de  plus  sont  perpend.  L'éq.  de  la  normale  est  (n°  371) 

— (7.). 

Les  longueurs  TP,  PN,  comprises  entre  les  pieds  T,  P et 
N de  la  tangente,  de  l’ordonnée  et  de  la  normale,  sont  la  soiù- 
tangente  et  la  sous-normale.  En  faisantj-  = o dans  nos  équ., 
011  obtient  pour  x les  abscisses  ATel  AN  des  points  T* et  N. 

sous-tang.  TP  ou  x'  — x ....  (3) . 

sous-norm.  PN  oxx  x x' = Ay . , . (4). 

Il  pourrait  arri'^’er  que  la  tangente  et  la  normale  n’eussent 
pas  la  même  disposition  que  dans  notre  figure,  et  que  la  sous- 
tangente  fût  X — x’ , et  la  sous-normale  x'  —x;  mais  alors  le 
signe  négatif  qui  affecterait  les  valeurs  (3)  et  (4)^  indiquerait 
cette  circonstance  (n°  33g)., 

Les  longueurs  MT  et  MN  sont  appelées  aussi , l’une  Tan- 
gente, l’aiUie  Normale. 

404.  Appliquons  ces  théorèmes  à la  parabole  (fig.  234),  dont 
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l’équ.  tst  j^  — 7.px-,  on  & y*  — apx',  {j'-\-'kY=‘ip{x'-\-h), 
qu'on  réduit  à 

k 

2/ty  + k‘  = iph,  d’où  ^ = tang  S = y 

Faisant  k nul,  on  a ^ = tang.  T — 

1°.  Équ.  de  ta  tangente jj  ~p  {x  -\-x').  , 

2*.  Équ.  de  la  normale {j — jr') p + {x—x')y=o. 

3*.  Longueur  de  la  sous-tang.  T'P=ix' . 

4®.  Longueur  de  la  fOMf-nomi.  PN=zp. 

Donc  la  sous-tangente  est  double  de  T abscisse,  le  sommet  A 
est  au  milieu  de  TP,  le  pied  T de  la  tang.  est  à gauche  du 
sdmmet,  et  la  sous-normale  est  constante  et  égale  au  demi- 
paramètre,  double  de  la  distance  focale  AF. 

La  norna.A/7V=  v'(Pdf“-f-f’iV*)=\/{/‘4-/»’)=V//>(aa:'+/7). 

4o5.  Cherchons  l’angle  TMF=  V ( fig.  a33  ) que  fait  le 
rayon  vecteur  avec  la  tangente  : ce  rayon  passe  par  les  points 
,y)  et  F{\p,  o)i  on  a donc  j-— y =^'  (a;  — x'); 


d’où 


, on  a 


D’après  la  valeur  de  A pour  la  tangente  TM, 

tan.  + ‘ 

® “ I + A A'  {pf  yx'y  ~ y' 


à cause  dey’  = 2/>x',  et  en  supprimant  le  facteur  commun 
+ Ainsi  tang  V —A=.Xax\^  T,  le  triangle  TMF  est 
isoscèle.  Tous  les  rayons  lumineux  et  sonores  SM,  qui  sont 
parallèles  à l’axe , se  réfléchissent  à leur  rencontre  M avec  la 
courbe,  et  vont  au  foyer  F.  De  plus,  la  tangente  TM  coupe 
V angle  (fllLP par  moitié,  et  est  perpend.  sur  le  milieu  de  QF  : 
enfin,  FM=F1'-,  ce  qui  offre  un  nouveau  moyen  de  mener  la 
^ tang  TM. 

4o6.  Faisons  varier  le  point  de  contact  M {x’ , y ) , et  jila- 
çons-le  successivement  en  tous  les  lieux  de  la  courbe,  puis 

4 ^ • 


1 
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observons  les  diverse^  positions  qu’affecte  la  taug. , lesquelles 

dépendent  de  son  équ.,  c.-à-d.  de  l’inclinaison  tang  et 

de  l’ordonnée  à l’origine,  Il  est  aisé  de  voir 

* y 

* » ■ 

que,  I®.  au  sommet  A,  sf  et^  étant  nuis , l’axe  des ^ est 
tangent;  a®,  à mesure  que  le  point  de  contact  Æf  s’éloigne, 

X et  y croissent,  ainsi  que  Ai,  qui  est  constamment  la  dctiii- 
ordonnéej'',  tandis  que  l’angle  T’diininue. 

I.a  tangente  prend  toutes  lesjfwlinaisons  ; ainsi  U y a toujours 
un^fangente  porallhle  à une  donnée  I mais',  plus  l’angle. 

le  contact  1/  et  le  pied  T s’éloignent  du  som- 
^piinëie  à l’axe  répond  à une  distance^  infinie.  Étant' 

donc  donnée  une  direction , ou  'AJ  on  tire  aisément Vs  ^ , 

A.'  ^ ^ 

et  le  point  de  contact.  Patexeinple,  si  A est  i , ou  a y=  p ; 
d’où  séz=i  lp^  le  foyer  F répO^Éfl^u  point  G pour  lequel  la 
taiig.  est  inclinée  de  45®  sur  l’axe,' dans  toute  parabole.  ^ 
^ojj^[^}fh‘jrys=p  (x  yx')  petit  servir  à mener  ùue  tang. , 
sans  c<M1^{iife  le  point  d/ dexontâct  (x',  y'),  pourvu  qu’on 
donne  certaines  conditions.  Si  l’on  veut,  par  ex.,  qu’elle  passe 
par  un  point  dopné  I $),  notre  équ.  devient  Py'=p  {a-\-x')i 
éliminant  avec  on  .tiura  deux  valeurs  de  x'  etj'',  ^ 

deux  points  il/ dè  contact,  et  deux  tangentes.  ’ ’f'J*'-- 
Mais  l’équ.  ^yssz p (is-f-x}iétant  satisfaite  pard^es  cqordopnées 
des  deiât’points  de  contatet,  est  l’équ.  de  la  corde  qui  les  joint. 
j'scodonneMiUliScissé  x= — « du  point  de  section  avec  l’aie , 
poiatcommnn  à toutes  les  cordes  semblables,  quel  qué'soit  I, 
pourvu  que  son  abscisse  at  demeuye  la  même.*  Ainsi  le  point  I 
décrivant  une  parallèle  a^x  jr,  tes  deux  tangentes,  les  points  de 
contact,  les  cordes *qui  les  unissent,  varient;  le  point  seul 
de  sectipn  de  ces  cordes  avec  Vaxe  reste  le  même,  et  la  corde'' 
tourne  autour  de  ce  point,  qui  est  tantôt  à droite,  tapt 
gauche  du  sommet , .selon  que  l’abscisse  de/esfi  gauche  i 

droite  du  sçinnict  A,  ^ ^ ..  *■ 

* r»  • 


* 

r 
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IM  étant  la  tangente  cbercbcc,  qui  doit  être  perpeiid.  sur  le 
milieu  de  QF,  ^ est  à la  même  distance  de  F et  de  (>  ; le  cercle 
décrit  du  centre'  I avec  le  rayon  JF  passe  par  le  point  Q de  la 
directricef  lequel  devient  ainsi  connu.  parallèle  aux  x 
donne  ensuite  M,  ou  bien  on  mène  IM  perpend.  sur  QF,  et 
la  tangente  est  tracée.  Il  ne  faut  pas  ci'aindre  que  le  cercle  pe 
coupe  pas  la  directrice  dès  que  I est  extérieur  à la  courbe;  car 
le  problème  est  alors  possible , et  le  point  Q doit  exister  : on  a 
un  3'  point  Q et  une  2*  tangente.  ; 

408.  Appliquons  les  mêmes  principes  à V Ellipse.  Changeons 
X et  J en  x'-f  A,  et  k dans  l’équ.,  de  cette  courbe  ; il 
vient  , ^ 

a*(y-l-*)*+*‘(ic'+A)  — a**’; 

d’où  *(2y-f  A)a’-f  A (3x'+A)  A*=o  , | 

C’est kt  valeur  de  tang  5,  lorsqu’on  yeutl’équ.  delà  sécante 
en  deux  points  donnés.  Pour  la  tang. , on  fera  h et  k nuis,  et 

on  trouve  Axs~—  Il  ne  reste  qu'à  substituer  dans  les 

équations  du  n*  4°^  ; on  a (fig.  238)  . 

I*.  Équ.  de  la  tangente,  a’jy.4- A"xx'=a*i"  ; 

2®.  Équ.  de  la  normale,  jr — jr'xx  {x — x' ) ; 


3".  Pour  la  toui^tangente^  TP  = 


a* — X 


4®.  Pour  la  sous- normale , PN= 


b'x’ 


1°.  La  valeur  de  A oe  change  pas,  lorsque  x'  et  y prennent 
des  signes  contraires  ; ainsi  les  tangentes  en  M et  M'  sont  pa- 
rallèles ( fig.  23ÿ.  . 

3®.  En  faisant  j-=o  dans  l’équation  de  la  tangente  , on  a 
• s a*  -*y*. 

CT—xx:  — ; a^x^donne  CT ^ a : C'i’est  indépendant  de 
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b ; ainsi  toutes  les  ellipses  de'crites  avec  le  même  axe  AO,  ont 
un  meme  pied  7’pour  la  tang  TM,  TQ. . . , l’abscisse  CP 
demeurant  la  même.  Ainsi,’ décrivons  un  cercle- 'sur  le 
diamètre  AO,  prolongeons  l’ordonnée  PM  en  Q,  menons  la 
tang  TQ,  et  nous  aurons  le  point  T.  C’est  un  moyen  facile  de 
tracer  la  tangente  à l’ellipse. 

3".  j^=o  dans  l’équ.  de  la  norm.  donne  x=kCN= x'-' 

• , i 

(fig.  238)  ; ainsi  iVet  ^ sont  sitnes  du  même  côté  de  Çy. 

409.  Par  les  points  O et  A (dza,  o)  menez  les  droites  quel- 
conques ON,  AN  (fig.  23g)  ; leurs  équ.  sont 
r=»(x-a),jr=:a'(x-^-a). 

Le  point  N de  rencontre  a j)our  coordonnées  , 


%aaa. 


x = a. jr= 

Ce  point  N n’est  déterminé  qu’autant  qu’on  fixe  les  Sing,  «,<e'  ' 
des  directions  de  AN  et  ON  ; mais  si  elles  sont  arbitraires, 
on  peut  en  disposer  de  manière  que  l’intersection  N soit  sur 
l'ellipse  : on  dit  alors  que  ces  lignes  sont  des  cordes  supplé- 
mentaires. Dans  ce  cas,  nos  valeurs  de  x etjr  doivent  satisfaire 
à l’équ.  a’ô*,  ce  qui  donne  o , 

ou  U»  (a'aù •\-b')  =0.  On  exprime  donc  que  les  cordes  se  cou- 
pent sur  l’ellipse  , en  faisant  a ou  a nul  ( ce  qui  n’apprend 
’ ô’ 

rien  ) , ou  ««'  = — — . Ce  signe  — provient  de  ce  que  <*  et  a' 

sontde  signes  contraires  ; car,  si  NAO  est  aigu,  NOx  doitêtre 
obtus.  Traçons  un  cercle,  sur  le  grand  axe  ; l’angle  AN' O 
étant  droit , ANO  est  obtus.  Les  cordes  supplémentaires  du 
petit  axe  forment  entre  elles  un  angle  aigu  ; ce  qu’on  démontre 
de  même. 

On  prouve  ces  propriétés  par  l’analyse,  ainsi  qu’il  suit.  L’an- 
gle t==Af  des  deux  cordes  supplémefttaires  est  donné  par 


tang  6 = 


a—a!_ 

7+îû'  ~ a{a'—b')  ’ 
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ei»  éliminant*  .Si  a=A,  tang.ô  e?t  oo,  ou8  = 90“;  le  cercle  a 
seul  des  cordes,  supplémentaires  rectangles,  et  toutes  le  sont. 
Quand  a~^b,  « et  tang  8 ont  iQême  signe,:  donc  les  angles 
ANO,  NOx  sont  obtus  ensemble.  Si  a et  6 croissent  propor- 
tionnellement , l’angle  t ne  varie  pas  : ainsi , les  directions 
ON,  AN  sont  constantes,  ou  les  ellipses  dont  les  axes  sont 
dans  le  même  rapport  ont  les  cordes  supplémentaires  paral- 
lèles. . * *1 

Si  t est  donné,  «^résulte  del’équ.  du  2' degré.'  ~ ^ 

_ .^1  1 d*îtfr— .(a* — 6-’)  « tang  : -I  r'  - •>  •■ 

/Ijra  donc  deux  sjrstèmes  de  cordes  supplémentaires  qui 
forment  entre  elles  ûn  angle  donné  t -,  et  ces  cordes  sont  aisées 
à construire  : les  deux  valeurs  de  «.ont  même  signe,  à cause 
du  dernier  terme  -f-  l>^  Les  grandeurs  de  8 sont  égales,  quand 

. , A . fl 2ûA  


on  a (a‘ — i’)*  tang’  ê = **"6  ®- 


M=-.  Cette  solution  sépare  les  racines  réelles  des  imagi- 
naires (n®  iSg,  2“.);  ainsi  les  cordes  supplémentaires  qui 
concourent  à T extrémité  B du  petit  axe  se  coupent  sous  le 
plus  çrand  angle  obtus.  Si  AN  est  couché  su^y^O,  l’autre 
corde  est  à angle  droit;  AN  tournant  autour  de  A,  l’angle  N 
devient  obtus,  et  s’accroît  jusqu’à  ce  que  les*" cordes  passent 
en  5.  Passé  ce  terme,  AN  continuant  de  tourner,  l’angle  N 
diminue  et  reprend  les  mêmes  grandeurs. 

, Pour  obtenir  graphiqueinent  les  cordes  supplémentaires  qui 
font  un  angle  donné,  il  faut  tracer  sur  ,>^0  un  segment  de 
cercle  capable  de  cet  angle  ; l’ellipse  est  coupée  en  deu^  points 
qui  donnent  les  teintions  cherchées. 

‘ - * ' * •* 
4io.  Toute  ligne  .CiKT menée  pm:  le  centre  C (fig.  239),  a 

pour  équ.  y Aî.x  ; si  de  plus  on  veut  qu’elle  passe  par  le 

point  M (x',  y'),  il  faut  que  y'  — A' x'  •,  pour  la  tangente 

b*g!  ‘ ‘ 6’ 

en  Æf,  A-=^ ; ; d’où  AA'-=.—  — = ««'.  Si  donc  on 

a‘y'  a’  - , 


Digitized  by  Google 


^30  SECTIONS  CONIQUES, 

inèhe  une  corde  AN,  parallèle  à la  ligne  CM,  qui  va  du 
ceotre  au  point  de  tangence,  on  a A’=m,  d’où  A-=à  ; et  la 
tangente  TM  est  parallèle  à la  corde  supplémentaire  NO,  ce 
qui  fournit  encore  un  moyen  très  simple  de  mener  une  tan- 
gente à l’ellipse.  * 

4 II.  Faisons  décrire  la  courbe  au  point  de  contact  > 

et  suivons  la  tang.  dans  toutes  les  positions  qu’elle  affecte.. 
En  O,  a:'=a,  j^'  = o;  l’équ.  de  TM  devient  x=a  ; ainsi  la 
tang.  est  paraît,  aux  j.  A mesure  que  le  point  de  contact  s’é- 

lève  sur  la  courbe,  x décroît  ctjr'  croit  ; donc  A= r 

m 

décroît,  et  CT-=.  —,  croît  ; ainsi  le  point  7’s’éloigne  sans  cesse, 

* ' » 
‘ et  l’angle  MTC  diminue,  jusqu’à  ce  qu’en  B la^tangènte  de- 
vienne parallèle  au  grand  axe.  La  symétrie  de  la  courbe  dis- 
pense de  poursuivre  plus  loin  cet  examen  : donc,  il  n’jrapoint 
A inclinaison  donnée  qui  ne  puisse  convenir  à Vune  des  tan- 
gentes de  l’ellipse. 

On  obtient  le  point  de  l’ellipse  où  une  droite  doit  la  toucher, 
son  inclinaison  étant  donnée,  en  cherchant  x'  et^',  lorsque  A 
est  connu;  on  a pour  cela  les  équ.  ^ 

On  peut  également  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes 
relatifs  à la  tangente,  et  qu’on  traiterait  par  unc^analyse  sem- 
blable. > 

Cherchons  les  segmens  OH,  AK  (fig.  238)  formés  patine 
tangente  quelconque ^Hsur  les  tangentes  menées  aux  sommets. 
Onaa'‘jry-\-b*xx'=a'l/^]  faisant  x=drn,  les ,7^  sont  rtos  deux 

segmens,  savoir, 

' -;V  > 


OH=>b^ 


a—x 

or' 


AK— b' 


Le  produit  de  ces  deux  quantités  se  réduit  à b*  ; donc  le  pro  - • 
duit  des  segmens  OH,  AK,  formés  par  une  tangente  quel- 
conque/f//,  est  constamment  égal  au  carré  dudemi-petit-axe. 


I 

« 
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quelle  que  soit  la  dii'ecüon  de  cette  tangente  KH.  Nous  ver- 
rous (p.  4^4)  lignes  /4K  et  OH  peuvent  être  deux 

tangentes  parallèles  quelconques,  pourvu  qu’au  lieu  de  b'^  on 
prenne  le  cari-é  de  la  longueur  Cjr,  qui  leur  est  parallèle. 

* 4*2-  Clicrcbons  l'inclinaison  des  rayons  vecteurs  surlatang. 

(fig.  238).  Soient  les  angles  FMT=V , F' MT=zT" . 

" Toute  droite  qui  passe  enF(«,  o),  a pour  éqa.j'=y4'  {x — st); 

jr* 

d’où  A'=  ÿ , pour  le  rayon  vecteur  FA/,  qui  passe  par  le 

point  donné  Af  (x',j^);  mais  pour  l’inclinai.son  delà  tangente, 

, b*x'  „ , 7.  J T.T  A — A’  b' 

«y  ” i+AA'  <Lj'' 

' En  changedùt  «t  en  — a,  on  a pour  tang  V une  valeur  égale 
avec  un  signe  contraire  ; on  en  conclut  que  les  angles  V et  V 
sont  suppléinens  l’un  de  l’autre  ( n*  349).  L’angle  FMT  est 
aigu  et  supplément  de  l’angle  obtus  F' M7’,  ou  plutôt  les  angles 
aigus  F' A// et  FA/F,  sont  égaux.,  ■■ 

Ainsi , les  rayons  vecteurs  de  l’ellipse,  menés  au  point  de 
contact,  sont  également  inclinés  sur  la  tangente  et  sur  la  nor— 
male.  Donc,  tous  les  rayons  lumineux  ou  sonores  F'  M , qui 
partent  du  foyer  F',  doivent,  à leur  rencontre  en  M avec  Tel- 
lipse,  se  réflécbir  à l’autrë  foyer  F.  En  prolongeant  F'  M,  la 
tang,  TM  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  FMG , et  la  ner- 
male  l’angle  F* MF. 

* 4*3.  On  peuî  se  servir  de  cette  propriété  pour  mener  une 
tang.  ou  une  normale  eu  un  point  donné  A/ de  l’ellipse  (fig.  288); 

.car,  prenant  sur  le  prolongeinerit  de  F'  A/,  A/Ge=FA/,  TM 

* sera  perpend.  sur  le  milieu  de  FG, 

Pour  mener  la  tangente  TM  par  un  point  extérieur  donné  ï, 
eberebons  le  point  M de  contact.  Supposons  le  problème  ré- 
solu; alors  / étant  à égale  distance  de  F et  de  G,  le  cercle  FG, 
qui  passe  en  F,  et  dont  / est  le  centre,  passe  aussi  en  G ; mais 
F'G=F'Mi\s’MFsszAO-,  donc  le  point  G est  aussi  sqr  le  cercle 
décrit  du  centre  F'  avec  le  rayon  AO. 

/ Une  fois  ces  deux  cercles  tracés,  le  point  G est  connu;  on 
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mène  F'G,  et  l’oua  le  poiat3f  de  contact.  Il  est  d’ailleurs 
certain  que  les  deux  cercles  doivent  se  couper,  puisque,  sans 
cela , le  point  G n’existerait  pas,  et  le  problème  serait  absurde  ; 
ce  qui  ne  peut  être , tant  que  le  point  / est  extérieur  à l’ellipse  : 
on  a même  deux'  points  G,  et  partant  deux  tangentes. 

On  peut  encore  traiter  le  problème  comme  n°*  879,  3°.,  et 
407  ; les  coordonnées  a , ;8  du  point  donné  extérieur  K (fig.,a8o) 
devant  satisfaire  aux  équ.  de  la  tang  MK  et  de  l’ellipse,  on  a 

a''fiy  -\-b*et.x'=ui*b',  ay*-hà'‘x'^s=a'‘b*  ; 

l’élimination  donnerait  pour  x'  et  y'  des  valeurs  du  2'  degré. 
Ainsi,  par  le  point  K,  on  peut  mener  deux  tangentes  MK,  NI^. 
a‘^j'+b'‘ux=:a'b*  est  l’équ.  delà  droite  MN  qui  joint  les  points 
de  contact,  puisqu’elle  est  satisfaite  par  x=x'  etjr-j-'.  Ilest 
donc  facile  de  tracer  cette  droite  et  d’en  conclure  ces  points  , 
et  enCn  les  tang.  ; la  figure  280  ne  suppose  pas  les  coordonnées 
rectangulaires. 

Comme ^'  = 0 donne  ttx'—à',  équ.  indépendante  de  b et  /8, 
CE  est  constant,  quelque  part  qu’on  prenne  le  point  A^, 
pourvu  que  CA  = a et  le  grand  axe  2a  restent  les  mêmes. 
Donc,  si  K se  meut  sur  B B'  parallèle  aux  j-,  les  tangentes  et 
les  cordes,  varient;  mais  le  point  E reste  fixe,  même  quand 
le  2*  axe  26  change  ; en  sorte  que  A a la  même  position  que 
pour  le  cercle  décrit  du  centre  C avec  le  rayon  a.  Le  point  . 
E,  dont  l’abscisse  est  a;  = a*  : a est  situé  au  dedans  ou  au 
dehors  de  l’ellipse  , suivant  qne  a est  >•  ou  <[  a c.-à-d. 
suivant  que  la  droite  BB'  est  en  dehors  de  la  courbe,  ou  la 
coupe.  * « 

4i4-  Venons-en  maintenant  à Xhyperbole  : ori  pourrait  ici 
refaire  tous  les  calculs  qu’on  vient  d’appliquer  à l’ellipse  ; mais 
U suffit  de  changer  dans  ceux-ci  b en  — i (n®397).  On  trouve 
alors  les  résultats  suivans. 

1°.  Pour  l’inclinaison  et  l’équ.  de  la  tangente, 

' ' ' ' 

A=~~,,  ayy  — b'x.t'  = — a’6’.  •" 
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La^tangepte  TM  (iig.  a3 1 ) fait  avec  l’axe  des  x un  angle  aigu  : 
elle  est  parallèle  à celle  qu’on  mènerait  au  point  Jlf'. 

On  aura  de  même  l'équ.  de  la  normale. 

a".  CT=z%  , les  points  M et  T tombent  du  même  côlé 

de  l’axe  Cjr  ; comme  x'  est  > a,  T est  compris  entre  et  le 
sommet  A. 


Sous-tang  = 


..  > 


Sous-normale= 


X 

b^x' 


3“.  Pour  les  deux  cordes  supplémentaires  ONetAl\’{6§,  24®)* 

■ , b* 

on  a ««'  s=  — ; les  deux  angles  formes  avec  Taxe  des*  sont  en- 
semble  aigus  ou  obtus.  L’équ.  de  AN  est  j'=a.{x — a)-  passant 

. » - - V 

■ , doric 


» 

4' 


par  le  point  N (*',  j')-,  ott  a pour  la  corde  AN, 

a et  y aont  de  même  signe,  puisque  x'  ]>  a.  Ainsi  les  angles 
des  cordes  supplémentaires  avec  l’axe  des  x sont  aigus  quand 
N est  placé  comme  dans  la  figure.  Ils  sont  obtus  pour  la  bran- 
che supérieure  à gauche , etc. ..  Pour  la  ligne  CM  et  la  tang  TM 
b' 

en  M,  on  a AA'-=—^\  on  conclut  donc  que  le  procédé  (n®4>®) 

pour  mener  une  tangenteà  l’ellipse,  est  applicable  ici.  On  mène 
au  point  M de  con  tact  la  ligne  CM,  puis  la  corde  ON  parallèle 
à CM,  et  sa  cordK  supplémentaire  NA  ; celle-ci  est  parallèle'à 
la  tangente  TM.  . # 

On  trouve,  comme  (n'’4o9)  pour  l’angle  des  cordes 

* b 

suppl.,  Ung«~-^^;-p^;  or  (n»4i5)«>-,  ou  aV>i*;  ainsi 

tang  â est  positif  et  l’angle  6 est  aigu.  Si  les  axes  varient  dans 
le  mêmeTapport,  t demeure  constant.  • ' 

Quand 4 est  connu  et  qu’onelierche»,  il  faut  résoudre  l’équ. 
du  2”  degré  — « (a’-4-6*)  tang  t:=b*,  dont  les  racines  ne 

sont  jamais  imaginaires  et  ont  des  signes  differens.  L’angle  Û 
T.  I.  ‘28 


■ !>■ 


r 
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n’a  'pas  ici  de  limites  comme  dans  le  cas  de  l^ellipse.  On  peat 
construire  les  deux  solutions  en  décrivant  sur  AO  un  segment 
capable  de  l’angle  donné  $,  que  doivent  faire  tes  cordes  supplé- 
mentaires, et  menant  des  droites  de  chaque  point  de  section 
aux  deux  sommets.  Plus«  décroît,  c.-à-d.  plus  AN  s’abaissc  ' 
’ sur  Asc,  plus  9 diminue,  en  passant '^r  toutes  les  grandeurs 
de  90”  jusqu’à  zéro.  ‘ ' 

4®-  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs  et  la  tan- 

• * * If*  * ^ ^ 

gente  conservent  la  même  valeur  — > ; leurs  inclinmsvns  sur  • 

' . ' * ’ '■  '■  ‘ '■  J»' 

: la  tangente  sont  donc  les  mêmes,  ainsi  que  sur  la  ndrmale  ■ 
^ TM  divise  F' MF  ( Cg.  zSt  ) en  deux  parties  égales  ; on  cons- 
truit donc  la  tangente  par  le  même  procédé  que  pour  l’el- 
lipse (n“  4>*)-  * ••  V . 

Si  lryM)int  donné  est  sur  la  courb^en  Jli,  on  prend  MG=MF, 
et  l’on  abaisse  AfT’perpend.  surle  milieu  de  FG. 

* Si  le  point  donné  est  en  / hors  de»  la  courbe,  du  centxie  I 
^on  décrit  le  cercle  .FG  ; puis^^P ^'^ec  un  rayon 
F'G—F'M — FM=sAO , on  Uf/pe  un  2'  cercle,  qui  coupe  \e  - 
1*'  en  di^x  points  ; G étant  connu,  F'G  prolongé  en  il/^bnne 
le  point  de  contact  M,  Du  reste,  les couséqueuces  du  n°  4>3 
ont  également  Üeu  ici,  * , 

4i5.  Faisons  parcourir  au  point  de  contact  M (fig.  24i)  lés 
divers  points, de  la  courbe.  A {x’—a,  y=zo),  l’équ.  delà 
tang.  devient  af=a‘,  ainsi  DD'  tangeq^e  au  commet  est  parallèle 
aux  J".  A mesoie  que  le  poitit  ilf  m’élève  sur  la  courlje,'pour 
connaître  les  positions , successives  de  la  tâhigeute,  il  faut  en 
déterminer  le  pic^  T et  le#  diverses  inclinaisons;^  mais  on  ne. 

peut  déduire  ces  angles  de  la  valeur  A ss  ^ parce  qim  't' 

et  y croissent  ensemble.  Pour  leéer  cette  difficulté,  mettons 
pour^aj^  sa  valeur  , et  divisons  lianf  ut  bas  par 

hx'  \ il  vient  • . *.  * ’s  •.  «.iJ 


As=i 


±Jb 


V(' 


a 

"7* 


jr,  C7  =-,- 
^ ' 
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Or,  plu^*'  croît  et  plus  A et  CT^décroissent ; en  sorte  que, 
d’une  part,  le  pied  7' de  la  tangente  approche  san$«esse  du 
centre  C sans  y atteindre,  et  de  l’autre,  l’angle  T’ diminue  en 
même  temps.  Mais  cette  diminution  de  T n’a  pas  lieu  indéfi- 
niment ; car  le  radical  approche  de  plus  en  plus  de  un  et  ne. 
peut 'dépasser  ce  terme,  qu’il  q’atteint 'même  qu’à  a:'c=  oo  ; 

alors  A-:=  :iz-et  C'r=o.  Du  reste,  il  est  inutile'  de  continuer 
a 

a 

le  mouvement  du  point  M sur  les  antres  parties  de  la  courbe, 
à cause  de  la  symétrie.  , ' ^ . * . 

Pour  construire  ces  eipressions,  portons  au  sommet  les 
ordonnées  AD=:AD'=Jf , traçons  CD  et  Cff-,  ces  droites  ont  , 

pouréqu.  elles  sont  les  iimite$  de  toutes  les  lan- 

• ^ * 

gentes,  et  ne  rencontrent  la  courbe  qü’à  t infini  : cette  courbe  ' 
est  entièrement  renfermée  dansd’angle  ÇCQ'  et  son  opposé.  ' 
La  tangente  fait  avec  le  i"axe  un  angle  compris  entreDCA 
et  un  droit  ; on  ne  peut  donc  mener  une  tangente  parallèle  à 
une  droite  donnée  CI,  passant  en  C,  qu’autant  que,  CI  e.st 
viaos.l’angle  QCH.  j ^ 

• 4*®-  Quand  deux  courbes  s’étendent  à l’infitd  , on  dit  que 

l’une  es t_  ASYMPTOTE  de'  l’autre  , si  elle  s’en  approche  de  plus 
en  plus , et  si  l’on  peut  s’éloigner  assez  pour  que  leur  distance, 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée.  L’équ.  de  l’hyper- 
bole est  , * < 

.À,/—; .b  / a*  flt  \ 

rzsàz-Y  x^—a'—dz- x[  X— — — .... 

. ^ a ' . • a \ 2x’  / 

en  développant' — «*)(p.  199)  : le  l'^iterme  excepté,  x 

, n’entre  qu’au  dénominateur  ;'ain$i  tons  ces  termes  décroissent  ' 

^ * b 

indéünlinent  quand  x au^^mente.  L’équ.^  Ifr=^rt  - x apjwi- 

tient  donc  A deux  droites  CQ,  C(fi  (fig..a4’i),  dontl’ordonpée 
PQ^PÜ/donne  la  différence  MQ  aussi  petite  qu’on  veut.  Ces 
droites  , que  nouasavons  être  les  limites  desfiangçntes  , sont 
donc  aussi  les  asymptotes  de  l’hyperbole.  ‘ 

* 28..  . 
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Si  rüybei'bole  est  équiUtère,  a==b  -,  lés  asymptot^  sont  â 
angle  droit.  ' *“ 

• On  trouvera  que  la  propriété'  de'inonlrée  à la  fin  du  n'"  » 

■*  subsiste  aussi  pour  l’hyperbole.  ' •%  ' ,t,  . . 

•417.  Éliminons  entre  l’équation  de  l’hyperbole. et  celle 
j-z=zkx^l  d’une  droite  quelconque,' pour  avoir  les  points  de 
section  : nous  trouvons 

{à‘k‘‘ — b')  =o.' 

Cette  équ.  du  2'  degré  «e*réduit  au  i''  quand  a'k'=b'j  ou 

• b , t‘-\-b'  ‘ * * 

■î  ==±  “ > d’où  .r= — . Une  parallèle  aux  asymptotes  ne 

coupe  donc  la  courbe  qu’én.un  point.  (Le  à'  point  de  section 
est  à l’infini.)  Pour  JL’asymptote  même,  /=o,  et  les  deux  sec- 
tions sont  à l’infini.  Eagjénéral,  on  a 

, n’*/dbaùv/(Z"-f-ù’— a’A:’) 

et  comme  y=:hx-^l,  le  radical  est  le  même  pour  a*  et  j".  Pour 
que  la  droite  cQUpe  l’hyperbole,  x ci  jr  doivent  être  réels  ; di.s^ 
tinguons  trois  cas,  ^lon  que  * , ^ . 

* <ou>  t‘-\-b^.\ 

Dans  le  i”  cas,  la  droite  n’a  qu’un  point  commun  âvecl’hy- 
'perbole  ; l’équ.  du  2'  degré  devenant  un  carré,  la  droite  touche 
la  courbe.  ( Voy.  n®424-  ) On  peut  tirer  de  là  un  moyen  de 
mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  / {x  ,y)  (fig.  a3i)  ; 
car^— {x — x')  devant  aussi  être  l’équ.  de  la  droite,  on 
voit  que  l,—y' — kx' , qui,  avec  l’équ.  dk'‘=l^~\-b'^,  détermine 
k cXl.  },  ' 

Dans  1^'2*  cas,  il  y a deux  points  deosection.  Posons 

.1,  ».  . »»  . U . akldz.b» 

dk  b? — »’  ; d ou  X = — a . 


et  fi  là  droite  passe  aû  centre,  Z=o, 


, ab  , kab  , 

X =±-^,y=±:  — ,k= 

dt  « 


a ^ 
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Toute  droite  MM'  qui  passe  par  le  centre  6’,  et  est  dans 
l’aii0le  asymptotique,  eoupe  la  courbe  en  deux  points  opposés 
M et  M'y  dont  les  abscisses  sont  égales  en  si,;ncs  coul|[aircs  ; il 
en  est  de  même  des  ordonnées,  et  de  CM  et  CM' . 

Dans  le  3*  cas,  la  droite  ne  coupe  pas  la  courbe.  Si  l—o,  on 
a ak  > b,  la  droite  passe  par  le  centre  et  est  dans  l’angle  QCH 
( fig.  a4');  parallèle  à deu.x  tangentes;  tandis  qu’au 

contraire  toute  ligne  qui  est  dans  l’angle  QCQ'  coupe  la 
courbe  et  n’a  aucune  tangente  parallèle. 

4 1 8.  Rapportons  l’hyperbole  aux  asymptotes  Cb',  Ch  (fig. 
pour  axes  des  x'  et  y ; menons  MP  parallèle  à Cb  • CP—x', 

PM=y . L’angle  xCb=»  a pour  tangente  ^ ( n°  4*5)  ; d’où 
(u“  346),  en  faisant  pour  abréger. 


cos  «: 


b 

•xm 


xm’  Y[a'‘-\-b') 

les  formules  générales  (^,  n®  383)  deviennent 

xmxt=a  (y-\-x') , xmjr—b  {jr' — x'). 

Au  sommet  Â , o\xjr=o,  oba  x'—j\  CD-=DA\  CD  AD  est 
donc  un  losange,  ce  qui  suit  aussi  de  ce  que  l’ang.  DAC=DCA 
Substituons  ces  valeurs  d’aret  y dans  a’jr’ — — ti‘b’\  il 
vient  x'j'^m'  pour  l’équ.  demandée.  En  faisant  x'=y,  on  a 
CD=m-=.\  ^{y-\-b  ).  Si  l’on  compte  les  x et  j"  positifs,  scion 
Cb  et  CH',  l’équ.  est  ay'T=  — m'. 

On  nomme  m’  la  puissance  'de  V hyperbole  ^ si  la  courbe  est 
équilatère,  CBAD  est  un  carré=»i^=ia*. 

De  xy=Tn’  on  tire  que  décroît  quand  x augmente,  et  ré- 
ciproquement ce  qui  prouve  que  les  axes  sont  en  effet  des 
asymptotes. 

Nous  avonç  trouvé  que  a=2m  cos  »,  b/=.xm  siii  et;  ce  sont 
les  axes  de  l’hyperbole  qui  sont  ainsi  connus,  lorsqu’elle  est  rap- 
poitce  à ses  asymptotes.  Les  diagonales  CA,  DD,  du  losange 


A 


« 
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CD  Ali,  résolvent  d’ailleurs' le  problème;  sar  am  sin  «=5, 
£)£,r=rC’£)  sin  «STTO  sin  a,  donnent  A.  * 

419.  Multiplions  l’équ.  ay^m'parsin  a«;  il  vient  g, 
xy  sin  bCh'xxi.rtC  sin  a cos  a ; 

le  i"  membre <p.  887 , V)  exprime  Vaire  du par^Ulograinme 
CPMQ,  ,çu»  est  par  conséquent  constante,  quelque  pari  quon 
. prenne  le  point  M sur  la  courbe;  d’ailleurs  le  a®  memfa|e:7:;n^  ; 
ainsi,  raire  CPMQ  est  la  moitié  du  rectangle  des  demi-^es  ; te 

quisuit  aussi  de  ce  que  CA— a,  BD—bet  CBAlD—CQMP. 

» 

, » 4^0-  ’ÜP®  semblable  transformation  pourrait  donner  l’équ. 

de  la  tang.  TM  au  point  M {x  , y),  rapportée  aux  asympto- 
tes; mais  on  la  trouve  directement  par  ce  calcul.  Cette  équ.^ 
est  fn®  367),  i”'  '-  ' 

y—y=^A{x~x'), 

sin  ^ 

Aét&nt— — -777- ; changeons , comme  n®'‘4o3,  *'  et  en 
sui  J SC 


:.*î 

y+* 


a 


x’-^hety-\-h,  dansl’équ.  a:'jç!=m*, 

. * 

■*’  Cr  d ou  ^ 

’ • 

* if  elle  est  la  valeur  de  A pour^la^  sécante  MN'i  la  limite  se 
rapporte  à la  tangente;  d’où  A — — donc  enfin,  léqu. 
dierchée  estf-  y ^ • 

» x>-i-y*  = 2m®.  • 

Faisant  ^=0,  on  trouve  =af',  abscisse  CT  àa 

pied  T de  la  ^ngente  ,-.et  qui  est  double  de  CP;  prenant 
donc  TP=  CP,  menant  Pilf,  oh  a la  tangente.  Comme 
‘'triangle  SMQ-MTP,  te  point  M de  contact  est  au  milieu 
de^r.®-  ' . ’ 

Puisque  Cr=ar'  et  C.Ç=2j-',' l’aire  CST=t.x  y sin  ^a- 
( p.  387),  ou  = nù  ; Vaire  CST  est  donc  constante  quel  que  toit 
. ^ l 


’od  by  ‘ 


X 
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le  point  M ; elle  égale  le  Rectangle  des  demi-axes  y le%  quatre 
triangles  ’VMP,  CMP  y CMQ,  SMQt  sont  équivalent. 

Ifüi.  L’équ.  d'une  sépante  bb'  est  y=^x-i-L;j'a=o  donne 
le  point  6'  de  section^ar  l’asymptote,  Ci'ic — LlK.  Élimi- 
nant X et  ^ avec  x^-s=m’,  on  a les  points  N,N'  de  section  avec 
la  courbe  ; d’où  A'x“-f-Lx=m“.  Or,  (n®  iSy,  3®.) — L'.  K est 
la  somme^  des  racines  = Ca'-f-  aN=  Cb' , ou  = Ca'+  a'ù'  ; 
donc  aNxrü'èl,  et  les  triangles  Nab,  Pfdb'  sont  égaux;  d’où 
bN=b'N'.  Toute' sécante  a des  portions  égales  comprises  entre 
l'hyperbole  et  Vosymptote. 

On  tire  de  là  un  procédé  facile  pour  décrire  la  courbe,  lors- 
qu’on a un  de  ses  points  N et  ses' asymptotes.» /’ar  ce  poinf- 
menez  une  droite  quelconque  bb',  prenez  b'N’sbN , N'  sera 
un  7.* point  de  la  courbe.  En  répétant  cette  construction,  on 
obtient  autant  de  points  qu’on  veut. 

Les  abscisses  àN , Ca\  de  N et  N*,  étant  x',  x",  en  résol- 
^nt  les  triangles  abN,  blf  O,  on  trouve 


Nb=x'.^,,N'b  = m'z 

sin  b 


’siti  b 


multipliant  Ces  équ.  il  vient 
• - bN>^Nb's=x'x" 


m* 

’~R 


sur  a 


b' 


à cause  du  dernier  terme  de  l’équ.  Ax'-f-E'X=m’.  Or,  repro- 
duit est  indépendant  de  £,  et  toute  parallèle  à notre  sécante 
l’eût  pareillement  donné.  Donc,  deux  sécantes  ont  même  valeur 
pourleproduithSiX.h'li,  que  le  carré  de  la  demi-tangenteSMy 
lorsque  ces  trois  droites  sont  parallèles,. 

. * * . • 

4^2.  Leprocédé  du  n®  4®^»  pouv  trouver  A dans  l’équ.  (i), 
s’applique  à toute  équ. , quel  quesoit  l’angle  des  coordonnées  ; 
en  sûivant  attentivement  ce  qu'on  y prescrit  t on  voit  qu’il  faut 
^.clianger  x en  x'-J-A,  ety  en  dans  la  propoaéo,  ce  qui 

donpe  deux  sortes  de  termes  ; i®.  ceux  qui  n’ont  ni  A^'ni  A,  et 
qui,  restant  quand  ces  arcroissemens  sont  nuis,  recomposent 
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l’équ.  lie  la  courbe,  et  s’entre-détruiseut-,  2”.  des  termes  dont  h 
ou  k sout  facteurs,  qui  sont  destinés  à donner  leur  rapport  A:  ft, 
auquel  on  substitue  en  y faisant  hetk  nuis. 

Mais  il  est  clair  que  les  termes  qui  disparaissent  de  ce  rap- 
port sont  ceux  où  httk  entraient  à une  dimension  supérieure 
à la  i”.  Donc,  si,  supprimant  les  raisonneraens , on  s’en  tient 
au  matériel  du  calcul,  on  voit  qu’il  faut  1°.  changera  en  x-(-b; 
y en  et  développer,  en  ne  conservant  que  les  termes  de 

i”  dimension  en  b et  en  k;  t!‘.  faire  k=Ah  et  diviser  tout  par 
le  fadeur  commun  h ; 4®.  enfin  tirer  la  valeur  de  A.  Quand  nous 
serons  plus  avancés  ( y.  n®  5o4),  nous  reconnaîtrons  que  A est 
égal  à moins  la  dérivée  de  Véqu.  proposée  par  rapport  à x , 
divisée  par  la  dérivée  par  rapport  à y.  Substituant  dans  les 
équ.  du  n°  4°3 , on  a celles  de  la  tangente  et  de  la  normale. 

Ainsi,  pour  on  trouve  d'abord 

2jk-\.2.xk-\^%jrh=2k-\-h,  ^ 

puis  2jrA-{-2xA-\-2jr—2A-\-l-,  • 


d’où 


r+x—i 


Par  ex.,  le  point  (i,  i)  est  sur  la  courbe,  puisque  ces  coor- 
données,  mises  pour  a;et_^,  satisfont  à la  proposée;  on  trouve  j 
A= — 5 , et  l’équ  de  la  lang. , en  ce  point  de  la  courbe,  est  ^ 


(T— i),  ou  ar+ax=3. 

Prenons  encore  l’équ.  ^’e=m.T-f-nx',  qui  appartient  à nos 
trois  courbes,  suivant  les  valeurs  qu’ont  m et  n (n*  4<>o)  ; ou 
trouve 


d’où 


ojrk=mh+-7.nhx , 2Ay=m-^2nx , 
Vm+nx 


4^3.  Quand  la  tangente  est  parallèle  aux  x,  il  est  clair  que , - 
dès  que  1»  branche  de  courbe  est  entièrement  au-dëssous  ou* 
au-dessus  de  la  tangente,  Vj"  du  point  de  contact  est  >>  ou 
<;  que  les  jr  voisines.  Ainsi  l’équ.  A=o  doit  donner  1’^  qui 


4 ow 
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est  un^aximum  ou  un  minimum  j et  on  la  trouve  Cn  élimi- 
nant xetjr  entre  A=o  et  la  propof^c.  donne  les  tan- 

j;entes  parallèles  aux  jr,  c.-à-d.  les  limites  de  la  courbe  dans 
le  sens  des  x. 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  J'^—xjr  -j-^x^ — ar+’=o,'pour  la- 

..  T — a:+i  . . 

quelleon  trouve — — jposantjr — x-f-i=p,  etcuuii- 

nont  avec  la  proposée,  oiî  obtient  t = 3 et  i,  et  ^ = a et 
coordonnées  des  .poiuts  oii  la  tangentè' est  parallèle  aux 
7,  est  la  plus  grande  ordonnée,  o la  plus  petite  y la  courbe  ne 
passe  pas  au-dessous  de  l’axe  des  ar,  qu’elle  touche  au  point 
(ij  o).  7,jr — x±:0  donne a:=2:^\/a,  coordonnées 

des  limites  latérales  (n®454i  261).“^ 

4a4*  Étant  doonccs  l’équ.  d’une  courbe  du  a'  degré,  et  celle 

jr=*e.T+/î  d’uue  droite,  pour  trouver  les  points  de  section,  il 

faut  éliminer  j-,  ce  qui  conduira  à une  équ.  du  a*  degré  en  x, 

de  la  forme  ax'‘+lfx-^c=:o.  Les  abscisses  des  deux  points 

ù±\/<b' — Lac) 

- - -,  et  suivant  que  ces 


d’intersection  sont  x = • 


aa 


..  racines  sont  réelles  ou  imaginaires^  la  droite  coupe  ou  ne 
. .coupe  pas  la  courbe.  Si  b' — les  racines  sont  égales,  et 
la  droilt:esl  tangente;  car  si  net0  étaient  arbitraires,  en  les 
faisant  varier , la  droite  changerait  de  position , et  ' les  deux 
))oints  d'intersection  seraient  d’autant  plus  rapproche'^  qtic 
b'  — /^ac  serait,  plus  petit  ; ces  points  coïncident  quand 
il*— 4«c— O,  équ.  qui  exprime  une  relation  entre  m et  18  quand 
la  droite'est  tdngentc.  L’une  de  ces  constantes  reste  arbitraire, 
et  on  peut  la  déterminer  par  diverses  conditions , ce  qui  donne 
lieu  & un  grand  nombre  de  problèmes.  L’abscisse  du  point  de 

contact  estjc  = — — . Quand  c^aarrivc,actjS  étant  donnés,  on 

* trouve  que  l’équ.  cn  a^'est  un  carre  exact;  on  reconnaît  donc 
que  la  droite  est  tangente,  et  ou  a U pointMle  contact.  Ex. 

3^==4t-4-2,  f-‘‘-2Xjr+-2X'-p^X~^5j--\-^Z=:Oi^  , 

l'climinatiou  de  j-  donne  or’  — i = o = (t — i) 


. ^ 

J 


% 


* 

f 
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1 * 

ainsi  la  dr<iite  touche  la  cqurl)e  au  goiftt  pour  i , 

jr=^-  ' 4 . 

Lorsque  faisant ^“=0,  dans  unceqtt.-,dn  (rouve(j; — J')*=o, 

on  doit  en  conjure  que  la  âourbe  touche  l’axe  des  x au  point  * 

(x', o).  (fig.  261  eta5r,*n'*443et454  )’ 

* . / • ' ■ 

J*  ■' 

Du  Centre  et  des  Diamètres,  v ^ * 

4’5‘  Centre  d’une  combe  est  unpoinl  C ^6g.  a43  et  24^)» 
,qui  jouit  de  la  propriété  de  couper  en  deux  parties  égales  toutes 
les  cordes  , telles  que  WM' , menées  par  ce  point.  Mettons 
l’origine  en  C\  menons  PM,  V’M  parallèles  à l’axe  Cy,  les 
triangles  CPM,  CP'M'  sont  égaux  à cause  de  Cd'/=CA/'i 
d’où  CP—Cl*' , P M=P' M' . Donc,  lorsque  l’origine  est  au 
centre  de  la  courbe,  les  ordonnées  et  les  abscisses  sont  deux 
A deux  égales  et  de  signes  contraires.  La  réciproque  a visiblç- 
••inentlieu.  « 

L’angle des  coordonnées . est  ici  quelconque.,- 

Donc  pour  qu’une  courbe  ait  le  centre  à V origine,  il  est  né» 
cessaire  et.il  sujfflt  que  son  dqu.  ne  soit point  altérée  lorsqu’on  , 

change  x en — \ , ety  en — y.  , _ 

Appliquons  ce  précepte  à l’équ.  générale  du  a*  degré 

u4j‘»{-Bxj-\Cx^-\-Dj--i‘Ex-^F=:o. . . {i). 

11  est  manifeste  qu’o/7«  que  la  courbe  ait  V origine  pour  cen-~ 
tre,  il  faut  que 'son  équ . ne  contienne  pas  les  termes  Dy  et  Ex  ; 
elle  sera  de  la  forme  jéj-’-}-Bxjr-\.Cx'‘~]~F=iO,  C’est  pour  cela 
que,  par  anticipation , nous  avons  donné  le  nom  de  centre  au 
inifieu  de  l’axe  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole;  et  il  devient 
prouvé  que  toute  corde  qui  passe  par  ce  point  y est  coupée  eu 
deux  parties  égales. 

Mais  une  courbe  pourrait  avoir  un  centre  qui  ne  fût  pas  wtpé 
à l’origine;  alors  il  faudrait  qu’on  pût  l'y  transporter * 
changerait  X en_x'-f-a , J' en  ^«4-û , et  l’on  déterminerait  lea 
coordonnas  arbitraires  <2  et  b de  la  nouvelle  origine,. de  ina- 
•«mèré-à  chasser  les  tcrniea^de  degré  en  x'  ct^.  Faisons  ce 
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calcul  pour  l’équ.  (i)  : nous  é£[aleront.cea  tefmes  à zéro,  et  il 
Ticudra  < , 

Sù-^^Ca~i~Es=o , Bih-\~2Ab-^Daào. , , (a);  4 


d’où 


iAE—BD 


b±t 


7.CD—BE  é 


B*—^AC 

et  la  transformée  est  Ajr'^-i'3xy'-j-Ca)'*~t-Ç=o,  Q désignant 
le  terme  tout  constant.  La  courbe  du  2*  degré  adoncuu  centre 
toutes  les  fois  que^e  calcul  est  possible*  et. elle  n’en  a qu’un 
seul;  mais  elle  n’en  a p^int  dans  le  cas  contraire,  qui  a lieu 
lorsque  D’ — 4^Ç=:o;  les  équ.  (2)  sont  alors  contradictoires 
(q*  ii4,  2“.).  Cependant,  si  f’un  des  numérateurs  de 
était  en  même  temps=o,  l’autre  le  serait  aussi  : il  y aurait  tme 
infinité  de  centres,  et  les  équ.  (2)  rentreraient  l’une  dans 
l'autre (n"  114,  3*.)  ^ * 

’ En  général,  si  a et  ù représentent  des '^coordonnées  varia- 
bles, les  équ.  (2)  appartiennent  à deux  droites,  dont  l’inter-  , 
section  'donne  le  centre;  elles  sont  parallèles  lorsqu’il  n’y, a ' 
point  de  centre,  et  elles  coïncident  lorsqu’il  y en  q une  infînité; 
les  centres  sont  to^s  les  points  de  cette  droite.  Ces  cas  pqrti- 

^ culiers  s’éclairciront  bientôt  (n”  4^)' 

Donc  la  parabole  tC a 'point  de  centre,  puisque  B*—ÇAC 
alevient  o— 4X0=0 , pour  l’équ.  j'*=  ipx,  ’ 

426.  On  dit  qu’une  ligne  est  Diamètre  d’unecourbe  lorsqu’elle 
coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  menées 
dans  une  direction  déterminée.  • ’* 

^ Lorsque  ’deux  droites  sont  réciproquement  dès  diamètres 
l’une  par  rapport  à l’autre , on  les  nomme  Diamètres  conjugués. 
Les  axes  de  l’ellip^  et  dn  l’hyperbole  sont,  par  ex. , des  dia- 
mètres conjugués., 

Cherchons  {équatthn  Aundiàmètre  quelÊSnque d’une  courbe 
'du  second  degré.  Soit  j'sror-f-ô  l’équ.  d’une  droite  ^èn  élimi- 
nant de  l’éqîh.  (i),  qn  aüra  une  équ.  du  2*  degré,  q^ue  nous» 
représenterons  par  dont  les  racines,  delà  forme 

ar=i— iA4-|/re,  sonvllw^scisses  des  points  de  section  de  la 
dl%ite  et  de  la  courbe.  LVlerihe  —ih  est  visiblement  Vabscissc 


» . 
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a:' du  milieu  de  la  corde:  en  faisant  le  calcul  indiqué,  on  ariivo 

A l’équ.  propre  à dorftier  i ; celte  équ.  est 


a étant  constant,  si  b varie,  on  obtient  les  abscisses  x'  du 
milieu  d’unesuite  de  cordes  parallèles  : mais  si  l’on  élimine  b, 
en  faisant  b=y' — ax\  ou  aura  une  équ.  en  x'  et  y propre  à 
toutes  ces  cordes;  ce  sera  donc  l’équ.  de  la  ligne  qui  les  coupe 
toutes  par  moitié  ; ainsi  l’équ.  générçile  d’un  diamhlre,  ordon- 
née par  rapport  à a est 

O {Bx+2dy-\-D)+2C3'-4-By-\.E=o  . . . (3) 

il  s’ensuit  que  t”.  les  diamcires  des  courbes  du  2^  degré , ou  les 
lignes  qui’coupent  par  moitié  tout  système  de  cordes  paral- 
lèles, sont  des  droites,  puisque  l’équ.  est  du  t''  degré  ; pour 
une  direction  donnée  a des  cordes,  celte  équ.  est  facile  à 
construire. 

, 2®.  Cliaque  direction  dés  cordes  a son  diamètre  particulier. 

3".  Tout  dinm'eire passe  jiar  le  centre , puisque  les  coordon- 
nées x',  y de  ce  centre  (équ.  2)  satisfont  à notre  équ.  (3). 

Cependant  si  le  centre  u’existe  pas  (la  parabole),  alors 
B' — 4-^C—o-,  éliminant  C,  l’équ.  devient 


B , aD+Æ 

— ^x  — ' . . 

2A  * 2Aa-^B 


- Le  cocdicient  ^e  x'-élant  indépendant  de  a,  tous  tes  diamètres 
de  la  parabole  sont  parallèles  entre  eux;  la.  direcdon  en  est 
connue.  Comme  l’axe  est  l’pn  de  èes  diamètres,  et  qu’il  cs( 
perpendiculaire  aux  cordes,  la'^bondition  (4)^p.  SgS,  se  trouve' 

• . Ba  , J,  ,•  2A  „ , ' J 

ICI  expnmee  par — bette  valeur  de  a 

substituée  dans  le  dernier  terme  de  l’équ.  fait  connaître  la  po- 
.sition  absolue  de  l’axe,  les  coordonnées  étant  rectangles. 

Le  même  calcul  pour  l’équ.  générale  (3)  donne  la  conditioii. 
/ia’-f-2a  ( C — A)  = B qui  détermine  a dans  cette^qu.  ,.iora-- 
(ju’clk  appartient  aux  axes  de  l’ellipse  cl  de  l’hyperbole, 


DlAMkTRES  COZIJUGDÉS.  >ÿ:-  44^ 

427.  Pour  que  l’axe  des  x soit  diamètre,  les  coites  étant 
parallèles  à l’axe  des il  faut  que  chaque  abscisse  donne  deux 
valeurs  égales  et  désignes  contraires  pour_r;  ainsi,  en  résolvant 
par  rapport  à^les  cqu.  du  2*  degré,  qui  jouissent  de  cette 
propriété,  il  faut  qu’on  ah  j’=±\/K , K contenant  x.  En 
faisant  le  calcul  sur  Péqu.  (1),  il  est  visible  que  cette  con- 
dition n’a  lieu  qu’autant  que  cette  équ.  est  privée  des  tenues 
Dxj^  et  Dj".  ^ • 

De  même,  pour  que  l’axe  des  soit  diamètre  par  rappotl 
celui  des  x,  il  faut  que  l’équ.  de  la  courbe  ne  contienne  ni  * 

ni  Ex.  Doue,  pour  que  les  deux  axes  des  xet^  soient  diamètres 
conjugués,  il  faut  que  l’équ.  soit  privée  à la  fois  des  termes 
Exj',  Dy  et  £x,  c.-à-d. 'qu’elle  ait  forme 

/ , • . (4).  ' ^ ' 

Ainsi,  l’origine  est  au  centre  ; l'ellipse  et  l'hyperbole  peuvent 
avoir  dès  diamètres  conjugués,  mais  la  parabole  nen  a point. 
Tout  cela  est  indépendant  <10  l’angle  des  coordonnées.  Donc 
I®.  Soit  B B'  (fig*  243  et  245)  un  diamètre  de  l’ellipse  on  de  . 
l’hyperbole;  on  a vu  (n®‘  4<>8  et  4*4)  *1**®  tangentes 
IG  et  HK  en  B et  B'  sont  parallèles;  de  plus,  elles  le 
sont  aussi  au  diamètre  conjugué  Cy,  puisque  les  cordes  qui 
lui  sont  parallèles  sont  coupées  au  milieu  par  BB'^ei  qu’è  ’ 
mesure  que  ces  cordes  s’approclicnt  de  B ou  B' , les  deux  ex- 
trémités se  rapprochent;  enfin,  les  deux  points  de  section  se 
réunissent  en  B,  et  la  dbublc  ordonnée  devient  nulle.  Ainsi. 

• 1r 

pour  que  la  courbe  soit  rapportée  à' ses  diamètres  conjugués, 
*raxe  Cy  des  ordonnées  doit  être  parallèle  à la  tangente 
. jnenée  au  point  B ou  B',  où  Vaxe  Cx  des  abscisses  rencontre  la 
courbe. 

.2®.  Toâte  ligue  CB,  menée  par  le  centrç,  C,  est  un  dia- 
mètre dont  le  conjugué  est  parallèle  à la  tangente  en  5 ; 
cela  résulte  de  ce  que  l’équ.  de  la  courbe  rapportée  à ce' 
système  d’axes,  a alors  nécessairement  la  , forme  (4).  Ainsi, 
dans  l’ellipse  et  Fhyperbole , U y a une  infinité  de  diamètres  , 
conjugués.  ' . ^ ♦ 
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“ 3“.'Q«aini  AO  (fig.  23g,  240)  est  le  i"  axe  de  l’ellipse  ou 
de  riiyperbole,  il  y &.  toujours  deux  cordes  supplémentaires, 

ON,  AN  parallèles  aux  diamètres  conjugués  ; et  la  relation 
à‘»»±b'=.o,  donnée  (n®*  4®9>  4*4)  po***"  l’inclinaison  de  ces 
cordes  sur  l’axe  AO,  convient  aussi  à celle  de  ces  diamètres. 

' 0 

Ils  conservent  des  directions  parallèles  dans  toutes  les  ellipses 
ou  liypcrboles  dontjes  axes  a et  i ont  même  rapport. 

4®.  te  problème  qui  consiste  à trouver  des  diamètres  con- 
jugués qui  font  un  angle  donné  6 a été  résolu  pour  les  cordes 
supplémentaires  (n®  4<>9)  ; fl  a **ne  limite.  Cet  angle  ne  peut 
être  droit  que  pour  les  axes  ; dans  le  cercle,  tous  les  diamètres 
conjugués  sont  rectangulaires.  Le  problème  proposé  revient 
à former  le  triangle  ON  A y connaissànt  la  base  AO  et  l’angle 
opposé  JV=9  ; on  décrira  donc  sur  AO  un  segment  de  cerefe 
capable  de  l'angle  J,  et  les  deux"  points  de  section  avec  la 
courbe  donneront  les  positions  dusouuiiet  N.  {Voy.  n®43i,4“., 
et  433.)  - 

5* .'Si  le  diamètre  conjugué  Cy  rencontre  àussi  la  courbe, 
ce  qui  a lieu  pour  l^ellipse  (Gg.  243),  on  verra  de  même  que  IK 
et  G^T,  tangentes  en  Z>  et  zy,  sont  parallèles  au  1*' diamètre  fifî'.  s 
Le  parallélogramme  GI KH  est  appelé  Circonscrit  à latourbe. 

Mais  Çy  (Sg.  24^)  rencontre  pas  l’hyperbole’,  puisque  cette 
droite  est  tracée'bors  de  l^angle  des  asymptotes  (fi* 4 17,  3' cas). 

Le  diamètre  coupe  donc  la  courbe  , mais  le  2'  ne  la  ren- 
contre pas.  ■ 

’’  fyilè.  Soient  Cr  et  Cy  (Gg.  1er, diamètres  conjugués  4 
d*une  ellipse;  on  nopme  BB'  et  DD'  \ems‘ Longueurs.  Fai-*‘  • 
sons  CB^a'  et  CD  — b',Ory=o  donne  x=z.d -, 
donue  y==b'  ; ces  conditions  étant  introduites  dans  l’cqu.  (4) , 

' * . 4^.  a • 

.Bd^  = Ç , e q ; B^  A • 

- , U .V  }»; 

qui  cliange  çe‘te,équ.  en  ^ 

(5),  ♦;!.  , .. 

qui  esteeUe  de  l’ellipsé  rapportée  à scs  di^ètres  conjugués. 


.«n  a 
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4*9.  Soiegit  parciiWieiit  Cm  et  Cjr  (fig.  34?  ) les  dia- 
mètres conjugués  de.  l'byperbole;  CB=a'  donne  üa'=s  Q, 
car  J"  = O répond  à x= a'.  Dé  plus  Cy  ne  coupant  {las  la 
C<)urbe,  si  l’on  connaissait  l’c'qu.  rapportée  aux  diamètres  Cx, 
Cjr,  et  qu’on  voulût  trouver  le  point  où  Cy  rencontre  la 
courbe,  x = o donneraib  une  valeur  imaginaire  pour  y ; 
mais  ( par/  les  mêmes  motifs  qu’au  n°  893  ) , changeons 
le  sig'ne  sous  le  radical , cette  valeur  deviendra  réelle  ; repré- 
• sentons -la  par  b'  ; alors  x = o devra  donner  —ù’*, 
d’où  — Ab’’‘=z  Q,  ù'  ou  la  demC-longueur  du  second  d^mètrv 
. étant  Vgrdonnée  oblique  qui  répond  au  centre,  maist.  rendue 
réelle.  Les  équations .. 

Ba'^ssQ,  ^Ab'‘=sQ,  donnent  A — — 

et  én  substituaqC  dans  (4),  on  obtient  pour  l’équ.  de  l’hypcr- 
'•  bole  rapportée  à scs  diamètres  conjugués 

f . (6). 

Si  lion  prend  CD=CD'=sjb\  les  parallèles  GH,  IK  à Cx  for- 
ment le  parallélogramme  G J KH  inscrit  dans  l’b3q>erbole. 

Les  équ.  (5)  ef  ^) ^pouvant  se  déduire  l’une  de  l’autre 
en  mettant  b'  \^—‘\  pour  b',  il  en  sefk  de  mêlbe  dts  ré- 
•.  sultats  de  calculs,  qu’on  est  ai nsi^ispensé  de  faire ](lour  L’hy-»- 
•'perbole.*.  j ‘ ' 

''i  » V / . /«((..'  • - 

43°.  En  changeant  X en  et  J' qDar,i’équ.  de  l’ellipse  cpii- 

, serve  sa  forme  ; tpu^s  les  constructions  qu’on  fera  sur  l’un  des 

. diamètres  seroq^^nc  applicables  û l’autre.  Si  l’op  dompte  les 

X survie  a’ diamètre  de  r4iyperbqle,'l’équ.  devient 


a'*x’=a'*y*. 

• ’.'ÇVç  - 


431.  Puisque  leKéqu.  de  l’ellipse  et  dé  l’hyperbole  rappor- 
tées aux  axes  et  atrx  diamètres  sont  de  même  forme,  il  est' 
inutile  de  reprdBuire  ici  les  calculs  déjà  effectués  pour  les  axes, 
et  l’on  peut  en  déduire  que  ' ' . - « 

r“.  Les  carrés  des  ordonnées  P.l/  (jpg.  a43  et  245)  sontpro- 
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porlioniieU  aux  produits  des  distance?  PD'PW,  de  leur  pied 
P aux  extrémités  D cl  B'  du  diamètre  (fC*  388  et  ). 

2®.  Deux  ellipses  qui  ont  l’une  pour  axes , et  l’autre  pour  dia- 
mètres conjugués,  ai'  et  ^b',  ont  même  équ.  ; ainsi,  pour  chaque 
abscisse , l’ordonnée  est  d’égale  longueur,  mais  sous  des  direc- 
tions différentes.  Donc,  pour  tracer  uneellipse,  lorsqu’on  connaît* 
les  directions  et  les  longueurs  des  conjugués  CB,  CD  (fig.  244), 
on  prendra  sur  la  perpendiculaire  à BB' „.CK~  CK'  — CD; 
puis,  à l’aide  de  la  propriété  des  foyers  ou  autrement,  on  dé- 
crira l’ellipse  BKb'K'  sur  les  axes  B B'  et  KK'  ; enfin  on  in- 
clinera cliaque  ordonnée  PN,  suivant  PM,  parallèle  i CD.  Si^^. 
a'  r=  b',  BKB'K'  est  un  cercle. 

Celte  construction  s'applique  visiblement  à l’hyperbole;  on 
verra. qü’il  en  est  de  même  de  Ja  parabole. 

3®.  L’inclinaisbn  d’une  tangente  en  un  point  quelconque 
{x'  ,j)  et  l’équ.  de  cette  ligue,  sont  pour  ♦ 

l’ellipse , A = — + b'‘xx'  = a'"*'* , 


l’hyperbole,  A=. 


y'x'  ’*•  ‘ ' % 

•— , cü^yf  — . 

«r’  S,. 


A n’est  plus  la.  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec 
l’axg  des  cr,  mais  bien  le  rapport  des  sinus  des  angles  qu’elle 
fait  avec  les  deux  diamètres  conjugués  (n®  367}. 

4®.  En  ayant  égard  à la  même,  distinction , on  pourra  voir 
que  le  calcul  fait  (n®  4og)  pour  les  cordes  supplémentaires 
s’applique  ici,  et  «lue  le  procédé  qu’on  eu  déduit  pour  mener 
une  tangente  a encore  lieu  Soitdonc  menée  du  centre  C(fig.  246) 
au  point  de  contact  M la  ligne  CM,  et  la  corde  parallèle  B' K, 
la  tangente  TM  sera  parallèle  à la  corde  BN. 

Quand  l’ellipse  et  le  point  M de  contact  sont  donnés,  il  est 
aisé  de  tracer  la  tangente  ; car  on  trouve  d’abord  le  centre  C en 
menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  prenant  le  mi* 
lieu  de  la  corde  BD!  qui  les  coupe  par  moitié;  notre  construc- 
tion s’applique  ensuite.  ’ - 

5°.  -D’un  point  A',(fiç>  280),  hors  de  l’ellipse,  pris  sur  une 
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droite  donnée  DB' , menons  les  tangentes  KM,  KN,  puis  le 
diamètre  DD'  parallèle  à BB',  et  son  conjugué  CA.  L’analj'se 
du  n*  4i3  peut  être  reproduite  ici;  ainsi,  l’équ.  d^la  corde 

MN,  qui  joint  les  points  de  contact  M et  N est 

n’fijr  -f-  b''‘ax=a''‘b'*  ; ce  qui  permet  de  construire  cette  corde, 
donne  les  points  M et  TV,  et  enfin  les  deux  tangentes.  De  plus 
si  le  point  K se  meut  sur  Bff , la  corde  MN  et  les  tangentes 
varient,  (nais  lej^int  E reste  fixe  : on  a,  pour  son  abscisse, 
ttx=.d*\  elle  est'^dépendeute  de  b'  et  de  /8. 

6“., La  propriété’ démontrée  à la  fin  du  n“  4*  i subsiste  visi- 
blement, lorsque  l’ellipse  est  rapportée  à ses  diamètres  conju- 
gués, ce  qui  justifie  ce  qu’on  dit  que  OH,  AK  (fig.  238)  peuvent 
être  deux  tangentes  parallèles  quelconques,  {f^ojr.  p.  43o.) 

Toutes  ces  constructions  ont  également  lieu  pour  l’hyper- 
bole. r- 

‘ V: 

432.  Cherchons  maintenant  les  relations  qui  existent  entre 
les  demi-axes  a,  b,  et  les  d^î- diamètres  conjugués  d , b' . 
Reprenons  les  équ.  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  et  aux 
diamètres  conjugués,  et  ramenons  l’une  d’elles  à l’autre,  à 
l’aide  d’une  transformation  de  coordonnées.  Commençons  par 
l’ellipse.  J . ^ - 

La  courbe  est  rapportée  aux  axeS  uèctangles  C’A,  Cjl/(fig.243), 
et  il  s’agit  de  changer  les  a:  et  en  coordonnées  obliques 
comptées  sur  les  diamètres*^ conjugués  CB,  CD-,  on  sait  qu’il 
faut  substituer  pour  x et  j-,  les  valeurs  {B,  n*  383)  dans  l’équ. 

a^jr^ -\-b*x’‘ = a'b^^ 

savoir  ^x=x'  cos.«4-  .7"'  cos  fi,  j=x'  sin  sin  fi, 

uffi  étant  les  angles  que  font  avec  les  x les  nouveaux  axes  CB, 
CD  des  x'  et^.  On  obtient  . 

'fa*  sin’  èt  -j-  6’  cos’  a)  x'^  (a’  sin’  ;8  A’  cos’/3)  jr'^ 

+ ( a*  sin  a sin  fi-j-b^  cos  a co%  fi  ) 2x'j-'  a‘b‘. 

•• 

Mais  on  veut  que  les  nouveaux  axes  soient  des  diamètres  conju 
'gués;  c.-à-d.  que  la  transformée  soit  b'‘x'‘  = d^b'-’ -,  le 
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coeificient  du  terme  en  x' y doit  donc  être  nul, 

«‘sinrtsin  cosacos  fi=o,  a’  tang  «tang^+6*=o  (i)* 
en  divisant  par  cos  a cos 

Cetteëqu.  quialieupourlescordes8upple'mentaires(n®4o9)* 
s’accorde  avec  ce  qu’on  a dit  n“  des  directions  de  ces  cor- 
des, desUngentes,  et  des  diamètres  conjugués. 

De  plus  faisons  successivement  y et  x'  nuis,  pour  trouver  les 
longueurs  a',  h'  des  diamètres,  il  viendra 

(a’  sin*  « + 6*  cos*  «)  a'*  = a’ft*. . . (2) , 

(a*  sin*  18 + 6’ cos*.  b'’=a'b\..  (3). 

Pour  éliminer  « et  /3  entre  ces  trois  équ.,  on  tire  les  valeurs 
de  sin  a et  cos  a de  l’éq.  (2) , à l’aide  de  l'équ.  sin*  a-J-cos’  *=  1 ; 

on  a . 

</*  (a*  — 6*)  sin*  «=i*  (a*  — a'*), 

a'*  (a*— ô*)  ops*  â=a*  (</’ — i*). 

. 

L’équ.  (3)  donne  de  même  (en  changeant  a'  en  b'  et  a en  C) 
i'.  (O*— i*)  sin*(3  = i*  (a*  — i'»), 
b'*  (a* — b*)  cos’ /3  = a»  (6'*—  6* ) . 

Or,  en  transposant  le  2»  terme  de  l’équ.  (i),  et  élevant  au 
carré,  il  vient 

a*  sin*  A sin*  0 = i*  cos*  d cos*  |8, 

Substituant  pour  sin’  et  cos*  leurs  valeurs  ci-dessus,  on  trouve 
après  avoir  supprimé  les  facteurs  communs, 

(a*.— a”)  (a’-6'*)  = (a'*-.6*)  (f*,— i*); 
d’où  a4— M = a*  (a’*  + ^'‘)-*‘  (a'»-f-ù'*). 

Toute  Vdqu.  est  divisible  par  a*— è’j  donc  enfin 

+ - (4)- 

Ainsi,  fa  tomme  det  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  de 
t’elUpse  est  constante , et  égale  à la  somme  det  carrés  des  axe». 
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Multipliant  l’équ.  (2)  par  (3),  on  trouve  » 
a^h^=.à^b'^  [(«4  sin*  a.  sin*  >î+6*  cos*  a cos*  ^8) 

+ a’i*  (sin*  et  cos*  (8  + sin*0  cos*  «)]. 

Retranchant  de  la  parenthèse  le  carré  de  l’équ.  (i),  puis  divi- 
sant par  â*ÿ*,  il  vient 

a?b'=ui*b'*  (sin*  « cos*  |8-^sin*  ^ cos*  <e — 2 sincc  cosa  sin  /S  cos jS) . 

Ce  dernier  facteur  est  le  carré  de  sin  ;3  cos  a— sin  « cos|3,  ou 
sin  (/8 — a);  donc 

a'V  sin  (/S  —A)sssab. . . (5). 

Puisque  a' b'  sin  9 est  ( n*  364,  surface  du  parallélo- 
gramme CDBK  (fig.  24^)»  <1*^^  ^ parallélogramme 

CK  circonscrit  à T ellipse  a une  aire  constante  et  égale  à taire 
du  rectangle  des  axes,  quelles  que  soient  les  directions  des 
diamètres  conjugués. 

Ainsi  les  trois  équ.  données  par  la  question,  qui  étaient  i , 
2 et  3 , reviennent  à i , 4 ^ > savoir 

a*-t-6’  = «'*-|-è'*....  (4), 

- " a6s=a'6's'm  (/3  — «). . . (5), 

a’ tang  « tangl3-f- é’=o. . (6). 

Observez  que  J3— « est  l’angle  DCBssB  que  font  les  diamè- 
tres conjugués;  ces  lignes  étant  parallèles  à deux  cordes  supplé- 
mentaires, l’équ.  (6)  résulte  aussi  de  ce  qu’on  a vu  n*  409.  Au 
reste,  en  éliminant  a et  b,  h l’aide  des  équ.  (4)  et  (5),  on  trouve' 
que  (6)  revient  à 

0=0'*  sin  ce  cos  « + 6'*  sin  jS  cos  /S,o=a'*  sin2«-)-y*sin  20...(7). 

Posons  a'  = b',  pour  obtenir  les  diamètres  conjugués  égaux. 
L’équ.  (7)  donne  sin  2«=:  — sin  2iS;  ces  diamètres  sont  donc 
également  inclinés  sur  le  grand  axe,  de  part  et  d’autre  du  petit. 
L’équ.  (6)  devient— U*  tang*  « 4-  &*  = *>  ; 

' ^ BC 

d’où  tang  (fig.  239). 

29.. 
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L’ellipse  a donc  deux  diamètres  conjugués  égaux,  paraUeles 
aux  cordes  supplémentaires  qui  joignent  les  extrémités  des 
axes.  Ce  sont  les  diamètres  qui  font  le  plus  grand  angle  obtus. 
Soit  CM  l’un  d’eux  (fig.  24^)»  le  triangle  CPM  donne 

= = (eq“-4)  = 

éliminant  T'*  de  l’équ.  a^j-^ -^-b’x'^a'b',  ona  résul- 

tat indépendant  de  b.  Ainsi , les  extrémités  des  diamètres  con- 
jugués égaux  de  toutes  les  ellipses  décrites  sur  le  même  grand 
axe  2a,  ont  même  abscisse  -j  a\/i. 

433.  Quant  à l’équ.  qui  fixe  la  position  des  diamètres  con- 
jugués, inclinés  sous  l’angle  9,  elle  a été  donnée  n°  4<>9i 

a’  tang’  «—(a*  — i")  tang  « tangâ  + b*  — o. . . (8). 

Les  cinq  équ.  4>  S?  6,  7,  8,  qui  n’en  forment  que  quatre 
distinctes,  entre  les  7 quantités  a,  b,  a!,  b',  a,  a!  et  fi,  servent  à 
en  trouver  4,  lorsqu’on  connaît  les  3 autres. 

Ainsi,  dans  ce  problème  (consultez  le  n”  4‘’-)>  trouver  les 
axes,  étant  donnés  deux  diamètres- conjugués  en  grandeur  et 
en  direction , on  connaît  a' , , et  9.  Multiplions  (5)  par  ± 2 , 

et  ajoutons  à (4) . nous  avons 

(a±b )“=  a’’  ±.ia'  b'  sin  9 -j-  6'*. 

Cette  équ.,  comparée  à D,  n“  355,  montre  que  a -f-  ^ et  a — b 
sont  un  côté  dans  deux  triangles  , dont  l’angle  opposé  est 
90°  -4-  9 pour  l’un,  90“ — 9 pour  l’autre,  et  a',  b'  les  deux  autres 
côtés. 

434.  Pour  l’hyperbole,  sans  refaire  ces  calculs,  il  suflht  de 
changer  b et  b' , en  ô — i et  b'  — i , et  l’on  a 

a’’  — ô'*  = a”  — ô*.  a'ô' sin  9 = aZ>, 
a'“  sin  2a=ô'®  sin  2jS,  ou  a’ tang  <«  tang /3  = 

0“  tang*«  — ( a’  -f-  ô’  ) tang  « tang  9 = , 

qui  servent  aux  mêmes  usages  que  pour  l’ellipse.  On  voit  donc 
que , dans  l'hyperbole  , la  différence  des  carrés  des  diamètres 
conjugués  est  égale  à la  différence  des  carrés  des  axes,  et  que 
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le  parallélogramme  inscrit  à V hyperbole  est  constant  et  égal 
au  rectangle  des  axes.  ^ 

Si  a! -=zb’,  on  a a— b,  et  réciproquement  ; l’hyperbole  équi- 
latère  a donc  seule  des  diamètres  conjugués  égaux  , et  tous  le 
sont  deux  à deux.  On  a encore  tang  a tang/3-=  i : que  CA 
(fig.  24a)  soit  le  i"  axe,  CM  et  Cy'  deux  diamètres  conjugués 
égaux;  on  a tang  MCA  = cot  y CA  = ta.n^y'Cy,  ou 
yCy~x'Cx-  et  comme  l’asymptote  SC  fait  l’angle  SCA  de 
45®,  on  a SCM=SCy  : ainsi,  l’asymptote  coupe  par  moitié  les 
angles  de  tous  les  diamètres  conjugués  de  l’ hyperbole  équila— 
tère. 

435.  Les  triangles  QSM , CM/' (6g.  242)  sont  équivalons 
(n®  ^20),  et  l’aire  CPMQ  — CMS  — I ab  : or  (page  38'j  ) 
CMS  = SM.  CM  sin  6_  Ô étant  l’angle  CMS  des  diamètre.s 
conjugués  ; ou  r=  a'  X SM  sin  fl  = a'b'.  sin  fl  ( n“  434  ) ; 
donc  SM  =b' . Quel  que  soit  le  diamètre  CM,  la  longueur  et 
la  direction  de  son  conjugué  est^'ï . Les  diagonales  Hl  et  GA' 

( 6g.  245)  du  paralléloj;ramme  inscrit  sont  les  asymptotes 

Le  calcul  du  n®  4*6  fait  sur  l’équ.  A'’y‘  — b'‘x^  = j — a‘‘b'^ 

1/ 

donne  J"  =±-72:  pour  équ.  des  asymptptes  , quand  les  dia- 

% 

mètres  conjugués  sont  pris  pour  axes.  Nous  pouvons  en  déduire 
de  nouveau  divers  théorèmes. 

Faisons  xx=.â—  CM  (6g.  242);  il  vientj-  = A'.=M5=M7'; 
ainsi  Mest  le  milieu  de  ST  (n®  4^0),, et  les  asymptotes  sont 
déterminées  par  les  extrémités  5,  T des  diamètres  conjugués 
(n®435).  ' . 

Pour  toute  abscisse,  il  y a deux  ordonnées  égales  et  opposées, 
quand  Cy  est  parallèle  9 la  tang  ST,  Cx'  coUpe  donc  bb'  et 
par  moitiés;  d’où  bN  = b'N'  : et  puisque  la  direction  57’est  — 
quelconque,  toute  corde  jouit  de  la  même  propriété  (n®  ^2iŸ. 

436.  Transformons  l'équ.  de  l’ellipse  a'y'‘  .J-  ù’a:'  = 

et  prenons  d’autres  axes  aussi  rectangulaires  quelconques,  en 
posant  ( C,  n®  383  ) 


I 
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Xs=x'c08a — jr’tina,  j-=:a:'8in  COS  ee, 

d’où  fl’*'*  sÎD*  et  -f-  za'x'y  sin  et  cos  * -f*  cos*  m 

-t~  4’*'*  cos’ fl— sin  et  cos  a + ôy'*sin*fl=Bîfl*è’. 

« désigne  l’angle  des  x'  avec  les  x.  Pour  trouver  les  points  de 
rencontre  des  nouveaux  axes  avec  la  courbe,  on  fera  successi- 
vement a/ =o  et^=o  ; il  viendra  ' X 

fl’A’  a»  J*' 


^’= 


fl’  sin*  cc-f~6'  cos’  fl  ’ 


£*: 


'a*  cos*  « -}-  ù’  sin’  a' 


et  B sont  les  distances  du  centre  aux  ^eux  points  de  sec- 
tion de  la  courbe  par  les  axes  x'  et  y rectangulaires  ; donc 


_L  -1.^ 

^ B 


O*  -f-  ft’ I 


Cette  expression  étant  indépendante  de  <■,  prouve  que  si  fort 
mène  par  le  centre  de  t ellipse  deux  lignes  quelconques  à 
angle  droit,  Us  distantes  A et  B (2u  centre  à la  courbe  comp- 
tées sur  ces  lignes,  sont  telles  que  A“*  -f-  est  cons- 
tant. ' 

Le  même  calcul  pour  l’hyperbole  donne^“*-|-fl~“=a”’ — ù~* 
= constante  : mais  pour  concevoir  ce  qu’exprime  B , il  faut 
imaginer  qu’une  auy'e  hyperbole'  conjuguée  ayant  b pour 
1"  axe,  et  a pour  a*,  est  tracée  outre  les  asymptotes  de  la 
courbe  proposée,  comme  on  le  voit  fig.  a53. 

437.  La  parabole  n’ayant  pas  de  diamètres  conjugués,  rap- 
portons-la  à ses  diamètres  simples.  Pour  transport’erl’origine  A 
en  uti  point  quelconque  (a,  b),  et  changer  en  outre  la  direc- 
tion des  coordonnées,  il  faut  (n“  383),  dans  y — zpx=:o , faire 

X = a + ex'  -i-  c'y,  jr  = b sx'  -i-  s'y , 

s et  s'  désignant  les  sinus  de  a et  jS,  c et  c leurs  cos.  : ce  qui 
donne  , 

* b'  — 7p»+2i/'(bs—‘pc)  + V^  (hf — pc')  + ajr'ar>'-f- + =0. 

Mais,  pour  que  l’axe  des  soit  diamètre  par  rapport  à celui  des 
y,  il  faut  (0*4^6)  que  le»  termes  zss'x'y  et  {bs' — pc') 
disparaissent  ; donc  m' = o et  bs'  — pc'  = q . La  1 " équ.  donne 
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O,  c = i;  la  2*  revient  à b taiig  d=p,  Ù étant  l’angle  des 
X et  y-,  elle  détermine  cet  angle,  ou  la  direction  de  l’axe  j-'  ; 
a et  b sont  arbitraires.  Donc  les  parallèles  QS  à l’axe  Ax  sont  les 
seuls  diamètres  J et  le  sont  tous  (fig.  234)-  L’équ.  transformée  est 

s'y*  — ^px'  -f-  —2pa2=o, 


Mais  il  suit  de  la  définition  (n“  4a6)  que,  si  une  ligne  est  dia- 
mètre relativement  à une  autre,  toute  parallèle  à cette  dernière 
peut  être  prise  pour  axe  desj'  : plaçons  l’origine  au  point  A/, 
où  l’axe  des  x'  coupe  la  courbe,  nous  aurons  — 2po=o,  d’où 


2p  X 


en  faisant  Comme  tang  tangente  iM T" à l’o- 

rigine M est  l’axe  des  y (n“  ^o^)\  2p  est  ce  qu’on  nomme  le 
Paramètre  du  diamètre  MT  ; mais 

. û P _ Vp  s 

donc  (n®  398)  2/>' = = 2 (y;4-2a)  =4ÆfF. 

Ainsi,  le  paramètre  est  le  quadruple  de  la  distance  de  l’origine 
au  Jojer.  Réunissons  les  équ. 


ù tang  9=/;,  p'<=zp-{-2a,  b*z=^pa. 


On  voit  que,  lorsqu’on  connaît  deux  des  quantités p,  p\  a,  b, 
et  6,  on  peut  trouver  les  trois  autres  ( sauf  les  exceptions  ana- 
lytiques) et  construire  la  courbe;  elle  a pour  équ.  y*=2p'x'. 

438.  De  ce  que  les  équ.  aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de 
même  forme,  on  peut  tirer  les  conclusions  suivantes. 

i“.  La  constraCtion  donnée  pour  l’ellipse  (n“43i,  s’ap- 
plique à la  parabole,  lorsqu’on  connaît  un  diamètre  et  son  pa- 
ramètre 3//. 

2®.  L’équ.  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  (x',y  ) 
est^j'  =îp'  (x  -f-  x')  ; l’inclinaisou  sur  le  diamètre  est  donnéq 
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par^  qui  est  le  rapport  des  sinii.s  des  angles  que  la  laiig.  fait 

avec  les  axes.  Si  la  tangente  doit  être  nieuée  par  uii  point  ex- 
te'rieur,  la  construction  et  les  propriétés  données  4<^7  o»*! 
encore  lieu.  , 

3°  La  sous-tàngente  est  encore  double  de  l’abscisse;  ainsi 
l’on  mènera  aisément  la  tangente  en  un  point  donné,  connais- 
sant un  diamètre.  » ' . - 

Si  l'on  a une  parabole  tracée  MAM'  (fig.  234),  pourra 
déterminer  un  diamètre,  l’axe,' le  sommet,  les  tangentes,  etc.; 
car,  en  menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  joignant 
leurs  milieux,  on  aura  un  diamètre  : traçant  ensuite  la 
corde  MM'  perpénd.  à J/5,  et  ^A' parallèlement  par  le  milieu 
P , bn  aura  le  sommet  A.  . . . • , « ’ 

* , ■ ■ 

On  remarquera  que  2/#  — ainsi  le  paramètre  est  une  troi- 
sième proportionnelle  à une  abscisse  et  son  ordonnée.  On  décrira 
donc  facilement  une  parabole,  connaissant  la  direction  d’un 
diamètre  MS  sur  Ml,  et  un  point  de  la  courbe  : car  les  coor- 
données x',y  de  ce  point  font  connaître  le  paramètre  2/»', 
en  sorte  qu’on  a l’équ.  et  qu’on  retombe  sur  ce  qu’on 

a vu.  ^ 

Discussion  des  Équations  du  second  degré. 

439.  Soit  demandé  de  construire  les  courbes  dont  l’équ.  est 
Ajr^-\-Bxjr+'Cx'‘-\-Dj-\-Ex-\-F=zo...  (aj; 

les  coediciens  A,  H . . . . sont  donnés  en  grandeurs  et  en’signes. 

Les  coordonnées  seront  supposées  rectangulaifês,  attendu  que, 
sans  changer  le  degré  de  l’équ.,  on  peut  toujours  les  ramener  à 
cet  état  parnine  transformation  (£,  n°  384).  (^omme  les  cour- 
bes ont  des  formes  et  des  propriétés  très  différentes,  suivant 
qu’elles  ont  ou  n’ont  pas  de  centre,  nous  distinguerons  les  trois 
cas  de  R*  — 4^^  nul,  négatif  ou  positif.  Pour  abréger,  nous 
ferons,  par  la  suite,  — 4AC~m.  '' 
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i^'CAS,  B' — ^AC-=m  = o.  ' 

44<>.  courbe  don  A s’a{;it  étant  MDM  (û{;.  a48),  n'a  pas 

de  centre;  Ax  et  sbntjes  axes.  Rapportons  cette  courbe  à 
d’autres  axes  aussi  à ahgle  droit,  ef*chercbons  si 

l’on  peut  prendre  ces  axes  tels,  que  Véqu  devienne  de  la  forme 

ajr'^ djr' + ex' F—o  . . . {b). 

% 

La  iilêine  courbe  MDM'  a pour  équ.  (a)  et  (6),  les  axes  étant 
différens,  si  l’on  peut,  par  une  transformation  de  coordonnées, 
réduire  l’une'  à devenir  identique  avec  l’autre.  L’angle  xAx' 
des  deux  axes*  étant  $,  passons  de  cette  dernière,  à l’autre, 
c.-à-d.  du  syalèmejr'Ax'  àjrAx,  à l’aide  des  équ.'  (C,  n°  383),  * 

où  nous  ferons  négatif  cet  angle  6 des  deux  axes  .r  et  x',  parce 
que  celui  x de  la  transformée  (a)  est  en-dessous  de  celui  x'  de 
l’équ.  (b)  que  nous  regardons  cQtiiime  donnée,  pour  un  instant. 
Faisons  donc  dans  l’équ.  (b) 

=j"  cos  ô — X 8in  9 , sin  S -J- x cos  9 . . , {c),r- 

Puisque  le  résultat  de  'cette  substitution  doit  être  identique 
avec  (a),  et  que  le  nombre  constant  F est  le  même  des  deux 
paris,  il  faut  que  les  coefficiens  sovnt  respectivement  égauxC 
Comparons  donc,  terme  à terme ,, le  résultat  avec  (a^  ; noos 
aurons 

acos‘é~A,  a^siu* 6 = Ç.  . . (1),  , 

— aa  sin  9 cos  9 = B .. . (2) , 
d cos  6-4^e$inâ=3f>,  e cos  9 — d sin  9 — E . . ..  -(3) . 

Nous  trouvons  ainsi  5 équ.  pour  déterminer  les  4 inconnues  ■ 
a,  e,  </,Hi  mais  en  vertu  de  la  condition  B‘=^AC,  (a)  rentre 
dans  les  relations  (i);  en  sorte  que  ces  3 équ.  n’équivalent  qu’à  2, 
propres  à déterminer  a et  9,  et  que  le  calcul  ci-dessus  n’est  pos- 
sible que  dans  le' cas  de  m-=o.  Ajoutaqt  les  deux  i'”,  il  vient 
' a-=  C\' 

d’où  sin  9 = 1 , cos<=i /— ,tang9=  \ sin  a9=  — — • 

' y Q \ A fl 

Éliminant  eusulle  d et  centre  les  équ.  (3),” on  a 

</=  ^costf  — E sinô,  ez=:  £>  sin  fl  cosô.  r 4 (4)*  3,  . 


f 
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D<^A  — E)/C  ■ D\/Cj^Ei/A 


(5). 


■ -<t  — 

La  condition  B^-=^AC  rend  (n*  i38)  lès  trois  i'"  termes 
de  l’équ.  [n)  re'ductibles  au  carré  d’ui^blnome , ou  ( ky-\-lxŸ  ; 
alors  ^ et  C sont  des  carrés  positifs,  dont  les  racines  * et  Z sont 
réelles.  L’infini,  ou  l’imaginaire,  ne  peut  donc  jamais  s’intro- 
duire dans  ces  résultats  : ce  qui  prouve  que , dans  le  cas  de 
'm  = o,  on  pourra  toujours,  par  une  transformation  d’axes, 
réduire  la  proposée  {a)  à la  forme  (b).  , 

" Si  ou  C était  nul,  comme  B*=^AC^  B le  serait  ans^^ 
la  proposée  serait  donc  sous  la  forme  {b),  et  il  n’y  aurait  pas 
lieu  à changer  d’axes  : et  si  l’on  avait  à la  fois  A et  C nuis, 
l’équ.  (a)  serait  privée  de  ses  trois  premiers  termes,  c.-à-d. 
serait  au  i"  degré.  ^ ^ ^ 

Dans  toute  équ.  proposée  où  m=  o,  on  fera  donc  le  calcul 
ci-dcssiis,  ou  plutôt  on  posera  de  suite  la  transformée  (ù),  après 
*en  avoir  trouvé  les  coefliciens  à l’aide  de  nos  équ.,  et  construit 
le  nouvel  axe  .^x'  (fig.  248),  d’après  la  valeur  de  S,  savoir: 


tang 


Vin  2 9 : 


B 


(6). 


A+C  ■ 

•• 

Le  signe  de  sin  26  est  contraire  à celui  de  B,  ce  qui  apprend  si 
l’angle  2S  esi>  i8o“,  c.-à-d.  si  9,  ou  x'/ix  étant  > qu’un  qua- 
drans,  l’axe  Ax'  est  au-dessous  de  Ax.  De  là  résulte  le  signe 
du  radical  qui  entre  dans  les  équ.' (5),  \/a  conservant  tou- 
jours le  signe  Du  reste,  ces  coefficieus  sont  compliqués  de 
l’irrationnalité 


Soit,  par  ex.,  2jr^  — axj'+^x’ — y — 2j:4-^5  = 9; 

multipliant  par  2,  pour  mettre  en  évidence  le  carré  parfait, 

nous  avons  A-=.  B ■=■  — 4»  C—\ ; d’où  a~  5, 

tang  ï = {,  sin  26  = J.  On  prend  les  radicaux  positifs,  et  l’on 
trouve  d = o,  c—  — 2^/5;  d’où  Sr'* — 22/ p/5-t-io=o.  Telle 
est  i’équ.  qu’il  s’agit  de  construire,  l’axe  des  x'  étant  tel,  que^ 
l’angle  x' Ax  ait  { pour  tangente  (on  prendra  AE  quelconque  , 
et  sa  perpcnd.  iE,  moitié  de  AE,  fig.  248^. 
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44  >■  Le  calcul  précédent  réduit  doue,  en  général,  la  propo- 
sée à la  forme  {b),  qu’il  s’agit  maintenant  de  construire  sur 
les  axes  rectangulaires  Àx’ , Aj'  (fig.  248}.  Transportons 
l’origine  en  un  point  {h,  k)  -,  ces  deux  lettres  désignent  des 
arbitraires.  En  changeant  et  x' , en  4-  ^ et  x'  -J-  A',  dans 
l’équ.  (A),  elle  devient  ,*ii. 

ay*-\-{7.ak  d) y -}-«»'+  dA  4"  eA  + F)  = o. 


Pour  déterminer  A et  k,  chassons  le  terme  en  y et  le  terme 
constant  (la  nouvelle  origine  sera  un  point  de  la  courbe); 
posons  donc 


d’où  k 


< lak  4 d = O , ak’’  -J-  dA  4"  eA  4-  = o j 

(6). 

2<2  ^ae  e 


Telles  sont  les  coordonnées  delà  nouvelle  origine,  qui  est  un 
des  points  de  la  courbe  (■'*)  : la  transformée  est  ay‘+ex'ss:o, 
quii,  comparée  à j^“=2^x',  est  l’équ.  d’üne  fabsbole  rappor- 
tée à son  axe'C'*'*'),  et  tournée  dans  un  sens,  ou  dans  le  sens 
contraire,  selon  que  e est  positif  ou  négatif.  ^ 

Soit  l’équ.  zy-j-Sj — 4^*^=è  ! trouve  k = — J,  h= — i ; 

on  prendra  AB=  — 1 , DCx=  — | (lig.  249)  ; l’origine  est  portée 
de  y/ en  C,  et  l’équ.  devientj^'*s=2x'.  La  parabole  a son  sommet 
en  C,  et  le  paramètre  est  2. 

L’équ.  J"’ — 2J'4*-3^  = o>  donne  = — x,  AB  — BC=i 

(fig.  25o),  l’origine  passe  de  A en  C,  et  la  parabole  est  ouverte 
dans  le  sens  des  x négatifs. 

Reprenons  en6n  l’exemple  de  la  p.  4^8»  réduit  à 


I 


. (*)  Dans  les£g.  suivantes,  A désigne  la  origine'des  coordonnées,  C la 
nouvelle.  , j ■if 

(**)  Observes  que  si  l'équ.  (6)  était  la  proposée,  et  que  les  axes  n’y  fussent 
pas  rectangulaires , il  ns  serait  pas  nécessaire  de  les  amener  & cet  état  par  une 
1 transformation , et  que  les  équ.  (i)  pourraient  être  appliquées  pour  trans- 
porter l’origine  ; la  parabole  serait  seulement  rapportée  à l’un  de  ses  diaino- 
tres,  comme  n®  437i  on  pourrait  alors  aussi  aisément  la  construire  que  ai  elle 
l'était  à sou  axe. 
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5y'* — 2x'v/5-|-io=o,  lesaxes  étant  Ax\  Ay'  (6g.  24^);  nous 
trouvons  ^=0,  le  sommet,  ou  la  nouvelle  origine  est 

eu  AT',  prenant  ./^A/'=V/5  : l’équ.  devient^'’=2x' 1/^;  le  pa- 
ramètre est  'il 

♦ * Il 

44>-  ll.est  un  cas  où  notre  calcul  ne  peut  se  faire,  celui  où 
e=o;  car  h n’entre  plus  dans  le  calcul , et  demeure  arbitraire; 

’ en  sorte  qu’on  a deux  équ  pour  déterminer  la  seule  quantité  k. 

Posant  alors  seulement  2ai-|-d=o,  nous  avons,  dans  cette 
*' circouslance  , 

La  nouvelle  origine  est  l’un  quelconque  des  points  de  la  paral- 
lèle aux  X,  qui  a pour  équ.  ' 

t®^.  Si  cl' — t\aF  O,  on  a 20^'=^:  \/ (d* — 4**^)»  4*^* 

donne  deux  droites  parallèles  aux  x',  et  placées  à égales  dis- 
tances de  cet  axe.  Telle  est , par  ex. , l’équ.  j‘''*-t-4^-f-3=o. 

3®.  Si  d' — ^aF~-o,  on  a^'=o,  équ.  de  l’axe  des  x'  ; l’équ. 
{b)  est  donc  celle  d'une  droite  parallèle  aux  x'.  L’équqffon 
4j^  •+-4=’‘’  ®s*dans  ce  cas. 

♦3®.  Si  d‘ — ^aF <;o,  la  proposée  ne  représente  rien,  puis- 
^ qu’on  la  ramène  à j"'®-(-«’=o,  qui  est  visiblement  absurde. 
C’est  ce  qui  arrive  pour  l’équ.  y^-i-^y-\-5-=o. 

L’équ.  (i)  devient  ay' ^-\-dy  yF=o , dans  le  cas  de  e=o  ; 
on  peut  lui  donner  la  forme 

( 2ay'-ydy — d*-|-4tif*’=o . 

Ainsi,  le  i'’  membre  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu’un 
carré,  ou  même  est  uu  carré  exact,  selon  que4<>/^  <^ou 

=d*.  On  peut  aisément  voir  que  l’équ.  (a)  offre  la  même  parti- 
cularité, et  a,  dans  ce  cas,  la  forme  (A7'-|-/x-|-c)®-|-Q  = o, 
qui  estabsurde^i  Q»  est  positif , du  i®' degré  si  Çr=o,et  en6u 
qui  donne  deux  droites  parallèles  si  Q est  négatif.  ( Foy. 
page  481).  ->  ^ 

443.  n est  donc  prouvé  que  si  ui  = o , l’équ.  du  2®  degré  est 
celle  d’une  parabole } mais  que  des  cas  particuliers  dnimeut 
une  droite , deux  parallèles , ou  même  rien.  * 


• • 
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QuaiitàTéqu.  • cx'+d^+ex-i-F=o , 
comme  elle  revient  à (b),  où  x est  changé  en  j,  elj^  en  x,  la 
courbe  est  la  même,  rapportée  à l’axe  des  jr  t on  peut  au  reste 
^ transporter  l’origine  comme  ci-dessus.  Par  exemple,  l’équ. 

— I,  en  prenant  AC=iz=h  (fig.  aSi  ) , et  portant 
l’origine  de  A en  C,  devient  ar’’  + 3^'  = o.  La  parabole  est 
ouverte  du  côté  des  négatifs,  et  l’axe  des  y est  celui  de  la- 
courbe. 

On  trouve  que,  1®.  l’équ.  x* — 6x+  10  = 0 ne  représente 
, rien;  2®.  x‘  — 6x-J-9=o  est  l’équ.  d’une  parallèle  aux ^ ; 
elle  revient  à x'=  ± 3;*3“.  pour  x*  — 6x  + 7 =0  on  a deux 
parallèles  aux^. 

, 2'  CAS,  — (^AC-=.m  négatif. 

444-  courbe  a un  centre  , auquel  nous  commencerons  par 
transporter  l’origine  ; car  on  ne  peut  plus  ici  réduire  la  proposée 
à la  forme  {b).  Faisons  donc  le  calcul  du  n°  4^5 , et  l’équ.  (a) 
sera  ramenée  à la  forme 

Ay-\-Bxx  + Cx^-{-Q=o..  . (/). 

Cherchons  à la  dégager  du  terme  xy^  c.-à-d.  à la  transfor- 
mer en 

qf^+px'*-\-Q:=zo {g). 

Substituons  donc , dans  cette  dernière , las  valeurs  (c)  de  y 
et  a/,  et  comparons,  terme  à terme  , le  résultat  à l’équ.  (/), 
pour  exprimer  l’identité  ; il  viendra 

ÿ cas*9'-f-/)  sin’fl  = .(4. . . (i). 

' q sin*fl  -I- P cos’ô  = C^.  . . (2), 

2 sin  ô.cos#.(/? — q)=  B ...  (3). 

Ces  trois  éqn.  servent  à déterminer  les  trois  inconnues  9,  petq. 
f.a  somme  des  deux  i”*  devient p -\-q— A -\-C;  formant  ensuite 
B‘‘ — 4-^^»  ou  OT,  en  carrant  la  3' 'et  retranchant  quatre  lois  le 
produit  des  deux  autres  , il  vient 
m=— 4/>y(sin^9-f-2sin’<.cos’9-l-co8^9)= — 4/'9(P'o’®.+ t^os’9)“, 
ou  m=  — \pq.  Les  inconnues  p et  q,  ayant  A + C pauv 

f 

r % 
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somme  et  — ^ m pour  produit , sont  les  racines  de  l’équ.  du 

u'  degré, 

Z* -- {A C)  z=.\m (0; 

d'où 

ptiq=z'-iA  + C):izl  \/B^  + {A-C)\ 

Ces  racines p et  q sont  visiblement  re'elles  dans  le  cas  actuel. 

La  différence  entre  les  équ.  (i)  et  (2)  est 

{q—p)  (cos’fl — 8in*6)  = (ÿ— p)cos2Ô=  ..<  — C ; 
en  recourant  à l’équ.  (3),  on  trouve  donc 

—B  A—C  ' „ —B 

sina8  = , C08  2t= .tangaflss:— — 

9— P q—p 

Cette  dernière  valeur,  facile  à construire,  donne  28,  et,  par 
suite , l’angle  6 d’inclinaison  de  l’axe  des  x'  sur  celui  des  x : le 
signe  de  tang  2Ô  apprendra  si  z9  est  > ou  < 90®  ; mais , dans 
tous  les  cas , 9 est  < 90®,  et  l’axe  des  x'  tombe  en-dessus  de 
celui  des  x.  D’ailleurs,  sin  zt  est  toujours  positif;  ainsi ^ — q 
doit  être  de  même  signe  que  B : donc  q est  là  plus  grande  des 
deux  racines  de  t,  Ji  B est  négatif,  et  la  plus  petite , si  B est 
positif-  On  saura  ainsi  distinguer  entre  elles  les  racines  qu’il 
faut  préférer  pourt^  et  p. 

Soit , par  ex.  , l’équ.  SjA  + -f-  2j^  — • 2X  = | ; 

en  transportant  l’origine  au  centre  (n°  4^5) , point  dont  les 
coordonnées  sont  h = \,  k = — j,  la  proposée  devient.... 
5j^+2xj'-f-5a:’=2;  on  a ensuite,  pour  l’équation  (t), 
2* — io2-1-24  = o;  d’où  ï = 5d:i;  ainsi étant  positif , 
ÿ=4  * />=6 , puis  4y ’+6a:'»=2  , équ.  qui  reste  à construire, 
les  axes  des  xf  et  y'  étant  déterminés  par  tang  zf  = co,  d’où 
28=: 90°,  c.-à-d.  que  l’axe  des  x'  fait  un  angle  de  45°  avec  celui 
des  X en-dessus  duquel  il  est  placé.  Ces  constructions  sont  sans 
di^ciilté. 

445.  Ce  calcul  ne  peut  présenter  aucun  cas  d’exception.  Il 
est  à observer  que  m étant  négatif  dans  le  cas  actuel , savoir , 
B’^ts=4AC  — m,  le  radical  des  valeurs  de  z se  réduit  à 
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+ — m,  qui  est  •<  C.  Ces  valeurs  de  />  et  y 

sont  donc  de  même  signe  que  en  sorte  qu’on  peut  re- 

garder comme  positifs  p et  ÿdansl’équ.  {g),  qu’il  s’agit  main- 
tenant de  discuter.  Nous  examinerons  successivement  trois  cas, 
selon  que  Q est  nul,  positif  ou  négatif. 

I®.  Si  Ç = o,  on  a 2/’-f-/;T*=»o;  équ.  qui  ne  peut  sub- 
sister que  si , à la  fois  , x'=  o , y—  o.  On  a donc  un  point , . 
qui  est  l’originedes  x'  ety.  L’équ.  j'* — 4^J'+5x*-f-2x-l-i=o 
est  dans  ce  cas  ; le  point  est  ( — i,  — 2),  ainsi  qu’on  le  recon- 
naît par  le  calcul , qui  transforme  d’abord  la  proposée  en 
y — ^xjr-^-5xh=zOf  puis  donne  z = 3:i;2|/2,  tang  2»=  — i, 
2(=i35®,  enfin  (3-t-2V/2)j-’’+(3 — 2^2)x'*=o. 

2®.  Si  Q est  positif,  la  proposée  ne  représente  rien  , puisque 
l’équ.  {g)  est  absurde , trois  quantités  positives  ne  pouvant 
s'entre-détruire.  C’est  ce  qui  arrive  dansl’ex.  précédent,  quand 
on  met,  au  lieu  du  dernier  terme  i , une  valeur  ^ 1 . 

3®.  Si  Q est  négatif  la  transformée  (g)  devient  çy*-f-px'’=Ç. 
En  faisant  tour  à tour  a/  ety  nuis , pour  obtenir  les  points  où 
''  la  courbe  coupe  les  nouveaux  axes,  on  obtient 


d’où  ÿ=  ^ , pz=  puis  a*y*  -+•  6^x'‘  — a'b*.  La  courbe 

est  donc  une  ellipse  , rapportée  à son  centre  et  à ses  axes 
2a  et  26. 

Si,  dans  l’ex.  précédent,  on  met  — i au  dernier  terme,  on 
trouve  d’abord  jr'—^xjr-\-5x*=z^,  les  mêmes  valeurs  de  z et 
de  6,  puis  l’équ. 

(3+2V/2)y’-f-  (3  — 2V/2)  x'*=  2, 

qui  appartient  à une  ellipse  dant  les  axes  sontV’' 8(3=p2V/2). 

446.  Concluons  de  là  que  l’équ. générale  du  2®  degré  appar- 
tient à t ellipse , toutes  les  fois  que  m est  négatif;  mais  qu’on 
trouve  deux  cas  particuliers,  qui  donnent  l’un  rien,  l’autre  un 
point.  Lorsque  m ^ o,  les  valeurs  de  z sont  de  même  signe  : 
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elles  deviennent  égales  dans  le  cas  du  cercle , car  p = q, 

Voy.  n”  454- 

3®  CAS  .B*  — AC  =.m  positif. 

447-  Tous  les  calculs  du  n®  444  conviennent  encore  ici , 
en  sorte  qu'il  faut  reproduire  la  iUêtne'’transformation  et  les 
mêmes  valeurs  de  â et  z ; seulement,  comme  B’=z  m +4^^. 
m étant  positif,  le  radical  A C , et  les  deux  racines 

de  Z sont  de  signes  contraires,  en  sorte  que,  dans  la  trans- 
formée {g) , on  peut  donner  le  signe  k q , et  le  — à />  ; 
savoir  : 

qf'—px'“-\-Q=o (/)  • 

Analysons  les  cas  de  Q nul,  positif  et  négatif. 

1*.  Q=  O,  on  a qjr'*=:px'\  d’où  y’ ■=.'±.x' ; il 

est  évident  qu’on  obtient  deux  droites , CD  , CE  ( fig.  25a  ) , 
qui  se  croisent  à la  nouvelle  origine  C,  l’axe  des  x'  coupant 
par  moitié  l’angle  DCE  qu’elles  font^entre  elles.  L’ordonnée 

±ii/- , qui  répond  a'’==  » , sert  à construire  ces  droites  ; 

elle  est  la  tangente  des  angles  DCx',  ECx' . 

Par  ex.,  l’éqn.  y*  — &xy x*  ay — 6x-(-i=o,  en 

transportant  l’origine  au  point  (o,  — 1),  qui  est  le  centre, 

devient  y*  — &xy  -1-  .r’  = o : on  trouve  z*  — az  = 8 ; d’où 

Z = I rt  3 ; savoir , y = 4,  p=  — 2 et  y'^  — 4 ® ; 

d'où.  y's=±x'{/{  : enfin,  S = 45®.  Ces  constructions  n’olfrent 

aucune  difficulté  fig.  aSa).  '*  ' 

2®.  Si  Q est  positif,  l’équ.  (/)  devient  qy'*  — px'*=  — Q : 

■ A 

posant  *'=0,  on  a y'=^^.  ^ — 1 ; on  fait^/^=ù;puis 
on  pose  y*— O,  et  l’on  a 

ce  sont  les  demi -axes  d’une  hyperbole,  ainsi  qu’il  suit  du, 
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calcul  de  la  substitution  des  valeurs  donne 

, a*y*—b^x'*= — a^b'.  On  a un  exemple  dé  ce  cas  en  rempla- 
çant -f- 1 , dans  le  dernier  terme  de  l’équ.  précédente , par  5 ; 
les  valeurs  de  2,9  sont  les  mêmes , et  l’on  & y ^ = — i; 

les  axes  sont  i = I,  * 

3®.  Si  Q est  négatif,  on  a qj'* — px'*=x  Q ; un  calcul  sem- 
blable, ou  seulement  le  changement  de  a;  en  j’,  et^ena:, 
prouve  qu’on  a une  hyperbolci  dont  les  axes  sont  l’inverse  des 
précédens.  Qu’on  change  + i en  — 3,  dans  le  dernier  terme  de 
l’exemple  ci-dessus , et  l’on  trouvera  j'‘ — = i ; les  axes  • 
sont  a=i,ô=\/2;  la  courbe  coupe  le  second  des  axes  coor- 
donnés (celui  des  y). 


448.  Faisons  varier  Q dans  l’équ.  (/),  Ç étant  positif,  on  a 
l’hyperbole  MAN,  LOI  (6g.  253)  ; et  il  suit  des  valeurs  des 

axes  a et  6,  qu’en  prenant  , et  l’abscisse 

CA=  1 (ou  AD — b et  AC  = a) , les  droites  CD  et  CD' 
sont  les  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles,  qu’on  obtient 
' à mesure  que  Q s’accroît  ; seulement  le  sommet  A s’éloigne 
de  plus  en  plus,  et  la  courbe  s’ouvre  sans  cesse  davantage. 
Si  Ç = o,  on  a les  asymptotes  memes,  yj-'* — px'^z=o. 
En6n,  si  Q devient  négatif,  on  obtient  l’hyperbole  M'A'N', 
rO'L',  tracée  entre  les  mêmes  asymptotes,  mais  dans  les  au- 
tres angles^  les  sommets  A',  Cf  s’éloignant  à mesure  que  Q 
augmente. 

449-  Ainsi  féqu.  générale  du  2*  degYe  appartient  à l’hjper- 
bole,  toutes  les  fois  que  xn  est  positif;  mais,  dans  un  cas  particu- 
lier, on  trouve  deux  droites  qui  se  croisent.  Les  valeurs  de  z sont 
alors  de  signes  différens  ; et  lorsque,  abstraction  faite  de  ce  signe, 
elles  sont  égales  ,C— — A,  l’hyperbole  est  é(juilalère.  Comme 
— 4 toujours  positif  dès  que  A eX  C ont  des  signes 

différens,  on  est  alors  d^ns  le  cas  de  l’hyperbole,  quelles  que 
soientles  grandeurs  de  A,B,C. ...  La  même  chose  a lieu  si  A 
ou  C est  nul , c.-à-d.  si  la  proposée  est  privée  de  l’un  des  car- 
T I.  3o 
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rés  a:’  et  j’*,  et  iiiéuie  si  ces  carrés  mauquent  Tun  et  l'autre. 
Dans  ces  divers  cas,  la  inarcbe  des  calculs  est  toujours  la  même  : 
maiscoume  dans  1»  dernier  elle  devient  très  simple,  nousl’ex> 
poserons  ici.  Soit  proposée  l’équ.  ' . ' 


^ Bxf-^Pjr-\-Ex-^F  = o-, 

on  transporte  l’origine  au  centre,  enifaisant  5A-f-£=ro, 
Bh D ■=  O ; à'où  * 


en  posant  Q = — BF.  Ces  expressions  ne  sont  sujettes  à 

aucune  exception.  Ainsi  l’équ.  proposée  est  celle  d’une  hjrper- 
bole  rapportée  à des  axes  parallèles  aux  asjrmptoies.  L’Lyper- 
bole  est  équilatère  quand  les  xjr  sont  rectangulaires  ( n°  4 <6). 
Si  Ciy  (fig.  253)  est  l’axe  des  x' , CD  celui  des  x’ , la  courbe 
est  tracée  dans  les  angles  DCD\  ECE\  si  Q est  positif  ; elle 
est  Man,  loi  •,  enfin  elle  est  M A’ N' , l'O'E  quand  Ç est 
négatif.  Si  Ç = o,  l’équ.  proposée  appartient  aux  asymptotes 
mêmes/ 

Ainsi  j pour  l’équ.  xy  — - aar  +x  + = 4 > les  axes  éXant  Ax , 

Ay^  on  a A=2,  — i ; on  fera  AB=  \ (fig.  a54),  BCs=i] 

Cxf , Çy  seront  les  asymptotes  de  l’byperbole  xy'  =2  — m, 

qui  sera  MN,  OP , si  m < a ; M'N\  O' P',  si  rw%>  a ; enfin  , 

m = a donne  les  droites  Cx',  Cy'.  * 

' 

45o.  Il  convient  de  remarquer  què,  dans  les  cas  de  m]>  ou 
• <Co,  si  la  proposée  est  privée  du  terme  ^n  xy,  le  calcul  de  la 
discussion  est  très  simple,  et  se  réduit  à transporter  l’origine 
au  centre;  il  n’est  pas  même  nécessaire  de  rendre  les  coordon- 
nées rectangulaires  quand  elles  ne  lesontpas,  et  l’équ.  est  alors 
rapportée  aux  diamètres  conjugués,  au  lieu  de  l’être  aux  axes. 
En  effet,  soit  la  proposée  ’ * 

U Ay'‘-\-  Cx*-\-Dy-\~Ex-\-Fz=o-, 
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le  centre  est  au  point^ — c’est-à-îdire  qu’on  a (♦) 
’ 7.Ch^E  — 0,  2y^*  + £>  = 0,  y<r'’+C'^'*+  9 = 0, 


en  faisant  Ç CA*  + -f-  Eh  + F—F- 


AE'  + CD^ 
iAC  * 


Voici  divers  exemples  de  ces  calculs.  ■* 

Les  ëqu.  aj^-J-3**— 3x — 2j'-|-a  = o,  i^J^’+ax* — 3x-|-2=o 
ne  représentent  rien;  la  1"  a pour  centre  et  se  réduit  à 

2^'*  ■+■  3*’’  + Je=  o ; la  2*  a le  centre  au  point  (| , o) , et  donne 
4y*  + 2x'*-|-|  = o. 


L'équ.  J'*  ■+•  ax’  — yijr  -î- ^ = o appartient  au  point 


(+*,-!). 


L’équ.  I + 3x* — i2X,+  3=o  donne  A= a,  A = o;  puis 

I y*+  Sx' *=9  ; les  demi-axes  de  l’ellipse  sont  o=  1/3 , b= 
on  prend  yéC=2(fig.255),  et  l’on  trace  l’ellipse  DFEO,en  for- 
mant DC=^3,CO=sv'6.  Si  les  coordonnées  c'taient  obliques»  • 
ces  longueurs  seraient  celles  des  demi-diamètres  conjugués. 

Poury -f-  ax*— 35J'=o,  on  a une  ellipse  tangente  à l’axe 
des.x,  dont  le  centre  est  sur  l’axe  des  j^au  point  (o,  i ) ^ on  a 
a = i,  6=p'a. 

L’équ.  y— 4^’-l-4/+  lax*— 5 = 0 devient  y x=d:ax', 
en  transportant  l’origine  de  .^en  C(fig.  aSa),  ABt=.\,  BC~ — 3; 
on  prend  y = aetx'  = ±:i,  et  l’on  trace  CD  et  CE. 

Pouray—^Sx*  — qy— 3x-f-^=o,  leceutreestaupoint( — \ ,y, 
et  l’on  a y'*  — 3x'*= — On  prendra  /é5=i=5C  (fig.  a56) , 
etl’ondét^a  l’hyperbole,  dontn  = i,  b^\/\  sont  les  axes 
ou  les  diamètres  conjugués,  selon  que  les  coordonnées  sont, 
rectangles  où  obliques,  s 

L’équ.  y— ax*  — a^-l-9  = o donne  jr'— ax’ y8=o, 
hyperbole  pour  laquelle  A = i,A  = o,a=2,A=a  ^/a 


(*)  Los  coordonnées  du  centre  s'obtiennent  aisément  à l’aide  du  théorème 
(5o6),  qni  apprend  à chasser  le  a*  terme  d’un  poljnome.  Si  l’on  multiplie 
' respectivement  les  éqn.  qui  suivent  par  h et  k , et  qu'on,  ajoute,  on  trouve 
Ak'-hCh'=:  — \ ( Dk  -{•  Eh) , qui  sert  à réduire  la  valeur  de  Q,  ainsi  qu'on 
t'iudique  plus  bas.  , 

3o..  - 
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Enfin  3jr* — 2«r’  + 2x  + 3j-:=î,  donne  A=i  (fig.  257). 

BC=k  = — 4:  — 2x'*=| , équ.  qu’il  est  aisé  de  rap- 

procher de  celle  delà  fig.  256;  seulement  la  courbe  est  placée 
. différemment. 

451.  Il  résulte,  de  cette  exposition,  que  l’équ.  générale  du 

2*  degré  présente  trois  cas  : le  i ''  où  m = o , qui  donne  une  pa^_ 
rabole  , outre  les  cas  particuliers  d’une  droite,  de  deux  paral- 
lèles, et  de  rien;  le  2'  où  m est  négatif,  qui  donne  une  ellipse, 
outre  les  cas  particuliers  à’ un  point  et  de  rien;  le  3*  enfin  où  m 
est  positif,  qui  répond  à l’hyperbole,  rapportée  soit  au  i", 
soit  au  2' axe,  outre  un  cas  qui  donne  deux  droites  non  paral- 
lèles. Comme  les  sections  d’un  cône  par  un  plan  sont  précisé- 
ment'une  parabole , une  ellipse  ou  une  hyperbole  ; et  que  lors- 
que la  section  se  fait  parle  sommet,  on  a une  droite,  un  point 
ou  deux  droites  croisées;  de  nos  huit  cas,  six  sont  des  sections 
coniques  : ce  qui  fait  dire  que  toutes  les  éqii.  du  second  degré 
appartiennent  aux  sections  dt un  cône  par  un  plan.  Partout  où 
un  plan  et  un  cône  existent,  il  ne  peut  pas  arriver^  qu’il  n’y 
ait  pas  intersection , ou  qu’on  ait  deux  parallèles  ; d’où  l’on 
voit  que  ce  théorème  souffre  deux  exceptions.  - ■% 

En  fai.sant  mou  voir  le  plan  coupant  parallèlement  à lui-même, 
lorsqu’il  passe  par  le  sommet , l’ellipse  devient  un  point,  la  pa- 
rabole une  droite,  l’hyperbole  deux  droites  croisées;  c’est  ce 
qui  a fait  considérer  le  point  comme  une  sorte  d’ellipse  dont  les 
axes  sont  mils  ; une  droite,  comme  une  sorte  de  parabole; 
deux  droites  crowées,  comme  une  hyperbole  (n“  400)  : ces  con- 
sidérations n’intéressent  en  rien  la  théorie. 

452.  On  obtient  la  grandeur  et  la  direction  des  axes  princi- 
paux pair  le  procédé  suivant.  Supposons  d’abord  que  les  axes 
soient  rectangulaires,  et  que  l’origine  soit  au  centre  ; l’équ.  de 
la  courbe  proposée  est 

jy'-\-Bxy-^Cx^-{-Q  = o ...  (i). 

Concevons  que  du  centre  y/,  avec  un  rayon  r,  on  ait  tracé  un 
cercle  (fig  258  ùw)  ;l’équ.  estx’-f-^  '=r'  : il  y aura,  en  général,' 
quatre  points  de  section;  pour  les  obtenir,  menons  par  l’oii- 
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giiie,  une  droite  AK  à Tun  de  ces  points,  et  soit  _^  = ikfxsou 
equ.;  en  élifaiinant  xetjr  entre  ces  e'qu.  on  trouve 

{Ar‘  4-  Ç)  Ai’  4.  Z?r*  M+Cr^  + <?  = o (2).  ^ 

Si  le  rayon  r est  donné , cette  équ.  fera  connaître  deux  valeurs 
de  M,  ce  qui  prouve  qu’il  n’y  a que  deux  droites  allant  du 
centre  aux  quatre  points  d’intersection , c.-à-d.  que  ces  points 
sont  deux  à deux  sur  un  même  diamètre.  Ces  lignes  s’obtiennent 
en  construisant  les  deux  valeurs  de  M,  qui  est  la  tangente  de 
leur  angle  d’inclinaison  sur  l’axe  dçs  a:.  Quand  les  racines  sont 
imaginaires,  le  rayon  r est  trop  grand  ou  trop  petit  pour  que 
le  cercle  rencontre  ht  courbe;  et  si  les  racines  sont  égales,  les 
points  de  sections  coïncident  deux  à deux , et  le  eercle  est  tan- 
gent à la  courbe.  La  tangente  commune  à l’un  et  à l’autre  en 
ce  point,  est  perpendiculaire  au  rayon  du  cercle,  propriété 
qui  ne  convierit  qu’aux  axes  principaux.  Ainsi  les  valeurs  de  A/ 
qui  répondent  au  cas  des  racines  égales  sont  propres  à ces  axes. 

Alors  on  a (n®  i38)  v ' ^ 

» * 

♦ B‘rt  — 4(Ar‘-t-Q)(Cr‘-t-Ç)=:o, 

ou  (B^—4AC)ri—4Qrl(A+C)=z4Ç% 

puis  (Ar^-{~Ç)  Br’=o, 

• _ 

en  extrayant  la  racine  de  l’équ.  (2)  qui  est  un  carré  ; on  en  tire 

en  posant,  pour  abréger,  A—C=Bm-,  donc  i/  (i  4 •’). 

Ainsi  prenez  sur  l’axe  Ax,  AD=iy  élevez  l’ordonnée  Dl=.a, 
Al  sera  (i  -1-a*)  : du  centre  /,  tracez  le  cercle  KAK',  avec 
le  rayon  AI , et  les  points  de  section  K,  K'  donneront  les  di- 
rections AK , AK'  des  axes  principaux  , puisque  les  valeurs 
de  M sont  les  tangentes  des  angles  KAD,  K' AD.  Ces  lignes 
sont  à angle  droit,  d’après  la  construction;  et  en  effet  le  pro- 
duit des  deux  valeurs  de  M est — i ( a®  137).  On  en  tire  ensuite  , 
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les  deux  valeurs  de  r qui  sont  les  lôngueurs  des  axes  ; 

r_2VX  B^—l^AC 

Si  5* — ^AG  = m est  négatif,  le  radical  est  C;  les  deux 

valeurs  de  sont,  ou  positives,  et  on  a une  ellipse^  ou  néga- 
tives, et  on  n’a  rien,  ou  enfin  nulles,  Çaeo , et  ou  a un  point  A. 
( )uand  m est  positif,  on  a une  hyperbole;  les  valeurs  de  r*  sont 
de  signes  contraires;  ou  change  le  — en -f- pour  avoir  le  a*  axe. 
Ceivendaiit  lorsque  ^=o,  on  a les  deux  droites  AK,  AK'.  Ce 
calcul  ii’est  plus  possible  quand  B^-—^ACzx.o. 

Soit  par  ex.  l’équ.  y*  — oxy  -f-  aar’a=  2 ; d’où  « =s=i,  etc, 
V/®',  Z?/=  j,  j4F=x  v/f , et  le  cercle  K AK'  donne  les 
directions  AK,  AK'  des  deux  axes.  Enfin  r’==3d:  1/5 sont 
les  longueurs  de  ces  axes,  rayons  des  deux  cercles  tangens  à 
l’ellipse.  , ' i , ' 

On  pourra  s’exercer  encore  au  calcul  sur  l’équation,''. . . ... . 

y*~6xy  + x’^-{-2y  — 6x  + i=Oj  déjà  traitée  page  464.*' 
Cette  méthode  s’applique  pareillen^t  ait  cas  où  les  coor- 
données font  un  angle  y.  L’équ.  du  cercle  est  alors  {h®  377)  ^ 

x*+y*+.2xycosy  = r^-,  •.  • . 

éliminant  a:  et  J"  à l’aide  de  l’équ.  ^s=Afx,  on  .a 

(_Ar^-j-Q)  cosy)  M+Cr' + Q=o'r 

pour  que  cette  équ.  soit  un  carré , il  faut  que 

' (i.Br>-|-Çcos5,)»-Uf*'4.Ç).(Cr’+Ç)  = o, 


du  — /\AC)r^ — ^Qr^{A+  C— B cosy)  sin’y...(5) 

çuis  Ar^ -{-  Q)  M Br‘‘ + Q.  cos  y =0 (6) 

Véqu.  (5)  qu’on  résout  à la  manière  du  2*  degré  donne  r®  ; on 
peut  éliminer  r’  entre  les  équ.  (5)  et  (6).  Enfin  l'équ.  (6)  donne 
M,  e^ on  peut  construire  l’équ.  J' = Æfr.  * 

453.  Souvent  on  a plutôt  pour  objet  de  connaître  la  nature  et 
la  forme  de  la  courbe  dont  on  « l’équ.,  que  de  la  construire  ri- 
goureusement; le  procédé  suivant  4l’avantagc''de  donner  avec 
rapidité  ces  circonstances,  et  n’a  pas,  comme  le  précédent,  l’in- 
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convénicut  d’introduire  des  irrationnelles  dans  les  coefiieiens. 

Coraine  il  suit  de  ce  qui  précède , que  les  lignes  comprises 
dansl’cqu.  générale  (a)  p.  456  sont  codnues  d’avance, 11  ne  faut, 
pourles  distinguer  entre  elles,  que  trouver  un  caractère  propre  à 
chacune  : ce  caractère  est  tiré  des  limites  de  la  courbe, , qui. sont  ' 
très  différentes  dans  les  cas  de  l’ellipse,  de  la  parabole  et  de  l’hy- 
perbole. Pour  obtenir  ceslinti|es,  résolvons  l’équ.  (a)  par  rap- 
port àj-;  nous  aurons  une  .expression  de  cette  fonne,  ^ 

(i); 

m,  y3,  m,n  et />  semt  des  constantes  connues,  />.2o4.)Cba 
que  valenr  de  x répond  à deux  points  de  la  courbe,  tant  que 
le  radical  estf^el;  s’il  est  imaginaire,  la  courbe  n’a  aucun  point 
correspondant  ‘à  l’abscisse  dont  il  s’agit  ; enfin,  si  le  radical  est 
nul,  on  n’a  qu’un  point  de  la  courbe.  Les  limites  sont, donc 
relatives  à l’étendue  où  le  radical  passe  de  l’état  réel  à l’ima- 
ginaire. Comme  en  prenant  pour  x des  valeurs  suffisamment 
grandes,  positives'  ou  négatives,  le  tiinome  mx' -j- nx -f- p rc-  » 
çoit  le  signe  ( i3g,  9“.  ) du  plus  grand  ternie  mx*;  si  m est  né- 
gatif, pour  ces  valeurs,  le  radical  devient  imaginaire , de  sorte' 

' que  la  courbe  e*t  aloré  limitée  dans  les  deux  sens.£U^serait  illi- 
mitée, si  m était  positif;  enfin,  m nul  rédkfï^t  le  radical  à 
^/(nx-t-p),  et  l’on  voit  que  la  courbe  serait  limitée  seulement 
dans  un  sens,  puisque  le  signe  de  nx  change  av^'x. 

La  nature  de  nos  courbes  dépend  donc  du  signe‘'(^m,  ce  qui  , 
nous  force  encore  de  distinguer  trois  cas  dans  notre  analyse  gé- 
nérale, suivantquem,  ou5’ — 4-^C,  estnégatif,  positif  ou  nul. 

Mais,  avant  tout,  remarquons  que,  pour  construire  les  or- 
données P3f,  PM’  (fig.  n58  et  afiq),  qui  répondenjLà.unc  abs- 
cisse APz=ix',  il  faut  d’abpr^jporter  parallèlement iVaxe  desj^ 
(dont  la  direction  est  dodnAet  quelconque)  Ptfhsiàc'  -f-i?  ; 
puis , pour  ajouter  et  soustraire  la  partie  radicale  MN=M'Nss: 
on  en  portera  la  valeur,  de  part  et  d’ad||^ 
de  N,  en  M et  en  et  N est  le  milieu  de  MM' . Tous.des 
points  N qui  satisfont  & l’cqu.  ^ 

= + (3) 
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coupent  donc  les  cordes  parallèles  à Ajr  en  deux  parties  égalés; 

ainsi,  on  tracera  la  droite  BN,  qui  est  un  Diamètre  de  la  courbe 

(0*426). 

Aux  points  D et  D' d’intersection  de  la  courbe  avec  son  dia- 
mètre, les  équ.  (i)  et  (a)  ont  lieu  ensemble  ( n°  872  ),  et  ces 
points  sont  donnés  p>ar  les  racines  de  l’équ. 

mx^ nx -\-p  = O (3). 

• 

On  voit  de  plus  que  les  ordonnées  ED,  E'D'  correspon- 
dantes sont  tangentes  à la  courbe,  puisque,  le  radical  étant  nul, 
la  proposée  est  le  carré  des  jr  — <ix  — fi  — o ; ainsi  les  points 
d’intersection  sont  réuüis  en  un  seul , aux  points  D et  D' 
(n®4a4). 

C 

i'*'  Cas.  Courbes  limitées  en  tous  sens,  m négatif. 

454.  1®.  Si  les  racines  de  l’équ.  (3)  sont  réelles,  en  les  dé- 
K signant  par  a et_b,  et  prenant  AE=a,  AE!  — b (fig.  a58), 

«on  aura  les  tangentes  et  les  points  d’intersection  cherchésD,  £>': 
le  radical  de  (i)  prendra  la  forme  [ — m(x — a)  (x — b)~\  : il 

n’est  réel  qu’autant  que  les  facteurs  x — a,  x — b sont  de  si- 
^gnes  contraires,  de  sorte  que  x est  compris  entre  a et  b.  La 
courbe  ne  s’étend  donc  qu’entre  les  limitas  EF,  E'F'-,  elle  forme 
un  contour  fermé;  c’est  une  Ellipse.  * 

Remarquons  que,  pour  obtenir  E,  E' , on  a tiré  de  (3)  des 
racines  de  la  formea:  = A±j/ f ; on  a donc  porté  AK=h, 
puis  KE'=KEx=[/f.  Donc  C est  le  milieu  du  diamètre  DD', 
ou  le  centre  de  l’ellipse  (0*427)  : ainsi  l’on  obtiendra  le. con- 
jugué en  efaerebant  l’ordonnée  centrale  CCK,  à partir  du  dia- 
mètre, c.-à-d.  la  valeur  que  prend  \/{mx'-{-nx  -f-/>)  Iqrsqu’on 
fait  x=h.  La  courbe  étant  rapportée  à scs  diamètres  conjugués, 
il  sera  facile  de  la  décrire. 

• Par  exemple  ; — 6xjr  -|-  gr’  — 2^  — 6a:  1 = o donne 

y=sx  -f-  ax*  + f X — |)  ; on  prend  AB—\  (6g.  a58), 

et  l’on  mène  le  diamètre  .62V,  dont  l’équ.  est 
lorsque  l’angle  jAx  est  droit,  DN  fait  avec  Ax  un  angle  de  • 
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45°.  En  égalant  le  radical  à zéro,  on  a ^ ^ — 5 ;d’où 

,r=  J ± 5 : àoncAK  = ^,  KE~KE'=  J donnent  le  centre  C 
et  les  points  D,  Cf  d’intersection  de  la  coarbe  avec  le  dia- 
mètre BN.  Déplus,  EF,  EfF"  sont  tangentes  et  limites i. puis- 
que le  radical  peut  être  mis  sous  la  forme  V/[-a(x-i)  (ar-i)]  ; 
d'où  l’on  voit  que^  n’est  réel  qu’autant  que  -r  est>j  et  ■<;  i . 

En  faisant  ar=  f sous  le  radical,  il  devient  l/|=  CO'  ; c’est 
l’un  des  demi-diamètres  conjugués  ; l’autre  est  CD  : il  est  donc 
facile  de  tracer  la  courbe  (n°  43i,  2°.).  On  trouve^z=i±  J/  j 
^ pour  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée,  n°  fyxi. 

Pareillement  jr'  — + — a:-t*ï  = o donne  l’ellipse 

DOL/a  (fig.  :Si)-,AK=:i,  EKz=E'K=y/2,  CK=  i; 
C est  le  centre.  J’ =0  donne  ar* — ax-1-  1=0,  carré  de  * — i : 
donc,  si  l’on  prend  AI=i,  la  courbe«st  tangente  en  / à Ax\ 
00'  = 2Ù'=  v/a  : la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée 
sont  a et  o. 

Il  est  inutile  de  dire  que,  dans  les  constructions,  il  faut 
surtout  avoir  égard  aux  signes  ; ainsi , pour 

4 J'’  + + 8x“  -f  lax  + 8j'  -f-  I = o, 

on  a ’ jr  — — x—i±.\/{—x*—x  + îy, 
on  construit  le  diamètre  BD  (fig.  a6a),  dont  l’équation  est 
jr=  — x — I ; de  -f-  x = on  tire  x=  — i ± i , on 
prend  AKz=  — i,  et  A£s=:/ifZ)'=i,  ce  qui  donne  les  limites 
tangentes  ED,  E'D'  de  l’ellipse  : Cen  est  le  centre,  et  l’on 
trouve  ù'  = I . 

a**.  Si  les  racines  de  l’équation  (3)  sont  égales,  a étant  leur 
valeur,  le  radical  équivaut  à \é'  — m(x  — a)’;  ainsi , ( i ) de- 
vient ^ si  «x -f-|8±(x — a)  Ÿ — on  ne  peut  donc  rendre 
jr  réel  qu’en  prenant  x = a , d’où  = a*  /8. 

Ainsi,  on  n’a  qu’un  point;  ses  coordonnées  sont  connues. 

Il  est  aisé  de  voir  qu’en  effet  la  proposée  équivaut  ici  à 
ijr — mx  — /8)* -|- (x  — û)’m  = o;  et  comme  la  somme  de 
deux  quantités  positivesne  peut  être  nulle,  à moins  que  chacune 
ne  le  soit  en  particulier,  la  proposée  se  partage  d’elle-inême  en 
deux  autres  (n®  112).  L’équ.  j' — — ax-{-  1 =0 
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donne  le  point  dont  les  coordonne'es  sont  j;  = i , et 

1,’équ.  ar’  = O donne  l’origine. 

3®.  Si  les  racines  de  l’équation  (3)  sont  imaginaires , pOur 
aucuije  valeur  de  x,  le  trinôme  — mx  + + P ne  peut 
changer  de  signe  (n°  i3g,  9°.);  ce  signe  demeure  toujours  le 

même  que  celui  de  son  plus  grand  terme  — mx*; . 

V/  ( — mx’  + nr-f-p)  étant  sans  cesse  imaginaire^  la  pro« 
posée  ne  représente  rien.  En  e£Get,  cette  équ.  revient  alors  à 
(X—ax — iS)*+ (n»x’  — nx — p)  = o,  dont  les  deux  parties 
sont  positives  et  ne  peuvent  s’entre-détruire  ; par  conse'quent  il 
est  absurde  de  supposer  leur  somme  = 0,  puisque  la  seconde 
ne  peut  être  rendue  nulle , eomme  on  l’a  fait  pre'cédemment. 
C’est  ce  qui  arrive  pour  j'*  — *xy  ax*  — ax  -j-  4 = o.  , 
Pour  que  m,  ou  B‘-r  4-dC,  soit  négatif,  il  faut  que  les  trois 
1*"  termes  de  la  proposée  (3),  Cx*  forment  une 

quantité  plus  grande  qu’un  carre  parfait.  Dans  le  t”  exemple 
ci-dessus,  page  472,  ces  termes  sont  t 

3 Cr*  — axj'-f-3x’)  = 3 [ (jr  — x)»-fax’]. 

' Cherchons  dans  quels  cas  l’équ.  générale  du  a*  degré  est 
celle  d’un  cercle,  les  coordonnées  étant  rectangles.  Cette  équ. 
est 

-f-  Bxj'  -f-  Dx+£x  -+-  F=  o ; 

’•  t 

l’équ.  la  plus  générale  du  cercle  est  (x  — 
ou 

jr*-\-x' — -ifijr  — r*=o. 

I 

La  i”,  dégagée  du  coefficient  *A  de  doit  cire  comparable 
terme  à terme  à la  On  en  tire  d’abord  A = C,  JB  — ot 
donc  quand  les  x et  -y  sont  à angle  droit,  Véqu.  du  7,’ degré 
• est  celle  éCun  cercle,  lorsqu’elle  est  privée  du  terme  en  xy  et 
que  les  coefficiens  de  x*  et  de  y“  sont  égaux.  Mais  de  plus  il 
faut  que  D — — a//i3,  E = — aA»,  F = A («*  + /S  ' — 
d’où  l’on  tire  , , 

E n ^ _E' ~^.D’ — 4AF 

~ 4>"  ’ ’ 


Digilizc;:  ’oy 


r 


DISCUSSION.  4?^ 

ce  sont  lei  coordonnées  du  centre  et  lu  rayon  du  cercle,  qu’il 
est  ainsi  facile  de  construire..  Remarquez  cependant  qu’il  y a 
deux  exceptions,  savoir  quand  le  numérateur  de  la  valeur 
de  r’  est  nul  ou  négatif:  dans  le  i”  cas,  on  a un  point  unique; 
dans  le  a*,  il  n’y  a pas  de  courbe. 

On  trouve  par  ex.  que  l’équ.  2^’  + — 4^ + * =0 

est  celle  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  y/  |,  et  le  centre  au 
point  ( I , I ). 

Lorsque^ les  coordonnées  sont  obliques,  on  raisonne  de 
même  en  partant  de  l’équ.  (3)  n°  377.  . S g 

2'  Cas.  Courbes  illimitées  en  tous  sens,  m positif. 

■4  ' 

455.  Ici  Ay'  + Bty  + Cr’  est  moiadre  qn'nn  carré. 

i”.  Quand  les  racines  de  l'équation  (3)  sont  réelles,  a^AE, 
bi=  AE'  (fig.  aSg)  donnent,  comme  ci-dessus,  les  points  D 
et  D'  d’intersectkm  de  la  courbe  et  du  diamètre  BN,  et  les 
tangentes  EF,  E'F'  ; puis  le  radical  prenant  le  forme. 

m (x — a){x  — b),  n'est  réel  qu’autant  quexr-o  et  x — b 
sont  de  même  signe,  c.-à-d.  que  x cst]>  ou  < a et  6 ; a:  ne  peut 
donc  recevoir  de  valeurs  entre  a =:  AE  ctbs=AE/,et\a.  courbe  . 
s’étend  à l’infini  de  part  et  d’autre  des  limites  EF,  E’F';  ainsi, 
elle  est  une  hyperbole.  , ^ 

Pour  obtenir  le  diamètre  conjugue  de  DD',  comme  le  centre  C 
est  au  milieu  de'  DD',  on  fera  x ^ AK  = h sous  le  radical , on 
rendra  le  résultat  réel  (n®  4^9)>  On  tire 

ensuite  la  position  des  asymptotes  (n*4^S).  Nous  allons  au  reste 
donner  bientôt  (n®  4^7)  tin  moyen  plus  facile  de  déterminer  ces 
droites.  " 

Soit  par  ex.,y'  — %xy  — x’  — 2j^  -}-  8x— 3=o;  on  en  tire 
ynKX-^  1 ài  |/(2x* — 6a: + 4).  On  trace  d’abord  le  diamètre 
BN,  (j'  = X -{-  1 ) ; 2X*  — 6x  -f-  4 ==  t>  donne  x = | ±:  -J , 
et  le  radical  devient  l/  2'(x*—  1)  (x—  2)  ; on  prend  AKzx\, 
EKxz:  E' K z=z\;  on  a les  limites  EF,  E'F'  tangentes  en  D 
et  D'  ; cl  comme  x est  >2  ou  <[  i , on  obtient  l’by|)crboIe 
3/W',  (fig.  aSg).  * , r . 


’ Digiti  - Jd  by  Google 

» - I 


4^6  SECTIONS  CONigiUCS. 

Pour  liouver  le  dianièü'c  conjugué  de  DZ)',  on  fail  j:=^A'=| 
dans  V/  (2X*  — 6j:  + 4)  i 1’®“  rend  réel  ; on  a Z>'  = v/  ï-  En 
prenant  D'F'  = D'H—  on  forme  le  parallélogramme 
inscrit,  dont  les  diagonales  GF',  FH sont  les  asymptotes  de 
notre  courbe. 

2°.  Lorsque  les  facteurs  de  mx“  -f"  + p sont  imaginaires , 

la  courbe  ne  coupe  j>as  son  diamètre  FA^(fig.  263)  : de  plus, 
ce  trinôme  doit  toujours  conserver  le  même  signe  que  + mx*, 
quelque  valeur  qu’on  attribue  àa:(ii®  189,  9".);  donc  chaque 
abscisse  donne  toujours  des  ordonnées  réelles,  la  courbe  s’étend 
à l’infini  de  part  et  d’autre , et  elle  est  une  hyperbole  disposée 
comme  on  le  voitfig.  268. 

Quant  aux  diamètres  conjugués,  le  centre  est  sur  FA^qui  ne 
coupe  pas  la  courbe  ; or,  si  l’origine'était  au  centre,  les  abscisses 
égales  et  de  signe  contraire  (n*425)  répondraient  à des  ordonnées 
égales  ; ainsi , le  radical  devrait  être  de  la  forme  ) ; 

si  donc  on  veut  transporter  l’origine  au  centre,  il  faut  faire 
X = /j  ; A étant  tel , que  le  2®  terme  de  mx*  -{-nx  -\-p 
disparaisse  (n°  5o6);  h est  l’abscisse  du  centre;  on  trouve 

h~ —,  la  même  valeur  que  ci-devant.  Ainsi,  on  prend 

nin 

= A,  l’ordonnée  FG  donne  le  centre  G ; faisant  ensuite 
X = A dans  Ÿ -f-  nx  -+•  p),  il  devient  = DC  = a' . Pour 
obtenir  b',  il  faut  chercher  les  points  de  rencontre  de  A/V  avec 
la  courbe;  en  prenant  la  partie  imaginaire  des  racines  de 
rwx“  -j-  ttx  +F=o,  et  la  rendant  réelle,  on  a KO— KO'  pour 
les  abscisses  des  extrémités  E,  E',  du  diamètre  conjugué  prises 
à partir  ^e  celle  du  centre. 

Comme  les  parallèles Ffl,  G/au  diamètre  BN  sont  tangentes 
à la  courbe  en  D et  D',  les  ordonnées  O'F,  JH  déterminent 
aussi  le  parallélogramme  inscrit,  et  les  asyinptotes./F,  GU.  • 

Soit  par  exemple  y'  -+■  ixy  — oy  — .x  = o ; ,on  en  tire 
y = — X \ ±L  \/  {x^  — X 4-  < ) r le  diamètre  BN  ( fig.  268  ) 
a pour  équat.  y = — x -f-  i ; comme  x^  — •*  + 1 = 0 donne 
x — {-±z^\/ — 3,  la  courbe  ne  coupe  pas  BN-,  de  plus,. 
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étant  toujours  positif,  j est  aussi  toujours  réel  ; 
ainsi,  on  a l’hyperbole  de  la  figure  203. 

Pour  trouver  les  diamètres  conjugués,  on  construit 

= V/3,  = /iTO  = i »/ 3 i=  A'O' donnent  le 

centre  C,  et  le  2'  diamètre  EE'  -,  de  plus,  en  faisant  x=‘-  dans 
V'  {x*  — x-f*t)>  onaa'  = jV/3. 

3®.  Si  les  racinef  de  V équation  (3)  sont  égales,  le  radical 
équivaut  à m(x — a )“,  et  l’équation  (1)  devient. ..... . 

jr  = ax-j-fi±{x — a)\/m, 
savoir  jr=x  a \/ m; 

on  a donc  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  du  diamètre 
pour  lequel  .r  = a,  et  qu’il  est  aisé  d^  construire,  puisqu’on  a 
leurs équ.;  on  obtient  un  2®  point  de  chacune,  en  posant  .r=o, 
d’où^'=y8  ±:a  y/wi;  c.-à-d.  qu’il  faut  porter  a\é m sur  l’axe 
des  y au-dessus  et  au-dessous  du  point  où  cet  axe  coupe  le 
diamètre.  Les  droites  menées  par  ces  points  et  par  le  i®®,  qui 
leur  est  commun,  sont  celles  dont  il  s’agit. 

Il  est  clair  qu’en  transposant  et  carrant,  on  a 

• (j*  — <tx — jS  )*  — m{x — «)*  = o. 

Ainsi,  la  proposée  est  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels 
par  rapport  h.xeXy,  et  du  premier  degré  , qu’on  peut  égaler  à 
zéro  indépendamment  l’un  de  l’autre  : c’est  ce  fait  analytique 
qui  explique  l’existence  de  deux  droites  dans  le  cas  présent. 

Soit,  par  ex.,  — Qxj x^ %x  — 2=0;  on 
trouve  y=  x — i it  ^ (3x*  — 6x  -f-  3);  or,  3x*  — bx-f- 3 =0 

donne  x = i ; le  diamètre  (fig.  264)  BN,  ( y=x — \)  est  donc 
coupé  en  un  seul  point  iVpour  lequel  DA  = i ; et  comme  la 
proposée  revientà^T^x — ‘±;i  (x — i)  \/3,  on  a deux  droites. 
x = o donne^  = — | dt  | V/  3 ; on  prend  BE  — BE  = .j^/3, 
■et  l’on  trace  les  lignes  Eté,  E'N. 

Soit  proposée  l’équ.  y* — o,xy — 3x’  — = on  en 

tire  J'  = ,r  ± 2 ( x*  A'*  ) ; y =x  donne  le  diamètre  Bt! 

(fig.  2G5);  et  l’on  voit  qu’il  n’est  pas  èoupé  par  la  courbe,  et 
qu’on  a l’hyperbole  MO,  M'O'.  Le  centre  est  en  C';  on  prend 
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COssiCO'  =.^k ; 0<y  esl  le  i"  diamètre,  puis  CE-=s  CEf  =k 
donne  le  2',  DD\  et  les  asymptotes  HP,  IG.  A mesure  que  k dé- 
croîtra , la  courbe  se  rapprochera  du  centre  et  des  asymptotes 
qui  ne  changeront  pas  •,k  = o donne  ces  droites  memes.  Enfin, 
si  k*  prend  un  signe  contraire,  l’hyperbole  est  GD\  ID  tracée 
> dans  l’autre  angle  enore  les  mêmes  asymptotes,  et  s’en  éloigne 
à mesure  que  k croît.  ’ , 

456.  Quand  o,  la  proposée  manque  du  ternie  en  y'  et 
l’on  ne  peut  plus  opérer  comme  n°  4^3;  mais  si  l’on  change  x 
en^,  et  J'en  x,  ce  qui  ne  produit  qu’une  inversion  dans  les 
axes,  on  pourra  appliquer  nos  calculs;  il  suffira  donc  d’y 
changer  Cen  A,  D en  E : B*  — I^AC  se  réduit  à m est  po- 
sitif, et  l’on  a encore  una  hyperbole.  Au  reste , pour  discuter 
l'équ.  privée  du  terme  Ay*,  il  est  préférable  de  la  résoudre 
par  rapport  à x,  et  d’opérer  sur  l’axe  des  x d’une  manière  ana- 
logue à ce  qu’on  a fait  pour  celui  des  y. 

Tar  ex.,  pour  l’équ. x* — 'ixy-\--ix — 3j-  -f-  c = o (fig.  266), 
oaax=y — i — c-f-i);la droite  DG'(y=x-f-i) 

est  diamètre , c.-à-d.  coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  aux  x.  L’équation  y = c — i , donne ...  . 

j=— I);  si  donc  c>|,  on  prendra  AK  = ^, 
KE=KE'^  et  l’on  aura  en  D et  D' les  points  où 

l’hyperbole 'A/Z>,  MT/  coupe  le  diamètrq.DZ)'.  En  faisant 
ysx:  — i dans  V/Cj’-f-J"  — c-f-i),  et  reniltnt  réel , on  a 
|/(c— ce  qui  donne  le  conjugué  àeDD',  et  les  asymptotes 
F' G et  FH,  dont  la  seconde  est  parallèle  aux  y. 

Si  c=j,  on  aies  asymptotes  mêmes  ; et  si  c<^^,on  a ^core 
unehyperbole  entre  les  mêmes  asymptotes,  mais  elle  est  tracée 
en  HN  et  F' A"  dans  les  deux  autres  angles.  * 

457.  Dans  l’équ.  générale  (i)  (p.  47‘),  1«  radical  affecte  la 

(TIX  U\  • /l* 

x*-j-— ajoutant  et  ôtant^^, pour< 
pléter  le  carré  (n®  i38),  on  a . - 

y—ctx+  fi±i  ^ Ï2m.v  + ny  + ^mi>  — i?] 


• com-  • 
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le  radical  est  de  la  forme  l/(z'  — /);  en  le  développant  par 
l’extraction  (page  197),  on  verra,  comme n° 4il>>  qu’on  aune 
suite  de  termes  où  z = imx  -|-  n est  au  dénominateur , et  qui 
décroissent  quand  X croit,  le  seul  1”  terme  excepté.  En  négli- 
geant donc  /,  on  a les  équ.  des  asymptotesde  notre  hyperbole 


I 


2 


(4); 


àiOVit,  aprks  avoir  résolu  la  proposée,  tomplétez  le  carré  sous 
le  radical  ou  vous  négligerez  les  termes  conslans,  et  vous  aurez 
les  équâiions  des  asjrmptotes. 

Il  est  facile  de  construire  ces  équ.  ; les  droites  se  croisent  au 
point  ^ qui  est  le  centre,  et  l’on  a un  a' point,' 


en  faisant  xsso,  ce  qui  donne  les  ordonnées  à l’origine 

^ — ; on  portera — >?—  sur  l’axe  des  r,  en  dessus  et  en 
2\/m 

desjsous  du  point'de  section  de  cet  axe  par  le  diamètre. 

Dans  le  t*'  ex.,  p.  475,  J'  = x-^  i ± {/  ( 2X'  — 6x+  4 )j 
ajoutant  et  ôtant  | sous  le  radical , il  devient  [/[a  (x  - *)’ — j]  ; 
négligeant  on  a,  pour  équations  des  asymptotes  (6g.  269), 
y=x+ 1 zt  (2X — 3)  [/-.  Faisantxnul , on  trouve  Y=i  ± 3l/i; 
il  faut  porter  3 l/j  de  ü en  i et  i'  ; Ci  et  Ci'  sont  les  asymptotes. 

Pour  l’équ.  page  477»  o®  a^=xdb2  (x*+A*)  ; on  né- 
glige k\  et  il  vient,  pour  équ.  des  asymptotes,  K=x±ax. 

La  discussion  de  l’équ.  devient  très  facile  quand  le  terme 
en  x%  ouenj^*  manque;  par  ex.  Bxjr^Cx'‘+Dy-\-Ex-i-F=o 
donne , en  résolvant , effectuant  la  division , et  désignant  par 
hykyl des  coefficiens  <;ionnu8. 


jr—- 


Cx'+Ex+F 

Bx-\-D‘ 


zhx-{-k-\- 


Bx-y-D' 


Or  si  l'on  construit  la  droite  FC  (6g.  266)  dont  l’équ.  est 
Bx-^D  = o,  cette  ligne,  parallèle  aux  j-,  est  l’une  des  asymp- 

totesde  la  courbe  ; car  plus  x décroît  vers  la  limite — — . ctplus 
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y augmente , devenant  infini  à cette  limite  ; ce  qui  montre  que 
la  courbe  s’appiocbe  indéfiniment  de  la  droite  FC.  D’un  autre 
côté,  en  construisant  la  droite  /^G  qui  a pour  éqa.  j—hx-\-k, 
on  voit  que  pour  obtenir  les  points  de  la  courbe  qui  répondent 
à une  abscisse  quelconque  x,  on  a l’ordonnée  en  ajoutant  à 

celle  de  la  droite  F*  G la  longueur  ^ — ; et  comme  plus  x 

est  grand , plus  cette  fraction  est  petite,  devenant  nulle  pour  x 
infini , il  est  clair  que  la  courbe  s’approche  de  plus  en  plus  de 
la  droite  F G qui  est  la  2*  asymptote. 

Lorsque  c’est  le  terme  en  x’  qui  manque,  on  résout  l’équ. 
par  rapport  à x,  et  on  trouve  de  même  les  deux  asymptotes, 
dont  l’une  est  parallèle  aux  x.  Ainsi  quand  Véqu.  de  la  courbe 
est  privée  du  terme  en  x*  ou  en  y*,  l'une  de  ses  asjrmptotes  est 
parallèle  à celui  des  axes  coordonnés  dont  le  carré  manque. 
Cette  théorie  ne  suppose  pas  que  les  coordonnées  soient  rec- 
tangulaires. 

Soitl’équ.  X’  — 2X^'  + 2X — 3j^-+-i=o,  ona-(fig.  266) 

l’équ.  2X+3  = o est  construite  en  prenant  = — |,  et 
menant  FH  parallèle  à Ajr-,  l’équ.  jr  = {x-\-\,  appartient  à 
la  droite  F' G;  ce  sont  les  deux  asymptotes.  Le  reste  de  la 
construction  est  ficile  (n"42i). 

De  même  pour  2_7'*  + 3xjy  — 8j-  — 3x+i=o, 


X : 


,3j^  — 3 


=— f J-+2+ 


3^—3 

les  droites  GH,  FJ  (fig.  263),  dont  les  équ.  sont  3^ — 3=o, 
‘x= — sont  les  asymptotes , la  i"  parallèle  aux  x. 

Si  l’équ.  est  privée  à la  fois  des  deux  termes  en  x’  et  j’‘, 
xj’  + Dj' -^-Ex-\-F=:o,  on  a.. 

Ex  + F 


x:-(-  D 


= ->E  + 


DE—  F 
x + D 
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i les  deux  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes , et  oht  pour  équ. 

— E,  X—  — D’.  Ou  pourrait  discuter  l’ëqu.  en  transpor- 
tant l’origine  au  centre , car  l’hyperbole  serait  alors  rapportée 
• aux  asytnptotes  prises  pour  axes  (n°  4^5),  l’équ.  prenant  la 
■ . forme  xr  — m‘.  . 

3*  Cas.  Courbes  illimilées  d’un  seul  côté,  in-rro. 

•'  V-  **  . . - * 

*'4^t|<ÎP*^*‘lttfe,rw  = ofou  ZÎ’-»l^C=o,  les^rois  i'”  termes 
dçlÿtrpposée,oa forment uu carré (p*  *38):^’ 
le  radical  de l’équ.  (ij)p.  47*  se rédui t à^l/ *A(pr^s  avoir 
tracé  ( fig„  248)'le  diaUtètre  BN  {jr  = a.x  + ^),  op  trouve  son 
point  d’intersection  avec»la  courbe  et^sa  tangente  iÇF,,cn  •/ 
. faisant  nx-(-^  = O.  Soit  xœ  ns  la  racine. de  cette  éqo., 
le  radical  dévient  \/ r^x  — n),  et  i?est  i5fcl  quq  quand  n et  ^ 
X — a serit  de  même  sî^ne;  donc  x *est  et  la  courte  est 
•»  'située  comme  3/' DA/,  lorsque  « est  positif -'si  n est  négatif ,*x  , 

est  a,  et  l’on  a ODM' . lïa  courbe  qui  s’éteud-'à  l’infini  d’un  ■ 
’*‘Tseul  côté  êst  donc  une  parabole.  ^ , 

« On  peut  aisém^t  en  déduire  le  paramètre  de  ce  diamètre,  à 
l’aide^d’«un  seul  'point  de  la  courbe , et  soumettre  la  courbe  à « 
■■■  une  description  rigourejjse  ( n“  438).  * 

Soit  l’équ.  j'^—'Xjr  -f-  i x’  — -zy  — x-f-5=o;  on  en  tire 
. 3"=î  *+  > ±V(2a:— 4);on  preudy^£=2(fig.  34§),  EF^ 

' ' est  limite,  ..^.£=1,  D£=2;  la  courbe  est  située  comme 

Pour  jr‘‘  — XJ-  X’  -ï-  IJ  -f-  3x  — 3 = o,  on  obtient  le 
meme  diamètre;  et  comme  le  radical  est-ÿ'(  — 2x-f-4),  on  a 
, la  courbe  ODA/',  . 

./'•Si  m-et  n sonl  nuis  à la/bis , l’équ.  devient 

i°.'Si  P est  positif,  on  a."detfx  droites parallhles,  qu’on  ttiice 
en  portant  yp  en  BD  et  BD'  sur  l’axe  des',y<(fl^.4267)7  de  part 
et  d’autre  du  point  B oùlediamètre  ÆiV, rencontre  cet  axe. 

{y  -i^xy- — tzj  — "2.r  = I , donne  J = — x-f-i  on 

^ prend  y/fi  = AN=  î , fi/V  est  le  diamètre  ;*pnis •. . . 

BD—BD'~  ^/2  — fiA' ^ et  l’on  mène  DE,  D' E'  parallèles’ 
îxBN.  ‘ , 

T.  1,  ' 3i 

X . . • ■ ' 


Digitized  by  Google 


P • 


0 


• .f'  r v*  > • •<  , *•  •■ 

• ■*.  ••  .'  >1  ■ 0 •'  K‘  >•  •'  ■■' 
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2®.  Si  P f?tyiu),*\7'=«a:  -f-^/3  j ’.oii  n’a,^^u’flne  droite  : leye-;-.*  ^ir  *' 

est  l’equ.  ( j- 2_^  — 2a:-h  î^o,'reprè>cntée^ai- 
(fig.  267).  ..  . 

3®.  Si  P est  négatif,  l’imàj;iiyira  sntsiste  loujouis,  et  ü nj‘ 
a pas  de  ligne.  T'tlle.est  l’équ,  (_J'^xy  — ij  — 2x  + 2=o.^’J' 

Kn  un,inpt , + x )’  — ;y^  — - 2X 

'r  J — — X -f  I ± v/A",fOn  prend 
H JS , puis  BQ  = D' B = \/k.~Ot\ 

.rallclcs^e  rapprochent  du*diaO|èlje 
^onfondent,cnfin4ôi:sqüe’^:i  O j,  si''<'’est 
préscaèplusirreïf;' 

^ Quelque  poi^^ ’'^’6n,^^niie  sur  fiiV(fig. 

|VpipeiVy, lâ*parüe  JW  d’une  droite  quelconque;  BN 
e^t  /e^cM  d’urw'i^^ité  de  cehires  (n°  425 
Quand  /M*el  n sont'uuls  ensemble^  la 
’ £tx— )’  —Cp=  O.  \®.  quand  p est 

produit  de  — fi 

a Ihênie  çoefficient  ^ 
indépendajninent  v.^  m m«t  i.m.wvrr 

carrd  de  ^ — 'dx  n«s  dAf^^^rs 

f si  P est  négatif  ren^^ nulle  la  somme 

Wi (es  positives , dontjl’une  -fi p ne  peutoêtiaç 
absurde. .Telles  sont  quîêXpUq'uent  1 

• troigJjlK^articuliert.  ‘‘  ^ 

'^  *459.  Il  résulte  de  toutpy:ette  ai\q4pâe 
• 1.  Si  m,  ou  B' — ^|/JÇ,vi|tt^égatÿ, 
grand  qu’un-carré,  C dçii^a  positif;  la 
■ elle  est  uné^pH^s.e^^  un  cefcle,  ou  un  pûihl,  ou 

esé'positif,' 

jla  qç^urbe^çstjforinëe  de  deux'pdVties  illi- 

'perbdle,  ou  deux  droites  qui sé  croisent. 
î*  <lrf*  *•»'  ^ 

C est  négatif.,  ou  ou  jr% 


48a 


il'  doit 


otx 


■II.  Si  TO, 

‘ stuSindjffllgu’ui^caf 
mft^es  ; felle 
On  est  dans  ce.  cal 


fr» 

«V 


XJ-  restant.  , , 

fil.  Si  m,  ou'fî’ — ^”4.^^C=l'o,  Aj’  -j-  Bxy.  -f*  tx*  est  uqj^; 
carré;  la  courbe  sWtend  à l’infini  d’un  seuV-côt^;  elloest  une 
parabole,  une  droite-,  deux  parallèletj  où  rîén  : quanâ  xj- 

' " , 

' * " ^ 
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manque  , avec  uii  des  carrés;^*.  on  toiitj^e  dans  co  cas. 

460.  On  peut  fbmposer  à volonté  une  e'qu.,tlu  3*  degre,  <pit 
lentre  dans  celle  qu’on  voudra  de  ces  circonstances.  Il  suffira  <le 
recourir  à l’c’qu.  (i)  p.  47  > i et  d’y  de'termincr  arljîtraircnient  les 
constantes  a,  /3,  m, . . . ayant  soin  de  (Toinposer  le  radical  de 
sorte  qu’il  satisfasse  aux  conditions  requises;  ainsi  m sera  né- 
gatif pour  une  ellipse,  et  mx’  =0  aura  ses  racines 

réelles  ; m sera,positif 'pour  une  liÿperbole,  et  suivant  que 
l’e'qu.  précédente  a ses  racines  réelles  ou  imaginaires,  cctté 
courbe  coupera  ou  ne  coupera  pas  son  diamètre,  etc.  On  peut 
enfin  se  donner  dés  conditionS'qui  déterinineni  toutès  les  cons- 
tantes «,  Voici  un  tx.  de  ce  calcul, 

L’Iiyperbole  ponctuée  ( fig-  265  )'a  l’origine  C au  centre  y le 
diamètre  BN  fait  avec  lès  x un  angle  de'45“  ; CE  = 1 donne  • 
GH  tangente  et  limite  de  la  courbe;  enfin,  Te  diamètre  conjli-  ^ , 
gué  est  CO  =\/3  : trouver  l’équ.  de  cette  hyperbole?  Elle  est  ■- 
visibleinentj'=x±:\/  m — 1),  et  il  resté  à déterminer  m. 

Mais  ,r  ==  O lionne  le  rfffical  imsqpnair^;  et  changeant  le  — 

en  + , il  faut  qu’il  soit  1/  2;  donc'  \/  m~  ÿ "f-t  

jr‘  — 2aj7'  — a:*  = — 2 est  l’équ.  demandée. 

Si  l’on  veut  que  l’équ.  soit  celle  d’utf  point,  une  ou  deux  4^ 
droites,  Ou  rien,  on  peutopérei’  de  même;  maîs*ll  est  plus  simple,  . ■. 
'-de  sé.  conduire  , connue' il  suit. 

Z.  et  Métanl  de  la  forme  X;/ -f-/ar-l“^,..on  a a 

1".  Pour  un  polnV,  L* -l-i'l/'*  = o’(p.  473  ) ; * 

’î*.  Pour  une  droite , £,*  ==  o ( p.| 482  ) ; ^ ’ 

/ 3*’.  Pour  deux  droilés,'-£,.T/=rü  (p.  477)»  si  you  veut  que 
ces  lignes  ^idrht  parallèles,  le  rapport  des  constantes  /!•  et  / ' 
ddit  être  le^mêine  dans  L qt  M (p.  48*  ) ; 

4°.  Pour  que  l’équation  ne  représente  rien,  ,A-  doit  être  un 
nombre  positif  quelconque  dans  /i’  -f-  FC=:o  ( p.  474)- 

465,.  Après  avoir  discuté  l’équ.  (1),  les  coordonnées  étant 
rectangulaires,  on  peut  se  proposer  delà  construire  exacicoiont, 
sans  recourir  à la  théorie  (n“  4^9)>  t'utis  en  reportant  la  courbe 
à un  système  de  diamètres.  Prenons  pour  axés  des  .r'unc  paral- 

. ■ 3t.. 
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lèle  au  diamètre  J' = <wr  + ^,  sans  changer'' l’origine  , ni  l’aie 


-p  *1  * ♦ » 

desj'.^ Comme  tatig.  (xx')=«,  on  â cos  (xx')  = ~k, 

sin  (xx  ) = »k,  (x/  go®,  et  les  e'qu.  B {n*  383)  deviennent  ^ 

^ y — •kx  +J''  ; la  transformée  de  ( i ) est 

y = fi±  y/(mi‘x'*  + nkx'-i-p).  ’ * " ■ 

i®.  Si  la  courbe  a un  centre  ^ portops-y  l’origine  ; et  l’équl 
étant  ainsi  rapportée  à des  diamètres  conjugués^  recevra  la  forme 

(n®  4^7)v^ — (Q  d*  Cr*)  ; il  suffit  donc  de  chasser  les  termes 
• . •'  * 

fi  et  nkx'.  Posons x'  =x" — ” - • 

.*  Y '-  . 2km  \ 

sont  les  x'  ety  du  centre,  et  l'on  trouve  , 

A*  , '^.4'” 

. ♦ 'Telle  est^l’équ.  de  la  courbe  [yoposée,  réduite  à ses  diamètres 
’ cgnj'ugués.  Rien  n’est  donc  plus  facile  que  de  construire  cette  * 
ligne  (n®  43 i,V.2^ , , , 

Pour  l’équation  y = ^?  '+  i ±:  1/  ( — 2X’  + 6x  — 4 on  a ’J 

i — 2. . . , et  l’on  obtient,  pour  transfor- ”t'  . 

mée  y'” + x'“  1^44  ainsi,  après  avoir  tracé  le  diamètre  ‘ 

J-  = X + 1 (fig.  25^),  poitté  l’origine  au  centre  C,  comme  on  ; 
l’a  vu  ( n®  454 )v  restera  à décrire  une  ellipse," dont  les  ' •,/ 

demi-diamètres  GO,  CZ>,  sont  égaux  à v/î-  è ^ y 

2 . S il  n y a ^a$  de  centre  , m o , et; le, radical  devient  *•"* 

]/(nkx'+p)  : chassant  les  termes  constanS;^et/>,  l’origine  sera:  ‘ 
portée  aupointqù  la  courbe  est  coupée  par  son  diamkre;  sayoii'À  * ’ 

' y — y +/2,  = ^ ; d’où  y‘=  n»x\  Apvès  avoif  dé-  * 

critle  diamètié  y —mx  -f  l’origine  sera  prise  au  point  cni  il 
^ \coupe  la  parabole  ; l’axe  des  j-“  étant  pai-allèle  aux  jf,Vt  l’axe 
des  x"  le  diamètre,  la  courbe  sera  facile  à tracer  (n®  4^8). 

Pourj'=rix  + izbv'(ax  — 45,ona(fig.  248)«=^i, 

DN  et  DF  étant  les  axes,  on  a l’équ.  jr»<‘  ~ 4^.»  ^ ^ 
celle  de  la  parabole  A/DM'  ; et  comme  p.  481  , on  a AB=s  i * 
AE=DE~7..  « • «’ 
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ces  2“  termes 
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, - De  la  Génération  des,  Couthes.  %. 

‘ J*- 

■ r 

« , 4^2'  Quelle  cstia  courbe  qui  résulte  de  l’iutersectiou  conti- 
^ nuelle  de  deux  droites  AM,  (fig.  268)  qui  tournent  autour 
de  et  fi,  et  sont  toujours  à angle  droit  en  Ml  Prenons  les 
Généralrices  A^ns  une  de  leurs  positions  AM,  MB  ■ l’origine, 
e'taut  au  milieu  C de  AB,  et  AC-=.r-,  les  lignes  AM  et  MB 
qui  passent,  l’une  en  A ( — r,  o^,  et  l’autre  en  fi  (r,  o),  ont 
pour  équ. 

j-  = a(x  -hr)^  J—d  {x—_r) , . (1),  ; < 

A 

de  plus  on  a ad  -f-  i = o . . . . . (2), 

puisque  ces  drqjtes'sont  perpend.  : les  valeurs  de  a et  d , qui  ne 
satisfont  pas  à cette  condition,  répondent  à dés  droites* et 

. BN,  qui  ne  sont  pas  gi'nératrices.  Si  l’on  met pour  d , les 

équ.  (1),  qui  sont  celles  de  toutes  les  droites  passant  eu  A et  fi, 
appartiendront  à deux  génératrices,  dont  les  directions  dépen- 
dront de  la  valeur  de  a qu’on  voudra  prendre  : la  coexistence 
de  ces  équ.  fera  que  x et  y seront  les  coordonnées  CP,  PM,  du 
point  de  section  de  ces  droites.  En  éliminant  a de  ces  équations, 

X etjr  seront  donc  les  coordonnées  du  point  d’intersection  de 
deux  génératrices  quelconques,  puisqu’elles  ne  sont  distinguées 
entre  elles  que  par  a,  qui  n’y  entrera  plus. 

Ainsi,  l’élimination  de  a et  d entre  les  équ.  1 et  2,  donne 


l’équ.  de  la  courbe  cliercliee  1 a : 


• I- 


: — 4^,  a'= — chan- 
X -j-  r X — r 

gent  (2)  en  j"’  -f-  : on  a un  cercle  dont  le  diamètre  est 

AB.  ^ • -fc* 

, II.  Si  les  deux' génératrices  AM,  MB  (fig.  26g)  étaient  as- 

sujeVies à former  un  angle  donné  AMB,  dont  la  tangente  fdt  r,- 

* Q — <i  * 

rèquation  (i)  sieraU  remplacée  par  i = ^ aurait 


I **  • 


DIgitized  by  Goo<^lt 


i. 
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4 l 


4sg 


pit’oïji  kmbs':  ■ 


*V 


i --—  2/^'.  liu  i!ftcu(aiU  4 11®  ?^5d  ) celle  equ.^  o» 
AC—  Cfi  — r,  on  verra  qué  là  courbe  est  uiv  cercle  ilont  fe 

//  ' ^ 

rayon  est  O b = \^r°  *f-  — y,"ÇO==  - il^ne  le  centre  O. 


K® 


\ 


En  ge'neral , au  lieu  de^  supposer  la  courl)e  d^'ciitc  par  un 
point  qui  se  meut,  d’une  manière  déterinîiice,  on  jieut  la  cou-, 
sidère/ comme  engendrée  par  l’iitterscction  continuelle  de  deui^ 
lignés  (droites  ou  courbes)  données,  mais  variables  dans  leurs 
. positions  ou  leurs  formes,,  suivaiit'unc  loi  connue.  On  prendra 
ces  génératrices  dans  l’une  des  positions  convenables,  et  l’on 
aura  leurs  équ.,  telles  ejue  M ~o,  N=  o : de  plus,  le  chan- 
gement que  ces  deux  lignes  éprouvent  lient  à celui  de  deux 
constantes  qui  y entjreni  ^mais  sont  assujetties,  dans  leurs  va.* 
nations,  à une  condition  donnée' J*=o.  En  faisant  de  nou- 
veau leraispuneiiient  cUdessus,  on  prouvera  que,  si  l’on  élimine 
ces  deux  constantes  etitre  ces  trois  équ.,  on  aura  pour  résultât. 

" l’é^qu.  de  là  courbe  engendrée^ 

S’il  y'  avSii  trois'  constantes' variables,  outre  P 3=o,  ou  de- 
vi'àit  avoir  une  auji^  équation  de  condition  Ç=o  ; il  fafliîVait 
fëlimiuer'cês  troisxouslan  les  entre  les  quatre  éeju.  A’àfco, 

>Ç=.o.  Et  ainsi  deiiuTte,.  . . , dç  manière  à avoir  tou- 
juots  une.  équ . dé  plus  qu^i}^#,Vy  a de  quantités  à éliminer. 

. ‘ ^’il  V. avait  mohiS  d’équ..''qu’Tl  ii^èn  faut,  l’équ.  finale  seraiîln-  •' 

r . ■ • ■ {o<%  celle  ne  la  courbe  cliercltse;  mais  il  y aurait  un  ou  plusieurs 
. pàrarnflres  vaiigblés  ; le  problème  serait  indéterminé,  et  l’ofi  y 

sa|îsféiait  par  uHréiEérie'dc  courbes.  Lorsqu’il  y a autaiif  d’^qu. 
’quèirld constantes,  il  en  résulte  des  valeurs  de  x ctj  en  nombre 
y..' fini  ^pn  n’a  plus  que  divere  points;  et  s’il  y a plus  J'équ.  en- 
core, le  problème  est  absur.de.  Tout» ceci  sera  éclairci  par  des 
exemples.  , ^ * 

111.  Étant  dotfbées  les  <k,oites  DJ\',  7>x  ayo)  et  un  point 
fixe  sur  l’une,  cherchons  la  courbe  dont  chaque  çoint  M est 
tel,  que  la  distance  !fIA  est  égale  à la  perpend.  PN  sut  Dx'.- 
Coti^cevons  cétlè  courbe  cpmnie  engendrée  par  l’intersection  con- 
tinuelle d’une  droite  Jiiobilé  /^IV,  perpend.  à Dx,  par  un  cercle 
/t'E,  dont'  le' contre  est  fix«  en  .<^  ; le  rayon  ét  la  di  oite  variant 
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d’ailleurs,* de  sorte  4'ue  la  çondliion  donnée  AM  ==  PN  aoït 
toujwus  iciAplie. 

L’orrginèétanteh-<rf,  AM-=m,  AP~fi,  AD^p,  <=tang  iVD^; 
l(rti  t^u.  dUjCercle  LIi  et  de  la  droite  P K sont  «’i 

.r-+J^±=<e*,  •(!). 

L’equation  de  la  droite  DN,- qui  passe  eu  D ( — J>,à),  Èst 
jr—  t (x+p)\  l’équation  de  condition  devient 

• = / {/S  -J-yj).  Lorsque  l’on  fait  varier  la  droite  et  le  cercle, 

« et  ;3  changent  seuls;  il  faut  donc  les  éliminer  à l’aide  des 
équ.  (i),  ce  qui  donne 

y'  — 2l'px  — Pp‘  = O. 

1°.  Si  t=i,  l’angle  donné ==*45®,  et  l’équ.  dévient 
y"‘=2px  -f-  ;>®,  qui  esf'celle  d’une  parabole  F"  S,  dont  l’origine 
est  au  foyer  A,  le  sommet  en  S,  lAS  -^AF  •=]). 

2“.  Si  t < 1 , l’angle  NDA^eat  45“  > o»  a une  ellipse  dônt  • 
> Je  centre  C et  les  axes  a et' é sont  tels  , qui 


; 


% 


f. 

iü 


AB- 


pi' 


.1  — t»’ 

À*. 


r’  - ^ \/{x.— P)  . 

X.-  . *-■'  -ïC:; 

r ' Si  est  parallèle  à DA,, 'on  a û.n'«:rrciK  , ce  qui  résulté? aussi.,  ' 

J ’ de  ce  que,  par  la  génération^  est  constant,  - r f 

%: 


i 


3“.  KnGii,  si  t > i,  oa  EDA,  changé  eu  IDA,'^  45;®,  on’  a.  ^ 


' ^ une  hyperbole. 


' ‘ Cette  propriété  pourrait  donner  un  moye^n’facile.‘ de  tracer' 


m 


lios  trois  courbes  ; elles  touchent  toutes  la  droite  donnée  D£, 
DE'  J ....  eu  sou  point  dè  'section  avec  ^Æj^u® 

IV.  Imaginons  que  la  ligne  AD  (fig.  271  d’une  longueur 
donnée  se  meuve  dans  l’angle  BÇA , de  manière  que  ses  ex- 
trémités A et  B restent  toujours  sur  les  côtés  de  cet  .lugle  ; 
trouver  la  conr^  décrite  par  un  point  4/<jonné  sur  cette  ligne 
ABl  Soieut  6=  AM,  a ■ - MB,  AC,  CB  lt|s  axes  coordonnés 
quelconques, ^ttf  le  cosinus  de  l’angle  67»  qu'ds  foi  ment  entré 


y»..  , eux;  là  courbe  jieiit  être  cOnsultérée  coiDme  produite  par  la  sec- 

^ - •'*  tioii  coiWinuellé'des  deu^i  jltoî^csi  mobiles  iï/»’ /'djf,  dont  les  ' 
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équ.  sont  = ^—y,  il’ou  PM=.»y-^p,  CP — y. 

Il  s’agit  de  trouver  l’e'qu.  de  condition  entre  »,  /2  et  y.pt,  le 

triangle* PAffl  donne  (Z?,  n“  355)',  en  faisant  PB  = z, 

a’  = z*  + ZW’: — ‘xcz.PM-,  d’aiUeurs  les  parallèles  AC,  PM 

donnent  bzs=  ayi  CP  : donc  on  a * 

- ■’  . * * ^ 

‘ bz  — ay,  a'zi=z' (tty-\-^y  — 2cz(ay  + ^.)  • . 

* . . . • w 4., 

Il  ri'Sie  à éliminer  z,  »,  ^ et  y.  Mettons^  pour  +iS  , nous,* 

aurons  bz—ax,  à‘-=z^-\-j'  — 2cj-z;  enfin,  chassant  z,. 

a'‘b'‘ z=  -h  a^x^  — aabcxj' est  l’e'qu.  demandée,  qui  appar- 

. lient  à une  ellipse  ( n°  454)  dont  C est  le  centre. 

^ Lorsque  l’angle  ACÜ  est  droit,  tout  le  calcul  se  simplifie 

* beaucoup:  on  a l’équ.  -f- a’x’  = a’A’,  qui  est  celle  de 
l’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes  2a,  2b.  Il  en  ré- 

. suite  un  nouveau  moyen  très  facile  de  tracer  une  ellipse.  Après  ' 
avoir  décrit  deux  lignes  indéfinies  Çx,  Cx,  à angle  droit , on 
portera,  sur  une  règle'Æ/'/î,  t^és  par  tics,  égales ’aux  demi-axes 
AM^b,  DM— a,  puis  on  présentera  cette  règle  sur  l’angle 
droit  de  manière  que  les  points  *A  et  soient  sur  les 

, côtés  de  cet  angle.  Dains  cette  position,  et  toutes  celles  de  même- 
nature,  le  point  31  sera,  l’un  de  ceux  de  l’ellipse;  on  marquera*' 
' ces  divers  points,  et  l’on  tracera  la  courbe  qui  les  joint. 

• « Si  le  point  décrivant  est  situé  en  3/'  sur  le  prolongement  de 

fAB,la  même  analyse  conduit  au  même  résultat,  au  sigue  près 
du  terme-  — Ainsi , en  prenant  j5iW' = a,  AM'z±zh, 

y AD  est  la  différence  des  demi-axes,  au  lieu  d’en  être  la  somme, 
et  la  construction  demeure  la  même. 

V.  Si,  du  foyer d’une  ellipse  (fig.  a38),  on  abaisse  une  per- 
’ ' pendic.'sur  chaque  tangeitte,  quelle  est  la  courbe  qui  passe  par 
tous  lés  points  / de  rencontre ,^de  ces  tangentes^et  de  leurs  per- 

* 'pendiculaires?  est  l’équ.  de  la  tangente  au 

point  {x',x')  (n°  4oS)-  La  droite,  qui  passe  par  le-;^foyer 

(- 

,à 

"b 

a'xx'  + b*xx'  = a’ô''' , ô’àr'jr ^ aX'  {x  4-  «)• 


•-  >' 
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* Lorsque  le  point  de  tangence  varie,  ces  lignes  changent  de 
position  avec  x'  et  y'  ^ l’équ.  de  condition  est  celle  qui  exprime 
que  ce  point  est  sur  l’ellipse,  -j- = a’A*.  Il  reste  à 
éliminer  x'  et  y entre  nos  trois' équ.  On  tire  des  1'**  x'  et  y 
et  l’on  substitue  dans  la  3'  ; on  trouve 

h'y'  a*  (a:  + O*  -f-  x (ar  + «)  ]’l 

H*  • - . « 

« 

En  dévèloppant,  on  a ■ *•  •/ 

+.T*  [ (x  + •)  — ,^‘  ] + (^  + •y'(x'—a^)  = 0; 

or,'  — =«■*  — a*  ( n°  386  ) ; le  second  terme  devient  donc 

J"*  [(•*  + “)*  + ar’  — fl*  ] ; sorte  qu’en  réunissant  les  termes 
affectés  de  x*  — n‘ , ou  a 

(x’  + a:’  — p’)  [y^  + (ar  -f-  “)’  ] = »• 

Le  second  facteur  est  visiblement  étranger  à la  question , puis- 
<|u’il  donne  le  foyer,;  l’autre  donne  /é  cercle  circonscrit  à 
l’ellipse  ; c’est  la  courbe  cherchée. 

I*.  b n’entrant  pas  ici,  le  cercle  inscrit  dans  l'hyperbole  ré- 
sout la  question  proposée  pour  cette  courbe  (n“  ^7). 

2°.  Ce  cercle  est  commun  à toutes  les  ellipses  décrites  sur  le 
grand  axe,  et  même  au  cercle  qui  se  reproduit  ainsi  lui-même. 

3®.  Comme  J"’  -f-a:'*  = a*  est  indépendant  de  «,•  on  trouve,  le 
même  cercle  en  opérant  sur  l’un,  et  l’autre  foyer. 

yi.  Pour  résoudre  le  même  problème  pour  la  parabole 
( fig.  234  ),  on  verra  aisément  qu’il  faut  éliminer  x e\.y  entre 

X^'  — P py  = —y  (x  — \p),  y ,q=  2/Jx'. 

Il  vient  o = ( — 2x7^“  -f-aa:* — px)  {p  — 2x),  ou  en  réduisant, 
X (ax — /;)*3  = o.  Le  -2*  facteur  donne  le  foyer;  il 

faut  le  supprimai' : le  i",  x=p,  donne  l’axe  des^  ; c’est  le  lieu 
des  pieds  des  perpend.  ( f,  hg.  234,  p.  4a6). 

VII.  La  parabole  NAK\  ftg.  272)  étant  donnée,  trouver  le 
lieu  de  tous  les  points  M,  tels  qu’en  menant  les  deux  tangentes 
NM  et  KM,  l’anglè  qu’elle  formeront  soit  toujours  égal  à un 
angle  donné  M.  - • - 


■H' 


4Q0  PilOliLKMtS 

L«s  tang.  A la'paiabole  aux  |>oinls  (x',y),  (x" , j-" ) , 'ont 
pour  équ.  (il"  4«i|)  üg.  372, 

J^y  ^ + -r'  ) jy"  = //  Xx  + x") . 

I/aiigle  que  forment  entre  elle*^ces  droites  (n"  870), 


P (y’  — y'  ) 

apourtang,  ^ . Lorsqu^ou  change  les  points  K ctÿ  . 

•/  * P 


de  contact,  cet  angle  doit  rester  le  même  ; / est  constant  ; iuai^ 
x"ry J x" , y,,  varient  ; il  faut  les  éliminer,  et  l’on  a ponr  cela,  • 
outre  les  trois  équations  précé(kutes,y"=:2/>x',j''*  = 2/;x". 
x'  et  x"  tirées  de  celles-ci,  changent  les  deux  premières  en^ 

y*  — -ijy  + 2/>x  = O , 2jy  + apx  = O. 


Ainsi,  des  deux  ^racines  de  la  i’’*  de  ces  équ.,  l’ime  est_y',  èt 


V — » 

l’autre  r";  donc  yV'  ==,2»x,  d’où  <=■  - — ■ : de  plus 

• ^ 2X  -f-  /I  ^ 


:fer. 


’0,-- 


y ~y±.\/  (y — 2px)donney‘ — y' z 
l’équ.  cherchée  est 


:2  fois  le  radical  ; ainsi. 


y‘  — i'‘x'  — /IX  (2  -J-  i‘)  — 4 /’/j*  =307- • , 

c’est  celle  d’une  hyperbole;  et  comme  t'n’entre  qu’au  carré; 
^ l’iiue  des  hranches  est  décrite  parle  sommet  M'  de  l’angle  oh-, 
«Æ-ttus  et  l’autre  paf  celui  M de  son  supplément  NMK. 

On  ti-ouvera  aisément  le  centre  C et  lès  axes  de  la  courbe. 

'*  Si  l’angle  donné  M était  droit,  ou  t=  00,  ou  aurait  (n"  3^^ 

. 2X  -f- /v=o;  en  sorte  que  si  de  chaque  point  de  la  directrice 
^ 011  mène  deux  tangentes  à la  yiaraboie,  elles  font  toujours  entre 


I 


elles,  un  angle  droit. 
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VIll.  llarrivesouventque  réqu.-même  de  la  courbe  est  don--’ 
née,  ou  presque  exprimée  dans  sa  deTinitiop,  plutôt  que  par  sa  - J 
t ' génération.:  ceci  mérite  à peine  dé  ntms  arrêter.  En  voici  un 

exemple  : Quelle  est  la  courbe  dont  chaque  ordonnée  est  13»;^  ® 

moyenne  proportionnelle  entreS^elles  de  deux  droites  don-  " 
nées,  correspondant  à la  même  abscissf?  Il  est  clair  que 
y =;  ax-f-  6,y  zzz  a'x  -p-  ô'  étant  les  équ.  des  droites  données, 
relie  de  la  cfturbe  est 


y ),v  ou  'y — aa'x' — .x{p  [>tj-ab')z=hft‘. 
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1*  Si  L’uuc  «les  dioiles  est'  puiallcle  aux  «c;  «'  = o «loiiiie 


y>i 


^ A’ 


f.N 

<«i 


1 r 
•/ 


X 


ab'k -h  , qui  appariieql  à une  parabole  qu’on  ile- 
crira  afséiuent.  Quand  <j  çi'o.'j'’*  = W’ donne  deux  droites 
parallèles,  une  droite  ou  rien,  suivant  les  (grandeurs  cl  les  signes 
de  b et  b'.  Loiiqu’on  lait  abstraction  du  signe  des  ordonnées  des 
droites,  outre  notre  parabole,  on  en  a”ençore ''une  deuxième 
égale  et  opposée,  et  qui  a tnême  sonuuet; 

2“.  Si  a et  a'  sont  de  signes  contraires,  oii  a une  ellipse  ; 
lorsque  aa'  i , les  lignes  données ^sont  pçrpend.,  et  l’on  a 
un  cercle  ( on  a aussi  un  point  ,•  ou  rien). 

3®.  Enfin,  si  net  a sont  de  même  signe,  on  a:  une,  byjier- 
bôle  : quand  azi^-cî , l’une  des  asymptotes  est  parallèle  aux 
^ droites  données,  d’où  l’on  peut  concilie  l’autre  (n“  45o  et 
On  peut  aussi  avoir  deux  droites  qui  se  croisent. 

, Dans  ces  deux'  derniers  cas^  en  faisant  abstraction  des  signes^ 
des  ordonnées,  on  a à la  fois  l’ellipse  et  l’iiyperbole  décrites 
' sur  les  mêmes  axes,  coiunie  fig.  24? • 

On  pourrait  varier  beaucoup  ces  problèmes.  M.  Puissant  en 
a utis  plusieurs  dans  son  Recueil  de  diverses  propositions  de 
Géométrie.  En  voici  quelquesuiutres  : 

IX . Deux  angles  de  45®,  RyiC , BDC  ( a'ja  ) étant  donnes  , 
dp  position,  les  faire, tourner  autour  de  leüts  spmmpts  fixes  jd' 

’ ' cf  2^,  de  sorte  que  deUf  côtés  fl/)  se  coupqnt  toujours  sur  ‘ 

BE  parallèle  à AD.  Quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  pqii/UVÇV 

* d’intersection  des  deux  autjj^s  côtés  AÇt  DCi 

,On  peut  prendre  les  angles  mobiles  quelconques,  alnsî^quc  4 . 

* la  droite  BE.'  ' ^ 

X.  Soit  un  point  M ( lig.  274  ) ^*'1  > 'que  ses  distances  AM , 
BMf  à deux  points  fixes  A et  fl,  .soient  entre  elles  dpns  un 
rapport  donné ;■  quelle  eét  |a  courbe  dov.t  tous  les  points  jouis- 
sent de  ^ette.ptopriété? 

Tiii  (juel  lieu  de  celle  courbe  AM  sera-t-elle  tangente?  bo.ni- 
luent  déterminer  le  point  Af,  tels  que  les  distances  MA,  MB , * 
MD  à trois  |M>ints  fixes  A,  B et  D aient  entre  clles  des  rapports 
connus?  « 
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XI.  Un  cercle  et  une  droite  étant  donnés,  trouver  le  lieu  * 
de  tous  les  centres  des  cercles  tangens  à l’un  et  à l’autre. 

I,e  même  problème  pour  deux  cefcles  donnés. 

XII.  Les  côtés  d’un  angle  droit  glissent  sur  une  ellipse  ou 

une  hyperbole,  à laquelle  ils  denreurent  sans  cesse  tangens;  > ' 
quelle  est  la  co'urbe  décrite  par  le  sommet  (fig.  ) ?‘  ' 

On  peut'prendre  aussi  l’angle  quelconque,  comme  au  pro-  « 
blèide  VII.  • 

XIII.  Deux  droites  AF,  CD  (fig.  220)  tournent  autour  des  ’ 
extrémités  et  C de  la  l>ase  d’un  triangle  donné  ABC\  trouver  • 

le  lieu  BE  de  tous  leurs  points  G d’intersection,  en  suppo-*  . 
sant  que  D ti  F sont,  dans  leur  mouvement,  à la  même  dis-v.. 
tance  de  la  base  ( 11®  376,  VIII.  ) ' ' S 

( 

Problèmes  qui  passent  le  second  degré.  ’< 

*■  _•  .V-  ■ • J.  ■ ^ ‘>f  * •’  . »/  r • 

463. 'Nous  avons  construit,  page  35o,  les  racines  des  équ.  ^ ^ 
du  2'  degré.  L’exemple  suivant  montre  ce  qu’il  faut  faire  lors- 
qu’on est  conduit  par  la  résolution  d’un  problème  déterminé 
à une  équ.  où  l’inconnue  est  élevée  au-delà  du  2'  degré.  Soit  o 

•P  • - % 

art  — pqx’‘ p'^rx p^m'‘ ^ O. 

«I** 

Si  l’on  fait  -ar’  r=  pj,  on  a 7’  — 37  -f-  rr  -f-  m*  = o ; la  propo-  ^ 
sée  provenant  de  l’élimination  de 7*  entre  celles-ci,  si  l’on 
construit  les  sections  coniques  qui  s’y  rapportent,  les  abscisses  ^ 
des  points  d’intersection  seront  les  racines  cherchées  : ce  sont  , 
ici  deux  paraboles.  La  proposée  aura  ses  quatre  racines  réelles, 
quand  les  deux  courbes  sé' couperont  en  quatre  points:  il  n’y  ‘ 
aura  que  deux  points  d’intersection  s’il  n’y  a que  deux  racines 
réelles  : elles  seront  toutes  quatre  imaginaires,  s’il  n’y  a aucun  . 
point  commun  entre  les  courbes.  Au  cas  qu'il  y eût  quelques 
• racines  égales,  les  deux  courbes  se  toucheraient,  \ ^ 

!V|ais  comme  l’une  des  deux  courbes  est  arbitraire,  il  convient 
toujours  de  préférer  le  cercle  comme  plus  aisé  à décrire.  Après' 
avoir  tracé  les  deux  axes  rectangulaires  Ax,  Aj  ( fig..  275  ),  on  .* 
"décrira  l’hyperbole  .xyx=pm  entre  ses  asymptotes  ; éliminant  * 
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pin',  la  proposée  devient  l’équ.  d’un  cercle  facile  à décrire, 


rn  t 


Prenez  AC  = du  centre  C,  avec  le  rayon  ^ 

■v  **  » * • 

tracez  un  cercle  ; l’hyperbole  sera  coupée  en  des  poiuts  M,  M', 

N,  N , dont  les  abscisses  AP,  AP',  AQ,  AQ',  seront  les  [\  ra- 
cines X cherchées;  deux  sont  positives  dans  la  hg.,  les  deux 

. •'  I,  • • • • II-  * 

autres  négatives.  11  pourrait  ny  avoir  aucun  point  d inter- 
section, ou  seulement  deux.  ' , • ^ 

De  même,  pour  x^~p^x^ -^p'‘qx  + p*r=  o,  on  prendra 
d’où^’  + yar-f  pr=^o;  ajoutant  x*  — PT=  o, 

iiviept^  ^ 

jr»  4-  X’  — -ipjr  + qx  + pr  =:  O , x'=pjr, 

' équi  d’un  cercle  et  d’une  parabole  ^faciles  "à  décrire.** 

* * . . 4 

Pour  x^±.  a*x — a'q  = o,  multipliez  par  x ; faites  x‘  —ay  ;■ 
d’où^*i;aj^ — qx  = o\  ajoutez  la  précédente,  il  vient  ^ 

j^’-f-x“  = ÿx,  ou  x^=z-iajr qx, 

suivant  que  la  proposée  contient  -|-a*  ou — à*.  On  construit  le 
cercle  que  cette  équ.  représente  ; les  abscisses  des  points  com- 
muns avec  la  parabole^  x'=xajr,  sont  les  racines  cherchéès  ; 
.r=  o répond  à la  racine  introduite. 

Pour  — 3a*ar  ='2a*,  le  même  calcül  donne  * * 

' , 'x’=q7',  jr^ x'‘  = ^ajr ^ax. 

• • 

. Soit  décrite  la  parabole  MA  (fig.  27Ç,)  dont  le  paramètre  est  a, 
et  le  cercle  CAM,  dont  le  centre  est  C {a,  ia  ),  et  le  rayon 
AC-=.a^5-,  le  poinlA/ d’intersection  a pour  abscisse x = 
c’est  la  seule  racine  réelle.  • *,  « . . 

♦ / 3 ■ 

On  peut,  par  cette  copstruction,  obtenir  la  valeur  de 
ïitant’  données  deux'droites  a et  b,  tébiiver  entre  elles  deux 
moyennes  proportionnelles  x et  fr  « ‘ x y ‘.b.  Puisque 
,x*  = ay,  y^  = bx\  en  construisant  deux  paraboles,  dont  a et  b ^ 

soient  les  paramèlres , qui  aient  l’origine  pour  Sommet  coin 

, « 

• Or  , ^ 4 ' * 
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mun , et  dont  les^xes  l'cspcciifs  soient  ceux  des  'T^et'des  x"-,  du 
aura,  pour  abscisse !t  et  l’ordonn'ée  j-  de^eur  point  2onitnun,^ 
les'ligdes  demandw.  , • " , 

Mois  les  constructions  .sont  plus  simple^,  en  èniployant  le 
cercle  au  licu^de  l’une  des  deux  paraboles. 'Ajoutons  nos  equ., 
il  vient  a:*  + . A.r=o, et  l’on  retombe  sur  la  üg.2^,,.„* 

où  BC=.^a,'AB-=z^b.  ^ 

Lorsque  b =5;  20,  on  a çe"  qui  résout  le  célèbre 

problème  de  la-  duplication-^  du  cube.  Si  l’on  fait  ^ = — -.-a., 

• . ^ . J 

coiniue  on  aa:)  = — al  : on  peut  donc  aussi  foriner  un  cube  x*, 

qui  soit  à un  cube  donné  n’ , ;;  m * n.  ^ ' 

En  général,  ces  constructions  peuvent  être  varié<lfee*bieu 
des  manières;  car,  puisqu’elles  dépendent  de  deux  cqqtbes  dont  ' J 
on  a les  équ.,  en  multipliant  ces  équ.  par  des  indéteitninép  et,^  ^ 
J les  ajoutant;  on  obtient  diiFércntes  courbes  propres  à la  réso-  '’-J'Jç 
luliou  .du  problème. 

' ilpeutarriverqu’une qiiestibnprpposéecomine 

déterjpainée  ne  le^-soif'pasfvty'.  n®  376,  II),  ou  même'qu’on 
puisse  en  faciliter  la  solution , lorsqu’elle  est  déterminée  ,.en.la 
V.  faisant  dépendre  d’une  autre  question  quiue  le  soit  paS.  L’ana- 
lyse indique  d’elle-inême  ces  modifications;  c'est  ce  qui  va  être 
éclairci  çar  les  questions  suivantes)^ 

I.  Étant  données  deux  poiiiU  yf -et  ^i(fig-  277  j.pjbouver  un 
3' point  A/,  tel  , ql^en  menant  AM  et  A/^,T’angle^A/y/i?  soit 
la  moitié  de  MBA.  Faisgns  AB-=zm\  lea  équ.  de  AM,  m)s 
sont  J = ax,  j^z=  — a'  (<r— ’m),  l’ori^uè  étant  en  : or  , . 

Ajet  a'  sont  deAlang.  d’angles  doubles  l’iiri'  dc^  l’aiitre  ; donc. . . 

• â'.v=— 359)>^liinid8ns  a et  a'  entre  ces  trois  équ.. 

< t faisons  abstraction^de  =0,  qui  b’appixmbrien^il  rie^t 
r'  — 3x‘+amx  = o.  • 

O »• 

Un  voit  que  la  question  estlndéterlninée , et  qu'on  y satisfait;' 
en  prenant  potir  A/ chaque  point  del’hypcrbolcque  nous  allons 
. Ai  ■ . *0  * 
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loustr'uirtf.  Fàbons  CU  = ‘^m-=z^AbifJ  s^iji  le  cenlre, 
et  D Ips  soininetË  ; asymptote»  CG,  C//^iU1ivec  AH  un 
nngle  égal  aux  deux  tiers  d’un  droit,  \/3  etfélÊant  Ik  taegente 
(11“  35a);  cette  courbe  .W£tsera  celle  dont  îf  s’agft.  •*’ 

Si  l'9n_veut  partager  un  arc  de  ceixle’^Zi^  ou  un  angle  AK'B, 
en  trois  parlies'égales^oii’prendra  le  tiej^s  AC  de'sa  corde  AB^ 
construisant  l’hyperbole  ci-dessus , l’intersection  avec  l’arc 
donnera  (n®3 1:^  le  tiers  EB  de  l’arc,  ou  le  ïïers  EKJiAe  l’angle. 

Pour  résoudté  le  problâue  de  la  ^trisection  d^çnigle,  nous' 
l’dvohs  d’abord  présente  sous  une  forme  indéterminée,  et  uiênie 
plus  générale  , puisque,  nous  .aurions  pu  de  lUj^ic  trouvel'  le 
point  d’uu  arc  d’ellipSf  /<£Z?,  ou.de  toute  autre  çourbe , qui 
remplit  une.condition  analogue."'' '■  i .*  „ 

II.  Mener  unedroijeÛZ)',  ^78)»  de  manière 

qitel.a  somhmdé^perpend.  MD,M' Tfj  àbai^sées  de  deux  points 
^ aoniies  -V/ét  M'-,  soit  égale  à une  longueur  éonnue=  m.  II  s’a- 
' *^;,ii  tle  délétininer  a et  A par  la  conation  MD  -4-  M'D'  = m. 

La  distance  du'  point  M far' , jr')  à cette  bgnë  ( n“  3*74j 

~~9~  * raisonnant  de  même  pour  M'  (x",  r"),  on  a 

{dr’  -^y  + b).^(ax^—jr“  ù )=  m {/(l+a^p.  . ; (i).- 

Cette  équ.  ne  pouvant  faire  connaître  que’a  ouï < de  problème  ^ 
I est  indéterminé  : si  l’on  inetrj:i — ax  pour  b dans  (ij,  ou  a -- 

\r  — l(y  + r’).  = “ + 

c’est  l’équ.  de  la  droite  clierchée.  Transportons  l’origine  atînil- 
lieu  do.  MM',  en  C [ -j  (x'  -}-  x"),  .7''’^)]»  ^ 

, 0;==  fl + ï "»!/(« v2)- 

’ t,  ‘ 

La  direction  de  la' droite  est  restée  arbitraiiY^seulemertt  ôn 
• voit  que  lorsqu’on  a choisi  a à volonté, i’ordonnée  à l’origiiie  ' 
est  1 m ^(1  4-a*)r  ainsi  (n®  374)  la  distance  FC=Î  m,  ce*' 
<]^tü  fournit  cette  lonstructiorwDu  centre 'C-îj[es  moyennes  disi-' 
tjinces  aux^axes,  on  décriratun  cercle  avec  le  rayon  ^ rn  : toute 
tangente  à ce  cercle  satisfera  seule  àlatondition  exigée.  C’est 
. ce  que  rend  évidente  la  propriété  connue  Ho  ifapèze  MDD'M'  * 
(ii“  319,  4®.). 


' ‘:»V  • • 
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Si  l’on  eût  donne'  trois  points,  il,  aurait  suRi  d’ajouter 
ax” — jr*+ia\i  i"  membre  de  (i):  en  général  pour  n points, 


J 


il  faudrait  remplacer  m dans  (2)  par  —,  Donc  la  somme  des 


perpendiculaires  menées  de  n points  sur  la  droite  DD'  est  = m, 
quand  DD'  est  tangent  au  cercle  FC,  décrit  du  centre  des 
moyennes  distances  avec  un  rayon  FC  = Ia  W partie  de  m. 

III.  Étant  données  deux  droites  AP,  y/Z)(6g.  ayg),  cher- 
chons un  point  d/,*^lel  que;  les  perpend.  MP ,MD  soient  entre 
elles  dans  un  rapport  donné  ~ n:  m.  Prenons  AP  pour  axe 
des  X,  A pour  origine;  AP  = xf,  PM=j'  \ enfin  = ax 


f 

r 

! 


pour  l’équ.  dc.i^D.La  perp.(n°374)^P=  ^ ~ 


condition  ; d'où 


f» 


-jr  = 


anx 


n — m^ ( I -f- 


par 


Donc,  tous  les  points  d’une  droite  AM  passant  en  A,  satisfont  '' 
à la  question.  Prenons  des  parties  AC=.m,  AB=n  &mx  les 
perpend.  aux  droites 'données , et  menons  des  parallèles 
CM,  à ces  droites  ; M sera  l’un  des  points  de  la  ligne  cherchéé, 
puisqu’il  satisfait  A la  condition  : cette  ligne  est  donc  AM. 

,Si  l’on  voulait  obtenir  sur  la  courbe  MN  les  points  M et  N, 
qui  jouissent  de  la  propriété  asfignée , il  faudrait  construire  la  / 
droite*  AM ,'et  prendre  scs  points  d’intersection  MetN avec  la 
courbe.  * *■*  ♦ 

Le  point  M pourra  Être .^sitné  au-dessous  de  AD\  alors 
y'(i,  -f-  a’)  ayant  un  signé  c^^aire,  il  faudra  prehdrè,,4C'=iw 
‘onjiens 'opposé  àeAC,  et  la' section  de  Æil/avec’tjf#. 

■ IV.  D’un  point  K (fig.  2&0)  menons  deux  tang.  KM,  KN  â 
Êl’ellipse  donnée  QMN,  et  la  corde  dfiVqui  j'oiàt  les  points  dq 
contact.  Si  l’on  fait  parcourir  au  point  A'rune  droite  quel- 
conque AB  donnée,  les  points  M,  N varieront  ainsi  que  Mîf; 
on  demande  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  intersections  successives 
■ de  ces  cordes  MN.  ■>  « * » . 

Menons,  par  le  centre  6^  CD  parallèle  à , et  Cy^  diamètre 
• i 
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conjugué  (le  ; prenons  ces  ^giiès^MâSllt^  En. parlant  de 
l’équ.  de  la  lang.  à l’ellipse,  et  exprimant  qu’elle-jjlUe  par  un 
point  donné  K {»,  fi),  on  a prouvé  (4i3)  qu’il  y a délft^  tang., 
et  que  la  corde  MN,  qui  joint  les  points  de  contact,  a pour 
éqn.  + b^a.x=a'‘b'^.  Si  l’on  place  le  point  K en  B , l’équ. 
de  la  nouvelle  corde  mnsera  la  même  en  changeant  jS  en  /2'.  Le 
point  de  secj;wil  de  ces  cordes  sB  trouve  en  éliminant  a:  et 
entre  leurs  équations.  En  les  retranchant,  il  vienta’j^(/3 — ^')=o, 
ou^==o.  11  est  donc  prouvé  que  le  point  de  section  est  sur 
l’axedesxjetcela,  quels  quesoient/3,/3';  d’oùrésulte  que  toutes 
ces  cordes  se  coupent  en  un  seul  point.  La  même  propriété  a 
lieu  pour  l’hyperbole  et  la  parabole  {vq/.  n®‘  407,  4i3). 

Lès  principes  e.xposc's  précédemment  suffisent  quelquefois 
pour  discuter  les  équ.  de  degrés  supérieurs  en  x et  y.  Par  ex. 

— b)x'+abx=o, 

d’où  J-  — db  l/a:  ( a:  — a)  (a:  + i)  ; ' , 

la  courbe  (fig.  288)  est  symétrique  des  deux  ct)tés  de  1 axe 
des  J",  qu’elle  coupe  aux  trois  points  C et  B,  pour  lesquels 
X = 0,  a et  — b.  On  ne  peut  prendre  a:  positife^a;  mais  a:  peut 
croître  indéhniment  au-delà  ; ainsi  la  courbe  s’ouvre  à l’ii.lin  [ 
et  ne  s’étend  pas  entre  A et  C.  Dans  le  sens  des  x négatifs,  elle 
forme  \me  feuille  entre  J et  B,  et  ne  dépasse  pas  B. 

Si  a = o,  ^==±x  i/(x-)-ù),  l’espace est  nul,  et  la  dou- 
ble branche  infinie  a son  point  C soudé  en  A.  Si  b = o,. . . 
y—-±.x\/{x — d),  la  feuille  AB  se  réduit  à un  point  isolé 
de  la  branche  infinie  CM.  » . 

Soit  encore  l’équ.  j-’ — 1,  d’où  j = ± 

^ ; la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux 

y 

X et  aux  y,  et  si  l’on  plie  la  fig.  selon  l’un  ou  l’autre  de  ces 
axes,  les  parties  coïncident;  x est<^i , et  commex=  rti  donne 
j-=oo,  deux  parallèles  aux  J menées  des  deux  côtés  de  cet  axe 
à la  distance  i,sontasymptotesde  la  courbe  qui  est  entièrement 
renfermée  entre  elles.  Enfin  i ; ainsi  la  courbe  est  coin- 

TI.'  32 


. * '■  * * ' ■ 

‘ ' analyse  géométrique. 

posée  de  deux  branches  infinies  et  opposées , séparées  par  un 
intervalle,  comme  dans  la  fig.  263,  excepté  qu’elles  sont  reu-' 
fermées  entre'deux  parallèles  aux_y , et  i . 

Enfin  l’équ.  xy"  + ~ ° ’ 

équivaut  à 

en  égalajat  chaque  facteur  séparément  à zéro,  on  trouve  que  la 
courbe  est  formée  du  sjstème  d’un  cercle  BCP  (fig.  233)  dont  le 
ravon  est  i et  le  centre  à l’origine  C • et  d’une  parabole  MJ M'. 
Les  choses  se  passent  ici  comme  n°  460 , 3" . ■ 4 

J?e  quelques  autres  Courbes. 


466.  Loïsqu’ondonne  divers  points  F,  Ç,M, Z. . .(fig.  11 1), 
il  y a une  infinité  de  courbes  qui  les  unissent  ; cependan  t,  parmi 
celles  qu’on  peu!;  chçisir,  il  en  est  une  qu’on  préfère  T comme 
étant  plus  simple  que  les  autres;  c’est  celle  dont  l’équation  est 

Bx-4-  Cx’+  etc.,  et  qu’on  nomme  Parabole,  par  ana-  _ 
logie  avec  la  courbe  que  nous  connaissons  sous  ce  nom.  Après 
avoir  tracé  deux  axes  Ax,  Ay,  et  marqué  les  coordonnées 
^D,DF.AC,CG. . . . des  points  connus,  on  comprendra  dans 
l’équ.  autant  de  termes  qu’il  y a de  ces  points,  et  il  s’agira  d’en- 
déterminer  les  coefficiens  ^ pardes^conditions  don- 

nées, savoir,  que  x = AD  = m donne j-  = Z?F=a;  d’où 
ar=A  + Bm-\-Cie+. . , .;  2“.  de  même  x — fi,  donne 
l,—A-\-Bfi  + C/2’4- . et  ainsi  des  auUes  points.  Il  fau- 
dra ensuite  éliminer  les  inconnues  A,B,C. . . , afin  d’en  ob-i 

tenir  les  valeursN  » 

Le  calcul  peut  être  présenté  d’une  manière  simple  et  géné- 
rale; car,  puisque  x =•  doit  donner^  = a,  la  valeur  de  y 
est  de  la  forme  de  j^==^a  -h  K yAelK  étant  composés  de  ma- 
nièreque  *==«  rende  ^=ii;  et  A=o  : ainsi  (n“  5oo), 

K = {x—<t)  K'.  De  plus,  quand  x=/8,  on  aj-  = A;  donc  on 
a en  général F6 -J- F,  £ étant  = (x— /3)  L\  de  sorto 
que,  pour  allier  ces  deux  conditions, 

y = ^=^£'6  +(x-a)  (X-/3)  M'-, 

' »—fi  ' (6  — ce 


A. 


/ 
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A'  et  fi'  étant  = 1,  lorsqu’on  fait  respectivement  x=«,  ou  = /8. 
En  continuant  le  même  raisonnement , on  verra  que 

jrz=Aa  Bb  -\-Cc-^cix.,, 


equ. ou 


_ (x— /S)  {x  — y)  {x-i)... 

(rt  — /3)  (•  — >) 

Ax—a.)  (x—y)  (x— <^)... 


■ (/S  — .t)  (S— >)  (0-<T)...  ’ 

en  prenant  pour  chaque  coefficient  une  fraction  ayant  autant 
de  facteurs  moins  i,  qu’il  y a de  points  donnes. 

On  obtientainsiTêqu.  approchée  d’une  courbe  donnée,  mais 
tracée  au  hasard-,  il  suffit  d’y  distinguer  un  nombre  suffisant  de 
points , pris  surtout  aux  lieux  où  la  courbe  offre  des  sinuosités 
marquées,  et 'd’en  mesurer  les  coordonnées  a,  a,  $,  b,. . . 

, On  pourra  ainsi  trouver,  entre  des  points  îSolés  F,G,M,Z.., 

' d'autres  points  assujettis  à la  ménae  loi;  et  de  même,  entre 
plusieurs  quantités  liées  par  de  certains  rapports,  obtenir  une 
loi  qui  puisse  servir  à faire  connaître,  par  approximation,  quel- 
que circonstance  intermédiaire.  C’est  en  cela  que  consiste  la 
méthode  de  l’Interpolation,  dont  l’application  est  si  fréquente 

_ aux  phénomènes  naturels,  (^'qr.  n”’ 637  et  94 'j.jiS-t  J:  ■ 

Les  mêmes  raisonnemens  servent  à faire  passer  une  courbe 
. ‘ de  nature  connue  par  une  série  de  points  donnés  : l’équ.  de  . 
cette  courbe  ^doit  alors  renfermer  autant  de  constantes  arbi-i:-Jt 
traires "qu’il  y a de  ces  points,  sans  quoi  le  problème  serait 
absurde  ou  indéterminé.  Ainsi  l’équ.  la  plus  générale  du  cercle 
étant  — A)’4"(x  — on  ne  peut  exiger  que  cette 

courbe  passe  par  plus  de  trois  points  connus  («,  a) , {(i,  c), 

et  l’on  aurait,  pour  déterminer  les  constantes^,  h et  r,  les 
conditions 

* (a  — *)*+(«  — A)*=r*, 

(ù  — *)’+(, S— 

{c—  hy-^{y—hy=r*.  ' , : 

t ' ^ 

Si  le  rayon  r était. connu  , on  ne  pourrait  plus  se  donner  que 
deux  points,  et  ainsi  de  suittf. 
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£n  général  on  peut  faire  passer  une  section  conique  par 
cinq  points,  puisqu’il-y  a cinq  arbitraires  dans  l’équ.  générale 
du  2'  degré,  dégagée  du  coefficient  du  1*'  terme. 

467.  Quelle  est  la  courbe  Z) J/.  ÇE  (Gg.  281)  engendrée  par 

l’intersectioii  continuelle  de  la  ligne  BM,  qui  tourne  autour  de 
B,  et  d’un  cercle  ÆffîÇ,  dont  le  centre  C glisse  le  long  de  AC, 
de  manière  que  ce  centre  soit  toujours  sur  BM^  Prenons  Ax  et 
/l’ZZ.pour  axes.  Soient  ABz=b,  CM'=.ÀDr=.a,  le« 

écju.  du  cercle , et  de  la  droite  BM  qui  passe  en  B (o,  — b)  et 
C («e,  o),  sont  - 

— + — ujr=b{x—»y, 

éliminant  ce,  il  vient  {y-^by. 

t 

Telle  est  l’équ.  de  la  courbe  proposée’,  que  -Nicomède  a 
nommée  Conchoïde.  Il  suit  de  sa  génération  qu’elle  est  formée 
de  deux  branches,  Tune  au-dessus,  l’autre  en-dessous  de  Ax,  ■ 
étendues  à l’inGni,  et  dont  Ax  est  l’asymptote;  que  la  plus*" 
grande  largeur  est  en  DD',  lorsque  la  droite  mobile  5Af  est 
perpend.  à Ax.  Si  AB  est<^a,  ulors  il  y a en  D' un  nœud  ; ce  • 
nœud  s’évanouit,  et  nelaisse  qu’un  point  de  rebroussement, 
lorsque  AB  = a.  {Voj.  Gg.  282.)  ^ 

468.  Lif  cercle  AFB  (Gg.  288)  et  sa  lang.  BD  sont  Gxes;  la 

droite  AD  tourne  eu  A,  et  AM  est  toujours  pris  = ; quelle 

est  la  courbe  des  points  Ml  Elle  résulte  de  la  -section  conti- 
nuelle de  AD  ; par  un  2'  cercle,  dont  le  centre  !^t  en  A,  et 
dontf^rayon  R variable  est  sans  cesse  Les  de  nos 

deux  cercles,  l’origine  étani*,]^!'^,  sont  jr’ =\R%  . 

j"=:2n2r  — ar°  ; celle  de  ^Z>esrj’=  Ax;  A et  fl  Varient,  et 
Wnifk^AlM^^ED,  ou  AP=:ÉJS^r,  og.  trouve  (n"’  372,  354  ) 

kdÉÉ^^EB^.^;  fl  ccÿLp  ^ 


f donc’î^^^-^>^’)=2a/Z’;  c’éi|.l’équ.  de  condition.  . '.v, 

Élimwânt  R et  A,  à l’aide  de  .r“  -h- J"’  — ZPj  J"  — Ax,  on^a 
^^'qu.  cbercliée  . 

• r ^ 


• COKCHOÏDE,  ClSSqÏDE.  5oi 

11  résulte  de  cette  équ.  que,  i°.  x ne  peut  être  > 2a,  ni  néga- 
tif : ainsi  la  courbe  est  renfermée  entre  Âj^  et  BD  ; 2®.  elle  est 
■ • symétrique  de  part  et  d’autre  de  AB  ; 3®.  elle  passe  par  l’ori- 
, gine  ^ (où  elle  a un  rebroussement)  ; 4°-  ^ donnej‘=ita: 

les  points  H et  H',  où  la  courbe  coupe  la  circonf.  directrice, 
partagent  celle-ci  en  ses  quatre  quadrans;  5®.  x = 2a  donne 
j-  = oo:  est  asymptote.  Cette  courbe  est  nommée  Cissoïde 

de  Dioclès. 

46g.  1,3* courbe  05M  (lig  284),  dont  les  abscisses 
sont  les  logarithmes  des  ordonnées  correspondantes  EF, MP... 
est  nommée  Z!iOg-am/imiÿMe.'  son  équ.  est  x = logj‘,  ou_7'=a*', 
a étant  la  base  (n°  i45)-  Il  est  facile  devoir  que,  i“.  la  courbe 
n’a  qu’une  seule  branche,  qui  est  infinie  à droite  et  à gauche; 

2°.  l’ordonnée  AB  à l’origine  est=  i ; 3®.  soit  AE  = i =.AB, 
on  a EF—a-=.  la  base  ; 4°-  si  a est  i,  la  partie  BM  de  la 
courbe  qui  est  dans  là  région  des  x positifs  , s’écarte  sans  cesse 
de  Ax  (le  contraire  a lieu  lorsque  a < 1)  ; l’autre  partie  FO 
s’approche  de  Ç)Ax  est  l’asymptote.  5®.  Si  l’on  prend  des 
abscisses  successives  eu  progression  par  différence,  les  ordonnées 
correspondantes  formeront  une  progression  par  quotient.  < 

Les  diOereutes  espèces  de  logarithmiques  sont  distinguées 
entre  elles  par  la  base  a. 

470.  Formons  la  courbe  des  iinus  (fig.  289)  : l’équation  est 
j'  = sin  X.  Chaque  abscisse  a:  est  le  développement  d’un  arc  de 
cercle  dont  l’ordonnée  jr  est  le  sinus,  le  rayon,  étant  r.  Si  l’arc 
est  O,  Ter,  o.Ter...,  le  sinus  est  nul  : à partir  de  l’origine  A,  et  de 
.«'part  et  d’autre,  on  prend  AB  = DC=-  AB'  = .. . ~xr,  les 
points  ..^5  Z> , C' , C,  C' .. . sont  ceux  où  la  courbe  coupe  l’axe 
des  X.  L’arc  croissant  depuis  zéro  jusqu’à  -j  le  sinus 

croît  aussi  jusqu’à  EF-r-,  mais  x continuant  de  croître,  j' 
diminue  ; la  portion  AFB  de  courbe  est  symétrique  par  rap- 
port à FE.  Lorsque  x passe  AB  = Ter,  le  sirfus  devient  négatif; 
et  comme,il  reprend  les  mêmes  valeurs,  on  a une  autre  partie 
> de  courbe  BDC  égale  à la  première.  Le  cours  se  continue  ains  i 
i •\}’*''l'ni.  Ces  courbes  ne  diffèrent  entre  elle.s  que  par  le  rayon  1 . 

* *i 

- jt 
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471.  ün  point  M (fig.  285)  se  meut  le  long  de  CM,  en  inème 
temps  que  CÆf  tourne  en  C\  quand  ce  rayon  mobile  était  cou- 
ché sur  CA,  Mètait  en  A , et  l’on  exige  que  AC  soit  toujours  - 
à AP,  comme  le  quadrans  ac  est  à l’arc  décrit  ab.  On  demande 
quelle  est  la  courbe  AMDB  décrite  par  Al  Elle  est  produite 
par  l'intersection  continuelle  du  rayon  CM  et  de  PM  perpend. 
à CA.  C étant  l’origine,  soient  AC'=a,  ab=:ê,  CP=m,  les 
équ.  de  CM  et  PM  sont^  =x  tang  é,x  = ».  Mais  la  condition  . 

*,  AC  ac  , a . 

imposée  — 7^=— r donne =a  — ; éliminons  et  il  vient 

AP  ab  a — « 6 ’ . 

^3=xtang[lli^Z:ll],ouj^=txcot(g).  ^ 

Tl  est  aisé  de  voir,  1°.  que  la  courbe  est  symétrique  departet 
d’autre  de  Cj\'x'‘.  que ±;x^arendj^ négatif;  3®.  que  zi:x=2a 
donne  les  asymptotes  ÇiV,  Ç'N'  •,  x==o  donne  ^^  = 0 X 00  , 
expression  singulière  de  l’ordonnée  CD,  et  dont  nous  recher- 
cherons plus  tard  la  valeur  (n®  756).  Dînoslraie,  inventeur  de 
cette  coui‘be,  lui  a donné  le  nom  de  Quadralrice,  à cause  de 
l’utilité  qu’il  lui  supposait  pour  la  qUadratjire  du  cercle. 

Y »A 

" Si  un  cercle  GM(fig.  290  ) roule'  sur  une  droite  AB,, 
le  point  M,  qui  originairement  était  en  contact  en  A,  aura 
décrit  l’arc  AM  -,  et  le  nouveau  point  dé  tangenèe  avec  AB 
serà  en  D,  de  sorte  que  AD  sera  le  développement  de  l’arc  de 
cercle  MD.  En  continuant  le  mouvement  du  cercle , le  point  M 
’ tracera  là  courbe  AMF  B,  qu’on  nomme  Cycloide,  Roulette  ou 
7’rochoïde.  ' ■ 

Après  une  révolution  complète,  le  point  M se  retrouvera*  au 
contact  en  B,  qui  sera  un  point  de  la  courbe,  AB  étant  la  cir- . 
conférence  du  cercle  générateur  : en  E,  milieu  de  AB,  le  dia- 
mètre FE=2r  de  ce  cercle , est  la  plus  grande  ordonnée  ; la 
courbe  est  symétrique  de  part  et  d’autre  de  l’axe  FE.  La  cy- 
cloïde  continue  son  cours  à l’infini,  en  formant  eh  A,B . . . des 
rebrousscmeiis.  * . 

... 

% 
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Preiious  l’origine  en  J,  AP=.x,  comme 

\AP  = AD  — PD,  on  a x = MD  — z,  en  faisant  PD=z  ; z est 
l’ordonnée  QM  du  cercle  CM,  ratscisse  y étant  DQ;  d’où 
Or,  MD  est  un  arc  qui»  dans  le  cercle  dont  le 
trayon  est  a z pour  sinus  ; ce  qu'on  exprime  ainsi  : 

MD=arc  (sin  = z)  ; 
donc  on  a x=arc  (sin  = z)  z 


ou  z=sin  (x  + z)  ; z^^7.rj — y*. 

Si  l’origine  est  enf^,  FS'=:x,  SM~y,  F K ~u,  on  a 

. FS=AE—AP=AE—{AD  — PD) 

« 

= demi-circ.  FKE-slxcMD-^MQ—FK-^KN, 
r * . V ' • 

ou  jc=arc (sinrcz)  +*> z=sin( x — z),  ou “• 


Les  travaux  de  Fermât,  Descartes,  Roberval,  Pascal,  Huy- 
ghens. . . .,  ont  rendu  cette  courbe  célèbre;  elle  jouit  de  pro- 
priétés géométriques  et  mécaniques  très  singulières,  mais  ce 
n’estpas  ici  lelieu  de  nous  en  occuper.  le  second  voU 
Si  l’on  eût  cherché  la  courbe  décrite  pat  point  du  {dan 
circulaire  différent  de  ceux  de  la  circonférence , on  aurait  eu 
une  autre  espèce  de  cycloïde.  On  aurait  aussi  pu  donner  au 
cercle  mobile  im  mouvement  de  translation  dans  l’un  ou  l’au- 
tre, sens,  outre  celui  dont  nous  venons  de  parler,  ce  qui  aurait 
allongé  ou  accourci  la  cycloïde.  Enfin  onauraitpu  faire  rouler 
la  circonférence  sur  une  autre  courbe  : on  aurait  eu  ce  qu’on 
nomme  les  Èpicycloïdes.  Wlais  no«s  ne  pouvons  qu’indiquer 
* ces  objets. 

473.  On  nomme  Spirale  une  courbe  qui  est  coupée  en  une 
infinité  de  points  par  toute  ligne  passant  par  un  point  fixe  ou 
pôle.  Les  spirales  forment  un  genre  de  courbes  dont  la  géné- 
ration nécessite , pour  ainsi  dire , ks  coordonnées  polaires. 
Telle  est  celle  de  Conon,  qui  porte  le  nom  de  Spirale  d’Archi- 
mède,  parce  que  ce  célèbre  géomètre  en  a le  premier  reconnu 
les  propriétés.  La  droite  AI  (fig.  286)  tourne  autour  de  A, 
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pendant  qu’un  point  mobile  M glisse  le  long  de  Al.  Cha- 
cbons  l’e'qu.  de  la  courbe  AMNC,  qu’il  trace , en  supposant 
que  AI  est  place'  en  A C,  quand  le  mobile, est  en  A ; qu’a  près 
une  re'volution , lorsque  AI  se  retrouve  en  AC,  le  mobile  M 
est  en  C;  qu’enfin  les  espaces  qu’il  parcourt  sont  pro- 

portionnels aux  angles  IAC=t  que  de'crit  AI. 

La  valeur  angulaire  a»-  devant  répondre  à AC-=ka,  on  a 


gh 

a 


AM 


;;  donc,  "Xicr-^ai 


est  l’équ.  cherchée.  La  courbe  passe  en  A,  en  C. . le^  révo- 
lutions successives  de  AI  donnent  < = 2w,  =4’r»  = i-  ■ ; d’où 
rz=  a,  , de  sorte  que,  chaque  fois , le  rayon  vecteur 

augmente  de  a.  Comme,  pour  un  nombre  quelconque  k de 
révolutions,  l’équ.  • ' 


'ai  , . , ai  • 

r=  — devient  r=ak  -f-  — , ? 

V 27T  ' ' 27T  ^ 


k étant  un  entier  quelconque , tous  les  rayons  vecteurs  s’ac- 
croissent aussi  de  a. 

4'j4'  Soient  menées  les  perpend.  AC,  CD  (fig.-aS^),  et 
décrit  du  centre  C des  arcs , tels  que  PM,  égaux  en  longueur 
à une  ligne  donnée  CD  — a-,  les  extrémités  M de  ces  arcs  dé- 
terminent une  courbe  NM,  dont  on  trouve  aisément l’équ.  ; car 

Ch  CM  * ' '* 

on  ^ "T~  PM=a,Ch=i;doacr6=a.  L’analogie  de 

cette  équ.  avec  xj"=Tn’  a fait  donner  à cette  courbe  le  nom  de  ^ 
Spirale  hyperbolique  : on  voitd’ailleurs  que  DjE,parallèle  kAC, 

est  asymptote.  Puisque  r=^,  r n’est  nul  que  quand  « =00;- 

et  comme  6=2îr,  ....  donnent  des  valeurs  de  r de  plus 

en  plus  petites , la  courbe  fait  autour  du  pôle  des  circonvolu- 
tions, et  n’y  parvient  qu’après  une  infinité  de  tours. 

^ On  a donné  de  même  le  nom  de  Spirale  logarithmique  à la 

courbe  dont  l’équ.  est  «=logr,  ou  / ==a  . i croissant,  r-  tcîr 


r 
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aussi , et  le  cours  de  la  spirale  s’étend  à l’infim  ; mais  6 étant 
négatif  et  croissant , r décroît , de  sorte  que  ce  n’est  qu’après 
un  nombre  infini  de  tours  que  la  courbe  atteint  le  pôle.  Elle 
participe,  coiniiie  on  voit,  des  deux  précédentes. 

La  Spirale  parabolique  a pour  équ.  (/>(),  de 

sorte  que  r — a est  moyenne  proportionnelle  entre et  6 ; on 
reconnaîtra  aisément  la  forme  de  cette  courbe. 


FIN  DU  PREMIER  VOLUME. 
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